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  摘 要:
 

考虑带参数敏感度的最优权衡投资组合问题,其模型是一个非凸非可微优化问题,其中目标函数含有

极大和极小函数。将该优化问题变换为一个等价的非凸二次约束二次规划问题,提出了等价变换问题的一个紧的

半定规划松弛,并估计了其与原问题之间的间隙。数值结果表明,该半定规划松弛可以有效找到大多数测试问题的

全局最优解,且计算时间优于求解器GUROBI,从而为寻求问题的一个好的近似解提供方法。
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Abstract:
 

In
 

this
 

paper,
 

we
 

consider
 

the
 

optimal
 

trade-off
 

portfolio
 

problem
 

with
 

parameter
 

sensitivity.
 

For
 

this
 

problem,
 

the
 

model
 

is
 

a
 

non-convex
 

and
 

non-differentiable
 

optimization
 

problem
 

in
 

which
 

the
 

objective
 

function
 

contains
 

the
 

maximum
 

and
 

minimum
 

functions.
 

This
 

optimization
 

problem
 

is
 

transformed
 

into
 

an
 

equivalent
 

non-convex
 

quadratically
 

constrained
 

quadratic
 

programming
 

problem.
 

A
 

tight
 

semi-definite
 

programming
 

relaxation
 

for
 

the
 

equivalent
 

transformation
 

problem
 

is
 

proposed
 

and
 

the
 

gap
 

between
 

it
 

and
 

the
 

original
 

problem
 

is
 

estimated.
 

The
 

numerical
 

results
 

show
 

that
 

the
 

semi-definite
 

programming
 

relaxation
 

can
 

effectively
 

find
 

the
 

global
 

optimal
 

solution
 

of
 

most
 

test
 

problems,
 

and
 

the
 

computational
 

time
 

is
 

less
 

than
 

that
 

of
 

the
 

solver
 

GUROBI.
 

It
 

can
 

provide
 

a
 

method
 

for
 

finding
 

a
 

good
 

approximate
 

solution
 

to
 

the
 

problem.
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0 引 言

  1952年,Markowitz[1]提出了投资组合选择的均值-方差(Mean-variance,MV)模型,开辟了投资组合



量化分析的新时代,MV模型开创性的贡献是用均值和方差衡量投资组合的预期收益和风险。MV模型中

的基本参数是期望收益和协方差矩阵,通常来源于历史数据,然而历史数据的缺失可能会导致MV模型的

参数估计不准确,参数估计的准确性直接影响收益和风险的测量,因此如何应对模型中参数的估计误差成为

投资组合选择问题的一个重要研究方向。
Chopra等[2]研究了均值、方差和协方差的误差对最优投资组合选择的影响,指出一个小的参数误差都

可能会导致结果与真实最优组合间产生很大的偏差。为了克服参数估计误差的影响,常用的方法是鲁棒优

化,Goldfarb等[3]提出了一个投资组合选择的鲁棒MV模型,并将其等价变换为一个二阶锥规划问题。然

而,Scherer[4]指出,鲁棒MV模型不仅不能带来额外的回报,反而增加了计算成本。最近,Cui等[5]考虑投

资组合对单个资产期望收益和标准差的敏感度,利用导数作为敏感度的度量,将一组参数敏感度约束集成到

传统的MV模型中,提出了一种具有参数敏感度控制的MV模型,并通过分支定界算法求解,但当分支变量

维数较大时算法的收敛速度较慢,并且该模型中参数敏感度的上下界选择比较困难。为克服参数敏感度上

下界的选择,Bai等[6]提出了一个带参数敏感度的最优权衡投资组合选择问题,将该问题等价变换为无约束

复合优化问题,给出了一个改进的加速梯度算法,证明了该算法收敛到无约束复合优化问题的一个稳定点。
本文研究带参数敏感度的最优权衡投资组合选择问题的半定规划(Semi-definite

 

programming,SDP)
松弛方法,以寻求其近似最优解。众所周知,SDP松弛可以为非凸二次约束二次规划(Quadratically

 

constrained
 

quadratic
 

programming,QCQP)问题提供更紧的下界或近似解[7-9]。Zheng等[10-11]对非凸

QCQP问题给出了基于最佳DC(Difference
 

of
 

convex
 

function,DC)分解、矩阵锥分解和多胞形逼近技术的

SDP松弛。Luo等[12]对非凸QCQP问题提出了基于罚方法的SDP松弛。Luo等[13]对凸二次约束非凸QP
问题利用Disjunctive割技术改进了SDP松弛界。章显业等[14]针对带凸二次约束非凸QP问题提出了一个

紧的双非负规划松弛及其解法。丁晓东等[15]给出了带边际风险控制的投资组合优化问题的一个紧的SDP
松弛。受以上文献[12-15]的启发,本文首先将带参数敏感度的最优权衡投资组合选择问题变换为一个等价的

非凸QCQP问题,进而提出基于Secant割的SDP松弛,并给出它与原问题之间的间隙估计,最后给出数值

结果验证SDP松弛的紧性。
引入如下记号:Sn 为n阶对称矩阵的集合,设A,B∈Sn,A⪰0表示矩阵A 为半正定矩阵,Sn 的内积定

义为A·B=Tr(AB)=∑
n

i=1
∑
n

j=1
aijbij

。

1 带参数敏感度最优权衡投资组合模型的等价变换

  本节描述带参数敏感度的最优权衡投资组合选择模型[6]。考虑金融市场上有n个风险资产可供投资

者选择,第i个资产的收益随机变量用ri 表示,投资组合的收益随机向量为r=(r1,…,rn)T。假设x=
(x1,…,xn)T 是一个投资组合决策变量,那么投资组合x的收益为r(x)=rTx,其预期收益和方差为μTx
和xTQx,其中μ=(μ1,…,μn)T 和Q=(qij

)n×n 分别是r的均值向量和协方差矩阵,则MV投资组合模型可

表述如下:

min
x∈Rn
 xTQx;

s.t. μTx≥ρ,eTx=1,l≤x≤u (1)

其中:ρ是投资者规定的最低期望收益;e=(1,…,1)T∈Rn;u和l分别为x的上、下界向量,l,u∈Rn
+。问题

(1)中投资组合的方差可以写成:

xTQx=∑
n

i=1
∑
n

j=1
ηijσiσjxixj

,

其中:ηij 是第i个资产与第j个资产之间的相关系数;σi 为资产i收益率的标准差。文献[5]给出了参数敏

感度的概念。
定义1[5] 投资组合x=(x1,…,xn)T 的方差对单个资产标准差σi 的敏感度定义为:

􀆟xTQx
􀆟σi

=2x2iσi+2∑
i≠j

ηijσjxixj=xTQix,i=1,2,…,n,
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其中:

Qi=

0 … η1iσ1 … 0
︙ ⋱ ︙ ⋱ ︙

ηi1σ1 … 2σi … ηinσn

︙ ⋱ ︙ ⋱ ︙
0 … ηniσn … 0

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

。

  定义2[5] 投资组合x=(x1,…,xn)T 的期望收益对单个资产期望收益μi 的敏感度定义为:

􀆟μTx
􀆟μi

=xi,i=1,2,…,n。

  记D={1,2,…,m}为参数敏感度需要加以限制的资产集,其中m≤n。文献[6]提出了如下带参数敏

感度的最优权衡投资组合选择模型:

min
x∈Rn
 τxTQx+max

i∈D
xTQix  -min

i∈D
xTQix  ;

s.t. μTx≥ρ,eTx=1,l≤x≤u (2)

其中τ∈(0,∞)是一个权衡因子。由于问题(2)的目标函数含有极大和极小函数,故它是一个非凸非可微优

化问题,因此寻求其局部或全局最优解是非常困难的。
注意到min

i∈D
xTQix  =-max

i∈D
-xTQix  ,问题(2)可改写为如下问题:

min
x∈Rn
 fx  τxTQx+max

i∈D
xTQix  +max

i∈D
-xTQix  ;

s.t. μTx≥ρ,eTx=1,l≤x≤u (3)

  通过引入辅助变量,问题(3)可以等价变换为如下问题:
 

min
x,k,t
 τxTQx+k+t;

s.t. xTQix≤k,i∈D,

  -xTQix≤t,i∈D,

  μTx≥ρ,eTx=1,l≤x≤u

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(4)

  容易验证问题(3)和问题(4)是等价的,即二者有相同的最优解与最优值。因为矩阵Qi 是不定矩阵,所
以问题(4)是一个非凸QCQP问题。因此,求其全局最优解是NP-难的。

2 半定规划松弛及其间隙估计

  本节给出问题(4)的一个紧的半定规划松弛并估计其与问题(4)最优值之间的间隙。
注意到矩阵Qi 是具有一个正负特征值的秩2不定矩阵[5],故它可以分解为

Qi=λiwiwT
i -γivivTi (5)

其中:λi 是Qi 的正特征值,λi>0;γi 是Qi 的负特征值的绝对值,γi>0;wi 和vi 是对应的正交单位特征向

量。令

pi= γivi,pm+i= λiwi,i=1,2,…,m,
记J={1,2,…,2m},则P=(pj

,j∈J)T∈R J ×n,其中|J|表示集合J 的元素个数。设zu,zl∈R2m 分别

为函数Px在F 上的上、下界,即
zj

l=min
x∈F

pT
jx,zj

u=max
x∈F

pT
jx,j∈J (6)

其中F x∈Rn μTx≥ρ,eTx=1,l≤x≤u  ,则对x∈F,有zl≤Px≤zu。
令X=xxT,则由zl≤Px≤zu 得:

pjp
T
j·X= pT

jx  2≤ zj
l+zj

u  pT
jx-zj

lzj
u,j∈J (7)

式(7)即为Saxena等[16]所提出的Secant割。将X=xxT 松弛为半定约束X⪰xxT,可以得到问题(4)的一个

半定松弛(Semi-definite
 

relaxation,SDR):
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min
x,k,t,X

 f
~

t,k,X  =τQ·X+k+t;

s.t. Qi·X≤k,i∈D,

  -Qi·X≤t,i∈D,

  eTx=1,μTx≥ρ,l≤x≤u,
  pjp

T
j·X≤ zj

l+zj
u  pT

jx-zj
lzj

u,j∈J,

    X-xxT⪰0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(8)

  定理1比较了问题(3)和它的松弛问题(8)在最优解处的目标值。

定理1 设f*
zl,zu  为问题(3)的最优值,x-,t-,k

-,X-  是问题(8)的最优解,则

0≤fx-  -f*
zl,zu  ≤fx-  -f

~
t-,k

-,X-  

≤max
i∈D

x-TQix--Qi·X
-  +max

i∈D
Qi·X

- -x-TQix-  ≤12‖zu-zl‖22。

  证明 问题(8)可改写为如下问题:
min
x,X
 hX  =τQ·X+max

i∈D
Qi·X  +max

i∈D
-Qi·X  ;

s.t. μTx≥ρ,eTx=1,l≤x≤u,
  pjp

T
j·X≤ zj

l+zj
u  pT

jx-zj
lzj

u,j∈J,

  X-xxT⪰0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(9)

注意到问题(8)和问题(9)是等价的:二者有相同的最优解与最优值。令 x-,t-,k
-,X-  是问题(8)的最优解,则

(x-,X-)也是问题(9)的最优解且f
~(t-,k

-,X-)=h(X-)。由于问题(9)是问题(3)的凸松弛问题,得到

f*
zl,zu  ≥f

~(t-,k
-,X-)。注意到问题(9)的最优解也是问题(3)的可行解,则由f*

zl,zu  的定义可推得:

0≤fx-  -f *
zl,zu  ≤fx-  -f~(t-,k

-,X-)=fx-  -h(X-)

≤max
i∈D

x-TQix-  -max
i∈D

Qi·X
-  +max

i∈D
-x-TQix-  -max

i∈D
-Qi·X

-  

=max
i∈D

x-TQix-  +min
i∈D

-Qi·X
-  +max

i∈D
-x-TQix-  +min

i∈D
Qi·X

-  

≤max
i∈D

x-TQix--Qi·X
-  +max

i∈D
Qi·X

- -x-TQix-  ,

其中第3个不等式是因为τ>0,X--x-x-T⪰0和Q⪰0。注意到Qi=λiwiwT
i-γivivTi,由问题(8)的约束可以

得到:
  x-TQix--Qi·X

- =(pm+ip
T
m+i-pipT

i)·(x-x-T-X
-)≤pipT

i·X
- - pT

ix-  2

≤- pT
ix-  2+ zi

l+zi
u  pT

ix-zi
lzi

u ≤
1
4zi

u-zi
l  2≤14‖zu-zl‖22,i∈D,

其中第1个不等式由pm+ipT
m+i⪰0和X--x-x-T⪰0推得,第2个不等式由问题(8)中Secant割不等式推得。

类似地,可以得到:

Qi·X
- -x-TQix- =(pipT

i -pm+ip
T
m+i)·(x-x-

T-X-)≤14zm+i
u -zm+i

l  2≤14‖zu-zl‖22,i∈D。

于是,得

max
i∈D

x-TQix--Qi·X
-  +max

i∈D
Qi·X

- -x-TQix-  ≤12‖zu-zl‖22。

证毕。
从定理1中可以得到以下推论。

推论1 设 x-,t-,k
-,X-  是问题(8)的最优解且ε>0,若
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max
i∈D

x-TQix--Qi·X
-  +max

i∈D
Qi·X

- -x-TQix-  ≤ε,

则x- 是问题(3)的一个ε-最优解。
证明 注意到x- 是问题(3)的一个可行解。由定理1得到

fx-  -f*
zl,zu  ≤fx-  - x-,t-,k

-,X-  ≤max
i∈D

x-TQix--Qi·X
-  +max

i∈D
Qi·X

- -x-TQix-  ≤ε。

因此,fx-  ≤f*
zl,zu  +ε,从而x- 是问题(3)的一个ε-最优解。

证毕。

3 数值结果

  本节通过数值实验给出问题(4)的半定规划松弛的有效性。数值实验在Matlab
 

R2017b上实现,在PC
机(2.10

 

GiHz,16
 

GiB,ADM)上运行,问题(4)使用GUROBI
 

9.5.2
 

Matlab接口求解,问题(6)使用CPLEX
 

12.8.0
 

Matlab
 

接口求解,SDR使用MOSEK
 

10.0.24
 

Matlab接口求解。测试问题中的参数τ、Q、μ、ρ、l、u
参考文献[17]相同的方法随机生成,具体如下:

ri=αi+βirm +θi,i=1,2,…,n,
其中:ri 是第i个资产的收益;rm 是市场指数的收益;θi 是第i个资产的收益残差。由上式可得:

μi=αi+βiE(rm),qii=β2iVar(rm)+Var(θi),qij=βiβjVar(rm),
其中的参数设置如下:
a)αi=10-5×rd,rd是由标准正态分布生成的随机数,i=1,2,…,n;
b)βi 由[0.6,1.4]上的均匀分布随机生成,i=1,2,…,n;
c)Var(θi)由[0,0.2×10-3]上的均匀随机分布生成,i=1,2,…,n;
d)E(rm)=4×10-3,Var(rm)=0.03;

e)τ=5,ρ=4×10-3;
f)l=(0,…,0)T∈Rn,u=(1,…,1)T∈Rn。
令vGap表示问题(4)和问题(8)最优值的相对间隙(单位:%),可用公式表示为:

vGap/%=
(vOpt-vLB)
|vOpt|

×100,

其中:vOpt表示用GUROBI求解问题(4)得到的全局最优值,vLB表示由问题(8)提供的下界。
表1为GUROBI求解问题(4)与SDR对10个随机测试例子的平均数值结果,其中n为资产的数目,m

为参数敏感度需要控制的资产数目。表1中“vOpt”“vLB”“vGap”“时间”分别表示10个测试问题得到的平均

全局最优值、平均下界、平均相对间隙和平均时间(单位:s),“(*)”表示GUROBI在1000
 

s内找到全局最

优解的实例数。从表1的数值结果中可知,当n=10,m=10时,SDR提供的下界与全局最优值的平均相对

间隙小于7%,对于20~200维的所有测试例子SDR可以在13
 

s内快速地找到原问题的一个全局最优解,
而GUROBI在n=50,m=40和n=200,m=80时无法在1000

 

s以内找到问题(4)的10个例子的全局最优

解。此外,在表1所列的维数中,除n=100,m=20和n=200,m=20这两组维数外,SDR的计算时间都优

于求解器GUROBI。

4 结 论

  本文考虑了带参数敏感度的最优权衡投资组合问题,其模型是一个非凸优化问题,求解它的全局最优解

是非常困难的。对该问题提出了一个等价的非凸QCQP变换问题,给出了该问题的一个紧的半定规划松

弛。初步的数值结果表明,本文提出的半定规划松弛可以快速得到20至200维带参数敏感度的最优权衡投

资组合问题的全局最优解,并且对于大部分测试例子,半定规划松弛的求解时间小于求解器GUROBI。然

而,目前只通过数值实验证明了该半定规划松弛可求得原问题的全局最优解,后续将针对更一般的问题研究

基于该半定规划松弛求解原问题的全局算法。
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表1 GUROBI求解问题(4)与SDR的平均数值结果

n m
GUROBI SDR

vOpt 时间/s vLB vGap/% 时间/s
10 10 0.1714 0.151 0.1595 6.90 0.027
20 10 0.1496 0.171 0.1496 0.00 0.028
30 10 0.1491 0.169 0.1491 0.00 0.069
30 20 0.1492 0.893 0.1492 0.00 0.073
40 10 0.1490 0.082 0.1490 0.00 0.069
40 20 0.1488 0.192 0.1488 0.00 0.106
40 30 0.1492 16.421 0.1492 0.00 0.158
50 20 0.1489 0.219 0.1489 0.00 0.151
50 40 0.1494(9) 39.189 0.1494 0.00 0.572
100 20 0.1485 0.518 0.1485 0.00 0.679
100 50 0.1486 7.013 0.1486 0.00 1.765
200 20 0.1483 1.013 0.1483 0.00 2.994
200 50 0.1484 111.713 0.1484 0.00 12.160
200 80 0.1485(9) 32.201 0.1485 0.00 8.828

  注:表1中SDR的时间包含Qi 特征值分解和求解问题(6)的时间。
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