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  摘 要:
 

为了将度量空间的Gromov双曲性由单个度量推广到多个度量,研究了对数型度量的性质,讨论了多

个近似超度量之和的Gromov双曲性,并给出了由两个Gromov双曲度量之和构造一个新的Gromov双曲度量的例

子。在Ptolemy空间中,由距离函数的上确界定义了一个含参数的度量,并证明了不同参数的度量之和的Gromov
双曲性。特别地,借助类对数型度量变换的性质,推广了Gromov双曲空间的一般构造法。
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Abstract:
  

In
 

order
 

to
 

generalize
 

the
 

Gromov
 

hyperbolicity
 

of
 

metric
 

spaces
 

from
 

a
 

single
 

metric
 

to
 

multiple
 

metrics,
 

we
 

discuss
 

the
 

Gromov
 

hyperbolicity
 

of
 

sums
 

of
 

approximate
 

ultrametrics
 

by
 

showing
 

certain
 

properties
 

of
 

logarithmic
 

metrics.
 

As
 

an
 

example,
 

we
 

construct
 

a
 

new
 

Gromov
 

hyperbolic
 

space
 

by
 

the
 

sum
 

of
 

two
 

Gromov
 

hyperbolic
 

metrics.
 

In
 

a
 

Ptolemy
 

space,
 

we
 

define
 

a
 

metric
 

with
 

a
 

parameter
 

by
 

the
 

supremum
 

of
 

a
 

distance
 

function
 

and
 

further
 

prove
 

the
 

Gromov
 

hyperbolicity
 

of
 

sums
 

of
 

these
 

metrics
 

with
 

different
 

parameters.
 

Specially,
 

we
 

extend
 

a
 

general
 

construction
 

of
 

Gromov
 

hyperbolic
 

metric
 

based
 

on
 

properties
 

of
 

logarithm-like
 

metric
 

transforms.
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0 引 言

  1987年,Gromov[1]提出了Gromov双曲空间的概念。设(D,d)是一个度量空间,若存在δ≥0,对于任

意的x,y,z,t∈D,都有:
(x|y)t≥(x|z)t∧(y|z)t-δ (1)

其中(x|y)t=
1
2
[d(x,t)+d(y,t)-d(x,y)],则称度量空间(D,d)为δ-双曲空间,也称为Gromov双曲

空间。式(1)等价于如下四点不等式:



d(x,y)+d(z,t)≤(d(x,z)+d(y,t))∨(d(x,t)+d(y,z))+2δ,
其中:对于任意的实数r和s,r∨s=max{r,s},r∧s=min{r,s}。Gromov双曲空间中有很多比较满意的

理论[2-6]。例如,Zhou等[5]研究了Gromov双曲空间中的球化及其应用,Besson等[6]研究了Gromov双曲空

间的紧性和有限性。
双曲型度量是推动几何函数论发展的重要工具之一,它在复平面[7]和一般的高维空间中[8-10]都有广泛

的应用。其中,Gromov双曲性是双曲型度量的一个关键特征。因此,相关研究[11-12]构造了具有Gromov双

曲性的双曲型度量,并研究了它们的性质。特别地,Dragomir等[13]证明了近似超度量空间的Gromov双曲

性,并将度量变换引入Gromov双曲空间中,给出了保持度量空间双曲性的度量变换的特征刻画。
目前,相关文献主要研究的是单个度量的Gromov双曲性。而Aksoy等[14]构造了两个单点型伸缩不变

Cassinian度量的平均,证明了它们的Gromov双曲性,并举例说明了两个Gromov双曲度量的和不一定是

Gromov双曲度量(见文献[14]引理4.4)。因此,具有何种性质的多个度量之和是Gromov双曲的是一个值

得研究的问题。
本文首先通过对数型度量构造了一类近似超度量空间,进而研究与这类近似超度量有关的度量之和的

Gromov双曲性(定理1);并根据两个特殊的Gromov双曲空间构造出一个新的Gromov双曲空间(推论2)。
其次,通过距离函数的上确界,在Ptolemy空间中定义了一个新的双曲型度量,并证明了它的Gromov双曲

性(定理2)。最后,给出更一般的构造法,通过刻画一类度量变换的特征,使得变换后的度量之和为Gromov
双曲度量(定理3)。这些构造方法有助于推广函数以及度量变换在空间中的应用。

1 主要结论

  本文采用的符号如下:R表示实数集,Rn 表示n维欧氏空间。d(x,y)表示度量空间(D,d)中任意的两

点x和y之间的距离,d(x)表示x与D 的边界􀆟D 之间的距离。当D⊆Rn 时,|x-y|表示x和y之间的

欧氏距离。
设(D,d)是一个度量空间,η≥0为一给定的常数。若对于任意的x,y,z∈D,都有

d(x,y)≤d(x,z)∨d(y,z)+η,
则称(D,d)是η-超度量空间,也称为近似超度量空间。

为了研究多个近似超度量之和的Gromov双曲性,本文引入一个新的概念:如果对于任意的x,y,z∈
D,都有d1(x,y)≤d1(x,z)当且仅当d2(x,y)≤d2(x,z),则称度量d1 和d2 是类距的。由此,通过近似

超度量的相加求和,定理1构造了两类Gromov双曲空间。
定理1 设(D,di),i=1,2,…,n是n个近似超度量空间,那么,

a)对于任意的正数λ、a和b,空间(D,λdi+log(1+adi)b)是Gromov双曲空间;

b)若所有度量是类距的,则 D,∑
n

i=1
di  是Gromov双曲空间。

根据定理1,可以构造出很多具体的Gromov双曲空间。例如,定理2给出了由SD,c 构造的多个度量之

和的Gromov双曲空间。其中,距离函数SD,c 定义为:

SD,c(x,y)=supp∈􀆟D
log1+ cd(x,y)

(1+d(x,p))(1+d(y,p))  ,
(D,d)是一个度量空间,且􀆟D≠Ø,参数c为任意大于0的常数。

设(D,d)是一个度量空间,若对于所有的x,y,z,t∈D 都有

d(x,y)d(z,t)≤d(x,z)d(y,t)+d(x,t)d(y,z),
则称(D,d)是Ptolemy空间。

定理2 设(X,d)是一个Ptolemy空间。对于任意的开集D⊂X 且􀆟D≠Ø,(D,SD,c)是Gromov双曲

空间。特别地,对于任意的ci>0,i=1,2,…,n,空间 D,∑
n

i=1
SD,ci

  是Gromov双曲空间。

由文献[13]定义2.1,对于任意的度量空间(D,d),若函数φ:[0,∞)→[0,∞)满足(D,dφ
)仍然是一个

度量空间,其中dφ=φ􀳱d,就称φ是一个度量变换。度量变换的特征决定了变换后的度量空间的性质。因
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此,通过刻画一类具体的度量变换的特征,可以给出多个度量之和的Gromov双曲空间的一般构造法,见定

理3。

定理3 设(D,d)是一个度量空间。若φi(x)=log(1+aix)
bi+fi(x),其中ai,bi>0,i=1,2,…,n,

fi(x)是连续的、非递减的有界凹函数,且满足fi(0)=0,则 D,∑
n

i=1
dφi

  是Gromov双曲空间。

2 定理的证明及推论

2.1 定理1的证明及推论

  由文献[13]命题3.9,任意的η-超度量空间是η-双曲空间。
引理1 设(D,d)是度量空间。对于任意a,b>0,空间(D,log(1+ad)b)是blog2-超度量空间,因此是

blog2-双曲空间。
证明 对于任意的度量空间(D,d),log(1+d)是区域D 上的度量[15]。因此,如果记d'=log(1+

ad)b,则d'也是一个度量。对于任意的x,y,z∈D,由三角不等式,度量d'满足

d'(x,y)=log(1+ad(x,y))b≤blog(1+ad(x,z)+ad(y,z))≤blog(1+2(ad(x,z))∨(ad(y,z)))
≤blog2(1+(ad(x,z))∨(ad(y,z)))=blog(1+(ad(x,z))∨(ad(y,z)))+blog2
=log(1+ad(x,z))b∨log(1+ad(y,z))b+blog2=d'(x,z)∨d'(y,z)+blog2。

因此,(D,d')是blog2-超度量空间,进而是blog2-双曲空间。
定理1的证明 先证明结论a)。对于任意的η-超度量空间(D,d),记度量d'=d1+d2,其中:d1=λd,

d2=log(1+ad)b。注意到,d1 和d2 都是关于d 的函数,而且具有相同的单调性。由引理1,对于任意的

x,y,z∈D,都有

d'(x,y)=d1(x,y)+d2(x,y)≤d1(x,z)∨d1(y,z)+λη+d2(x,z)∨d2(y,z)+blog2
=(d1(x,z)+d2(x,z))∨(d1(y,z)+d2(y,z))+λη+blog2
=d'(x,z)∨d'(y,z)+λη+blog2。

因此,(D,d)是(λη+blog2)-双曲空间。
再证明结论b)。设(D,di)是ηi-超度量的,那么,

∑
n

i=1
di(x,y)≤∑

n

i=1
di(x,z)∨di(y,z)+∑

n

i=1
ηi= ∑

n

i=1
di(x,z)  ∨ ∑

n

i=1
di(y,z)  +∑

n

i=1
ηi,

因此,D,∑
n

i=1
di  是∑

n

i=1ηi-超度量空间,进而也是∑
n

i=1ηi-双曲空间。

由引理1可知,log(1+d)是log2-双曲度量。又因为定理1的证明过程中给出了双曲空间的Gromov
参数,所以得到推论1。

推论1 设(D,di),i=1,2,…,n 是n 个度量空间。若所有的度量都是类距的,则空间

D,∑
n

i=1
log(1+di)  是nlog2-双曲空间。

根据推论1,下面给出由两个Gromov双曲度量之和构造出新的Gromov双曲度量的例子,见推论2。
对于任意x1,x2∈R,记x=(x1,x2)∈R2。二维欧氏空间上的两个距离函数d1和d2分别定义为:

d1(x,y)=log(1+|x1-y1|)+arctan|x2-y2|,
d2(x,y)=log(1+|x2-y2|)+arctan|x1-y1|。

这里定义R2的一个子集:Vk={(x1,x2):x2=kx1+b},k>0,b∈R。

推论2 按照上述的定义方式,度量空间(R2,
 

d1)和(R2,
 

d2)都是 π
2+log2  -双曲空间。进一步,对于

任意的k>0,都有(Vk,d1+d2)是(π+2log2)-双曲空间。
证明 显然,d1和d2都是非负的、对称的,dm(x,y)=0(m=1,2)当且仅当x=y。注意到arctanx在

区间[0,∞)上是单调递增的凹函数,所以d1和d2都遵循三角不等式。因此,d1和d2都是R2上的度量。
现在证明结论的第一部分。由于度量d1 和d2 的情况是类似的,这里只需要证明(R2,

 

d1)是
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π
2+log2  -双曲空间。记d'1(x1,y1)=log(1+|x1-y1|),则度量d'1在R上是log2-双曲的。也就是说,

对于任意的p,q,r,v∈R,都有

d'1(p,q)+d'1(r,v)≤[d'1(p,r)+d'1(q,v)]∨[d'1(p,v)+d'1(q,r)]+2log2 (2)
令x=(x1,x2),y=(y1,y2),z=(z1,z2)以及t=(t1,t2)为R2 上的任意点。注意到,对于任意的a∈[0,

∞)都有arctana<π2
,于是由式(2)得到:

d1(x,y)+d1(z,t)=d'1(x1,y1)+d'1(z1,t1)+arctan|x2-y2|+arctan|z2-t2|

≤d'1(x1,y1)+d'1(z1,t1)+
π
2+π2

≤[d'1(x1,z1)+d'1(y1,t1)]∨[d'1(x1,t1)+d'1(y1,z1)]+2log2+π
≤[d1(x,z)+d1(y,t)]∨[d1(x,t)+d1(y,z)]+2log2+π。

由四点不等式即证得结论成立。
对于任意k>0,下面证明(Vk,d1+d2)是Gromov双曲空间。对于任意x,y∈R2,度量dT 定义为:

dT(x,y)=log(1+|x1-y1|)+log(1+|x2-y2|)。
那么,

dT(x,y)≤d1(x,y)+d2(x,y)≤dT(x,y)+π (3)
因为集合Vk 上的点满足等式|x2-y2|=k|x1-y1|,所以度量|x1-y1|和|x2-y2|是类距的,从而由推论

1可知,度量空间(Vk,dT)是2log2-双曲空间。由式(3),进一步证得度量空间(Vk,d1+d2)是(π+2log2)-双
曲空间。
2.2 定理2的证明

  注意到,距离函数SD,c 在一般空间中不满足三角不等式,所以不是一个度量。因此,定理2研究的是距

离函数SD,c 在Ptolemy空间中的Gromov双曲性。
定理2的证明 首先证明距离函数SD,c 是一个度量。对于任意的x,y,z∈D,显然SD,c(x,y)≥0,

SD,c(x,y)=SD,c(y,x),SD,c(x,y)=0当且仅当x=y,因此只需要证明SD,c 满足三角不等式。记

SD,c(x,y)=supp∈􀆟D
log(1+csp

(x,y)),其中:

sp = d(x,y)
(1+d(x,p))(1+d(y,p))

。

在Ptolemy空间(D,d)中,对于任意取定的p∈􀆟D,由文献[16]定理3可知csp 是一个度量,所以(D,
log(1+csp

))是一个度量空间。因此,
log(1+csp

(x,y))≤log(1+csp
(x,z))+log(1+csp

(y,z))≤SD,c(x,z)+SD,c(y,z)。
由p的任意性,证得SD,c(x,y)≤SD,c(x,z)+SD,c(y,z)。

下面证明(D,SD,c)的Gromov双曲性。由引理1,有
log(1+csp

(x,y))≤log(1+csp
(x,z))∨log(1+csp

(y,z))+log2≤SD,c(x,z)∨SD,c(y,z)+log2。
由p的任意性,得到SD,c(x,y)≤SD,c(x,z)∨SD,c(y,z)+log2。也就是说,(D,SD,c)是log2-超度量空间,
因此是log2-双曲空间。

特别地,对于任意的ci>0,SD,ci
都是近似超度量,而且任意两个这样的度量都是类距的。由定理1,即

证得 D,∑
n

i=1
SD,ci

  是Gromov双曲空间。

2.3 定理3的证明及推论

  为方便起见,下文用K 表示所有度量变换组成的集合。
引理2 设(D,d)是一个度量空间,φi∈K,δi≥0,i=1,2,…,n。若对于任意t≥0,都有φi(t)是非递

减的,且满足φi(2t)-φi(t)≤δi,则 D,∑
n

i=1
dφi

  是Gromov双曲空间。

证明 由文献[13]命题3.12可知,(D,dφi
)是δi-超度量的。因为度量变换φi 都是非递减的,所以变
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换后的度量dφi
都是类距的。由定理1,即证得结论成立。

度量变换的形式有很多种。根据文献[17]命题2.3,若函数φ:[0,∞)→[0,∞)满足次可加性、非递减

性以及φ-1(0)={0},则φ∈K。引理2中满足φ(2t)-φ(t)≤δ的度量变换通常称为类对数型度量变换,
定理3中给出的度量变换是它的一种特殊形式。

定理3的证明 显然,φi 是非递减的。由引理2,只需要证明φi∈K 和φi(2t)-φi(t)的有界性。
先证明φi∈K。因为fi 是凹函数且满足fi(0)=0,所以对于任意的0<x≤y,有

fi(x+y)
x+y ≤

fi(y)
y

,fi(y)
y ≤

fi(x)
x

。

因此,

fi(x+y)≤x+y
y fi(y)=

x
yfi(y)+fi(y)≤fi(x)+fi(y)。

显然,当x=0时,fi(x+y)≤fi(x)+fi(y)也成立。因此,对于任意的x,y≥0,有

φi(x+y)=bilog(1+aix+aiy)+fi(x+y)
≤bilog(1+aix)+bilog(1+aiy)+fi(x)+fi(y)
=φi(x)+φi(y)。

也就是说,φi 满足次可加性,从而φi∈K。
下面证明φi(2t)-φi(t)的有界性。由fi 的有界性,存在Mi≥0,使得0≤fi(t)≤Mi 对于任意的t≥0

都成立。因此,

φi(2t)-φi(t)=bilog
1+2ait
1+ait

+fi(2t)-fi(t)≤bilog2+Mi,

即证得结论成立。
推论3 设(D,d)是一个度量空间。定义两个度量变换:

φ1(x)=log(1+x)+arctanx,φ2(x)=3log(1+2x)+1-e-x,
则(D,dφ1

+dφ2
)是Gromov双曲空间。

比较定理3和推论1可发现:推论1是从不同的度量出发,构造同样形式的对数型度量,从而研究这些

度量之和的Gromov双曲性;而定理3是从同一个度量出发,通过不同的度量变换构造新的度量,从而研究

这些度量之和的Gromov双曲性。

3 结 论

  目前,关于单个度量的Gromov双曲性已经有了广泛研究,本文主要研究了多个度量之和的Gromov双

曲性。
a)通过近似超度量的Gromov双曲性,研究了对数型度量的性质,从而由对数型近似超度量之和构造了

两类Gromov双曲空间;作为一个推论,由二维欧氏空间上的两个Gromov双曲度量之和构造出了一个新的

Gromov双曲空间。
b)通过特殊的对数型距离函数的上确界,在Ptolemy空间上定义了一类含参数的度量,并证明了它的

Gromov双曲性;进一步地,根据参数的不同取值,由这类度量之和构造了一个Gromov双曲空间。
c)给出了一类具体的类对数型度量变换,使得任意一个度量在这类度量变换下得到的度量之和是

Gromov双曲度量,这一结论建立了函数与度量空间的联系,推广了Gromov双曲空间的构造方法。
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