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  摘 要:
 

在不限制暂时性及永久性价格影响参数大小关系下,研究两阶段金融衍生品清算问题的半定规划

(Semi-definite
 

programming,
 

SDP)松弛方法,其优化模型为一个带有线性和单个非凸二次约束的非凸二次规划

(Quadratically
 

constrained
 

quadratic
 

program,
 

QCQP)问题。针对该非凸QCQP问题,给出了一个带有Secant割的

SDP松弛,并估计了它与原问题之间的间隙。随机例子的数值结果表明该SDP松弛可以得到原问题更紧的上界,从
而为寻求原问题的一个好的近似解提供方法。
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  Abstract:
  

The
 

semi-definite
 

programming
 

(SDP)
 

relaxation
 

method
 

for
 

two-period
 

financial
 

derivatives'
 

liquidation
 

problem
 

is
 

studied
 

without
 

restricting
 

the
 

relationship
 

between
 

the
 

magnitude
 

of
 

the
 

temporary
 

and
 

permanent
 

price
 

impact
 

parameters,
 

and
 

the
 

optimization
 

model
 

is
 

a
 

nonconvex
 

quadratically
 

constrained
 

quadratic
 

programming
 

(QCQP)
 

problem
 

with
 

linear
 

and
 

single
 

nonconvex
 

quadratic
 

constraints.
 

An
 

SDP
 

relaxation
 

with
 

secant
 

cuts
 

for
 

this
 

nonconvex
 

QCQP
 

problem
 

is
 

presented
 

and
 

the
 

gap
 

between
 

it
 

and
 

the
 

original
 

problem
 

is
 

estimated.
 

The
 

numerical
 

results
 

of
 

random
 

instances
 

show
 

that
 

the
 

SDP
 

relaxation
 

can
 

obtain
 

a
 

tighter
 

upper
 

bound
 

to
 

the
 

original
 

problem
 

and
 

then
 

provides
 

a
 

method
 

for
 

finding
 

a
 

good
 

approximate
 

solution
 

to
 

the
 

problem.
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0 引 言

  清算持有的投资组合资产被认为是投资者在面临财务困境时最常采取的手段。设计一种有效的清算策



略,以最小的交易成本满足现金需求,对机构投资者和个人投资者至关重要。如果投资者不加选择地抛售大

量资产,会造成非常大的交易成本。因此,在更多情况下,投资者会在一段时间内逐步进行交易。在清算过

程中,由于早期的交易活动会对后续交易造成持续性的影响,在减少交易成本时需重点考虑价格影响因素。
Madhava等[1]将价格影响分为暂时和永久的价格影响,暂时性价格影响表示进行交易时价格的瞬时变化,
而永久性价格影响表示交易前后价格的变化。
Brown等[2]研究了带有永久和暂时价格影响的最优投资组合降杠杆问题,并要求交易后投资组合的杠

杆率降低到可接受的水平;此外,他们考虑到交易后可能会出现流动性冲击,提出了两阶段模型,并指出在清

算过程中对资产清算优先顺序进行选择时,需着重考虑资产价格的不确定性因素。在Brown等[2]的启发

下,Chen[3]研究了资产种类更丰富的投资组合清算问题,提出了一个关于金融衍生品的两阶段鲁棒优化模

型,并在凸性假设下证明了该模型等价于一个半定规划(Semi-definite
 

programming,
 

SDP)问题。值得一

提,文献[3]中的凸性假设要求暂时性价格影响因素占主导地位。然而,实证分析表明了这种假设并不总是

成立[4]。本文在去掉凸性假设下研究两阶段金融衍生品清算问题,其优化模型归结为一个带有非正变量、线
性不等式和单个二次约束的非凸二次规划问题(Quadratically

 

constrained
 

quadratic
 

program,
 

QCQP),求
其全局最优解是非常困难的。

众所周知,非凸QCQP问题一般是NP-难的[5]。由于SDP松弛方法可以为非凸QCQP问题提供紧的

松弛界和好的近似解[6],学者们对于非凸QCQP问题提出了各种形式的SDP松弛。丁晓东等[7]针对带边

际风险控制的投资组合优化问题提出了一个紧的SDP松弛;章显业等[8]针对带凸二次约束的非凸QP问题

提出了一个紧的双非负规划松弛;Luo等[9]利用罚函数方法提出了二次约束线性规划问题的SDP松弛;
Zheng等[10-11]针对非凸QCQP问题分别提出了基于二次型的最佳D.C.分解以及基于矩阵锥分解和多胞形

逼近技术的紧SDP松弛;Eltved等[12]针对广义信赖域子问题,提出了基于割技术的紧SDP松弛;Azuma
等[13]针对一类特殊QCQP问题,给出了精确SDP松弛解的充分条件。

本文在没有要求暂时性及永久性价格影响参数大小关系的条件下,研究两阶段金融衍生品清算问题的

SDP松弛方法,以寻求其最优值的紧松弛界。针对问题的特殊结构,提出了一个带有Secant割的SDP松

弛,并给出它与原问题之间的间隙估计。
本文引入如下记号:Sn 为n阶对称矩阵的集合,Tr(A)为矩阵A 的迹;对于B∈Sn,B⪰0表示矩阵B 为

半正定矩阵;X,Y∈Sn,X·Y=Tr(XY)为X,Y 的内积;diag(a)为以向量a的分量为对角元的对角矩阵;In

为n阶单位矩阵。

1 两阶段金融衍生品清算模型

  本节介绍Chen[3]提出的两阶段金融衍生品清算问题的优化模型,该模型能够以最少的交易成本找到满

足现金需求的最优清算策略,并利用Delta-gamma近似方法[14]估计金融衍生品的收益率。
在第i阶段,i=1,2,设yi、pi∈Rn 表示各资产的交易量及资产价格。Λ、Φ 分别表示临时性和永久性

价格影响矩阵,由于只考虑同一资产之间的价格影响因素,则Λ、Φ 为n阶对角矩阵,其对角元素分别为λi,

ϕi(>0),i=1,…,n。Λyi 表示因为供需不平衡造成的暂时性影响,Φyi 是交易后的信息不对称对资产价格

产生的影响。x0∈Rn 表示各资产的初始持有量,在清算期间不允许卖空或买入其他资产的约束可表示为:

y1≤0,y2≤0,-x0≤y1+y2。

  设r∈Rn 为第一阶段的资产收益率,Chen[3]采用Delta-gamma近似方法将金融衍生品的收益率近似为

关于其标的资产收益率的二次函数:

ri≈firb  =
θ-iT
p1,i

+
diag(pb

1)Δ
-
i

p1,i  
T

rb+12rb  T
diagpb

1  TΓ-idiagpb
1  

p1,i
rb,

其中:rb,pb
1∈Rn 表示标的资产的收益率和初始价格;T 表示清算前后的时间长度;θ-i、Δ

-
i 和Γ-i(Greeks)是

作为衡量金融衍生品风险的指标,对于只拥有一项标的资产j的金融衍生品i,Δ-i 为仅第j个元素非零的向

量,Γ-i 为仅第j个对角元素非零的矩阵。
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考虑到资产流动产生的暂时性影响,这两个阶段的实际交易价格分别为p1+Λy1 和p2+Λy2,且交易

后会同样会产生永久性影响,第一阶段的交易行为会影响第二阶段初始的资产价格,因此p2=diag(e+
f(rb))p1+Φy1,其中:f(rb)=[f1(rb),…,fn(rb)]T,e∈Rn 为分量全为1的向量。所以清算后产生的总

现金流K 为:
K(y1,y2)=-(p1+Λy1)Ty1-(p2+Λy2)Ty2

=-
y1
y2  

T Λ 1
2Φ

1
2Φ Λ  y1

y2  - p1
diag(e+f(rb))p1  

Ty1
y2  。

  设a、l为清算后的资产和负债,l0为初始负债。由于第二阶段的永久性影响Φy2会影响交易后的资产

价格,且无需考虑第二阶段的资产收益,所以在计算清算后的资产a时的资产价格为p2+Φy2。清算过程

产生的现金流可用于清偿负债,故清算后的净资产值为

e(y1,y2)=a-l=(p2+Φy2)T(x0+y1+y2)-(l0-K(y1,y2))

= -
y1
y2  

T Λ-Φ -12Φ

-12Φ Λ-Φ  y1
y2  + Φx0+diag(f(rb))p1

Φx0  
Ty1
y2  +x0Tdiag(e+f(rb))p1-l0。

  清算问题的目标是最大化交易后的净资产,在满足现金流需求的同时尽量减少由价格影响造成的交易

成本。因此,两阶段金融衍生品的清算模型可归结为如下带有线性和单个二次约束的二次规划问题:
max

y1,y2∈Rn
e(y1,y2);

s.t.  K(y1,y2)≥κ,

    -x0≤y1+y2,

    y1≤0,y2≤0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1)

其中:κ为清算后最低的现金流需求。文献[3]假设Λ-Φ 为半正定矩阵,从而问题(1)是一个凸二次规划,
证明了问题(1)等价于一个SDP问题。在没有假设Λ-Φ 为半正定性的条件下,问题(1)是一个非凸二次约

束二次规划,求其全局最优解是NP-难的。

2 SDP松弛方法及间隙估计

  本节给出求解问题(1)的一个SDP松弛,并估计其与原问题之间的间隙。
为方便描述,将问题(1)重新改写为如下QCQP问题:

min
y∈R2n

  f(y)=yTQ0y+q0Ty+d0;

s.t.  g(y)=yTQ1y+q1Ty+d1≤0,

    Ay≤x0,y≤0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(2)

其中:

y=
y1
y2  ,Q0=

Λ-Φ -12Φ

-12Φ Λ-Φ  ,Q1=
Λ 1

2Φ

1
2Φ Λ  ,

q0=-
Φx0+diag(f(rb))p1

Φx0  ,q1= p1
diag(e+f(rb))p1  ,

d0=x0Tdiag(e+f(rb))p1-l0,d1=κ,A= -In -In  。
  注意到Q0、Q1均为分块矩阵,且每一子块均为对角矩阵。定理1给出了这类分块矩阵的特征值及其相

应的正交单位特征向量。
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定理1 设Q=
A B
B A  ,其中A=diag(α1,…,αn)和B=diag(β1,…,βn)为对角阵,再设μ1,…,μn,

μn+1,…,μ2n 为Q 的特征值,且ζ1,…,ζn,ζn+1,…,ζ2n∈R2n 为其对应的正交单位特征向量,则
a)μi=αi+βi,μn+i=αi-βi,i=1,…,n;
b)若αi,βi≠0,i=1,…,n,且αi+βi≠αj+βj

,αi-βi≠αj-βj
,∀i,j=1,2,…,n,i≠j,则

ζi,i=ζi,n+i= 22
,ζi,j=0,∀j=1,…,2n,j≠i,n+i,i=1,…,n,

ζn+i,i= 22
,ζn+i,n+i=- 22

,ζn+i,j=0,∀j=1,…,2n,j≠i,n+i,i=1,…,n。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

  证明 a)计算矩阵Q 的特征多项式:

f(μ)=
μIn-A -B

-B μIn-A
=

μIn-A -B

μIn-A-B μIn-A-B

=
μIn-A+B -B

O μIn-A-B
= μIn-A+B μIn-A-B

=(μ-α1+β1)…(μ-αn+βn)(μ-α1-β1)…(μ-αn-βn),
其中O为n阶零矩阵。令f(μ)=0,得Q 的特征值为μi=αi+βi,μn+i=αi-βi,i=1,…,n。
b)当μ1=α1+β1 时,齐次线性方程组为(Q-μ1I2n)x=0,其中I2n 为2n阶单位矩阵。注意到β1≠0,

α1+β1≠αj+βj
,∀j=2,…,n。经矩阵行初等变换,系数矩阵化为阶梯型矩阵:

Q-μ1I2n=

-β1 0 … 0 β1 0 … 0
0 α2-μ1 … 0 0 β2 … 0
︙ ︙ ⋱ ︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
0 0 … αn-μ1 0 0 … βn

β1 0 … 0 -β1 0 … 0
0 β2 … 0 0 α2-μ1 0 0
︙ ︙ ⋱ ︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
0 0 … βn 0 0 … αn-μ1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

→

1 0 … 0 -1 0 … 0
0 1 … 0 0 1 … 0
︙ ︙ ⋱ ︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
0 0 … 1 0 0 … 1
0 0 … 0 0 β2-α2+μ1 … 0
︙ ︙ ⋱ ︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
0 0 … 0 0 0 … βn-αn+μ1
0 0 … 0 0 0 … 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

得基础解系:η1=(1,0,…0,1,0,…,0)T,再单位化得ζ1=
2
2
,0,…0,22

,0,…,0  
T

。同理,对i=2,…,n,

当μi=αi+βi 时,由(Q-μiI2n)x=0得基础解系:ηi=(ηi,1,…,ηi,2n)T,其中:ηi,i=ηi,n+i=1,ηi,j=0,∀j=

1,…,2n,j≠i,n+i。再单位化得ζi=(ζi,1,…,ζi,2n)T,其中:ζi,i=ζi,n+i=
2
2
,ζi,j=0,∀j=1,…,2n,j≠

i,n+i,i=2,…,n。
对i=1,…,n,当μn+i=αi-βi 时,由(Q-μn+iI2n)x=0,利用矩阵行初等变换和条件αi-βi≠αj-βj

,

∀j=1,…,n,j≠i,得基础解系:ηn+i=(ηn+i,1,…,ηn+i,2n)T,其中:ηn+i,i=1,ηn+i,n+i=-1,ηn+i,j=0,∀j=
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1,…,2n,j≠i,n+i,再单位化得ζn+i=(ζn+i,1,…,ζn+i,2n)T,其中:ζn+i,i=
2
2
,ζn+i,n+i=-

2
2
,ζn+i,j=0,

∀j=1,…,2n,j≠i,n+i。
注意到ζ1,…,ζn,ζn+1,…,ζ2n 是两两正交的。故ζ1,…,ζn,ζn+1,…,ζ2n 为矩阵Q 相应于特征值μ1,

…,μn,μn+1,…,μ2n 的正交单位特征向量。
证毕。
由定理1,立得Q0、Q1的特征值和相应的正交单位特征向量。
推论1 设μk

i,μk
n+i,i=1,…n为Qk 的特征值,k=0,1,则

μ0i=λi-32ϕi,μ0n+i=λi-12ϕi,i=1,…,n;

μ1i=λi+12ϕi,μ1n+i=λi-12ϕi,i=1,…,n。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

并且Q0、Q1有相同的正交单位特征向量ζ1,…,ζn,ζn+1,…,ζ2n∈R2n,其中

ζi,i=ζi,n+i= 22
,ζi,j=0,∀j=1,…,2n,j≠i,n+i,i=1,…,n;

ζn+i,i= 22
,ζn+i,n+i=- 22

,ζn+i,j=0,∀j=1,…,2n,j≠i,n+i,i=1,…,n。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

  基于推论1,给出问题(2)的一个带有Secant割的SDP松弛。不失一般性,设Q0、Q1的前r0,r1个特征

值为负。根据推论1,对Qk 特征值分解,得Qk=Qk
+-Ck

TCk,k=0,1,其中:

Qk
+=∑

2n

i=rk+1
μk

iζiζTi ⪰0,Ck=(-μk
1ζ1,…,-μk

rkζrk
)T,

且μk
i<0,i=1,…,rk,μk

i≥0
 

i=rk+1,…,2n,k=0,1。令Y=yyT,得yTQky=Qk·Y,k=0,1。设lk,uk∈

R
rk 分别为Cky在可行域 上的下界和上界,k=0,1,其中:

(y,Y)∈R2n×S2n
Q1·Y+q1Ty+d1≤0
Ay≤x0,y≤0

Y⪰yyT

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁􀪁
􀪁􀪁 。

令ck
i= -μk

iζi,i=1,…,rk,k=0,1,则lk,uk 可通过求解如下SDP问题得到:

lk
i =min(y,Y)∈

(ck
i)Ty,

uk
i =max(y,Y)∈

(ck
i)Ty, i=1,…,rk,k=0,1。

当lk
i≤(ck

i)Ty≤uk
i 时,有:

ck
i(ck

i)T·Y=((ck
i)Ty)2≤(lk

i +uk
i)(ck

i)Ty-lk
iuk

i,i=1,…,rk,k=0,1 (3)
其中:式(3)为Saxena等[15]所提出的Secant割。将Y=yyT 松弛为半正定锥约束Y⪰yyT,可得问题(2)的
如下SDP松弛问题:

min  Q0·Y+q0Ty+d0;

s.t.  Q1·Y+q1Ty+d1≤0,

   ck
i(ck

i)T·Y≤(lki +uk
i)(ck

i)Ty-lk
iuk

i,i=1,…,rk,k=0,1,

   Ay≤x0,y≤0,

   Y⪰yyT

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(4)

  定理2估计了问题(2)与问题(4)之间的间隙。记ĝ(y,Y)=Q1·Y+q1Ty+d1,且f*和v*分别为问题

(2)和问题(4)的最优值。
定理2 设(y-,Y

-)为问题(4)的最优解,则
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f(y-)-f* ≤∑
r0

i=1
c0i(c0i)T·Y

--((c0i)Ty-)2≤
1
4‖u

0-l0‖22,

g(y-)≤∑
r1

i=1
c1i(c1i)T·Y

--((c1i)Ty-)2≤
1
4‖u

1-l1‖22。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

  证明 因问题(4)是问题(2)的松弛,故f*≥v*。根据Q0=Q0
+-C0TC0,Y-yyT⪰0以及问题(4)中

的Secant割约束,可推得:

f(y-)-f*≤f(y-)-v*=Q0·(y-y-T-Y
-)=Q+

0·(y-y-T-Y
-)+∑

r0

i=1
c0i(c0i)T·Y

--((c0i)Ty-)2

≤∑
r0

i=1
c0i(c0i)T·Y

--((c0i)Ty-)2≤∑
r0

i=1
-((c0i)Ty-)2+(l0i+u0i)(c0i)Ty--l0iu0i

≤14‖u
0-l0‖22。

同理,由Q1=Q1
+-C1TC1,Y-yyT⪰0及(y-,Y

-)的可行性,可推得

  g(y-)≤g(y-)-ĝ(y-,Y-)=Q1·(y-y-T-Y
-)=Q+

1·(y-y-T-Y
-)+∑

r1

i=1
c1i(c1i)T·Y

--((c1i)Ty-)2

≤∑
r1

i=1
c1i(c1i)T·Y

--((c1i)Ty-)2≤∑
r1

i=1
-((c1i)Ty-)2+(l1i+u1i)(c1i)Ty--l1iu1i≤

1
4‖u

1-l1‖22。

  证毕。
推论2 设(y-,Y

-)为问题(4)的最优解。若ck
i(ck

i)T·Y
-=((ck

i)Ty-)2,i=1,…,rk,k=0,1,则y- 为问题

(2)的最优解。
证明 由定理2及假设,得f(y-)-f*≤0,g(y-)≤0。结合Ay-≤x0,y-≤0,知y- 为问题(2)的可行解,

从而f(y-)≥f*。因此,f(y-)=f*。故y- 为问题(2)的最优解。
证毕。

3 数值实验

  
 

本节给出了求解问题(1)和问题(4)的平均数值结果,并通过数值实验验证SDP松弛为原问题提供紧

的松弛界。数值实验在 MATLAB(R2018b)中实现,电脑的操作系统为 Windows
 

10,处理器为Intel(R)
 

Core(TM)i7-10710U
 

CPU(1.10
 

GiHz),运行内存为16
 

GiB。 
 

在数值实验中,对随机生成的10个问题进行测试,并用MOSEK求解器求解SDP问题(4),GUROBI
求解器求解问题(1)。测试问题中的参数类似于文献[3]的方法随机产生,即:Λ、Φ 的对角元服从U(10-5,
10-4),即区间[10-5,10-4]上的均匀分布;θ- 服从U(-0.1,-0.01),Δ-i 的元素服从U(0,1),Γ-i 的元素服从

U(0.01,0.1),x0,i=104,p1,i=1,p1,i=1,rb
i=-0.05,i=1,…,n,κ=0.2×(x0)Tp1。

表1给出了GUROBI求解器对问题(1)及MOSEK求解器对问题(4)的10个随机测试例子的平均数值

结果,其中:“vopt”“vub”和“时间”分别表示对10个测试例子得到的问题(1)的平均最优值、问题(4)的平均最

优值以及平均CPU时间(单位:s);“(*)”表示求解器在3600
 

s内求得全局最优解的实例数,“—”表示求解

器未能在3600
 

s内找到全局最优解;“vgap”表示问题(1)和问题(4)全局最优值的相对间隙(单位:%),计算

公式为:

vgap/%=
vub-vopt
|vopt|

×100。

  由表1可知,按照相对间隙,SDP松弛问题(4)能为问题(1)提供更紧的上界。当问题维数及Q0、Q1 的

负特征值个数增多时,GUROBI求解速度较慢,并且当n≥100时,GUROBI无法在3600
 

s内求到最优解。
相比之下,松弛问题(4)在n=200时仍有效求解,并为原问题提供更紧的上界。
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表1 求解问题(1)及问题(4)的平均数值结果

n r0 r1
GUROBI MOSEK

vopt 时间/s vub 时间/s
vgap/%

20 18 5 22758.36 45.01 24230.89 0.74 6.81
40 38 8 49122.53 317.06 51205.64 4.74 4.22
60 55 12 71161.59(6)1510.97 74992.33 15.36 5.42
80 76 19 101872.98(5)1831.64 107385.35 42.60 5.37
100 91 19 — — 123854.22 94.78 —
200 181 42 — — 255044.33 893.89 —

4 结 语

  本文在不限制暂时性价格影响因素占主导地位的交易市场中研究两阶段金融衍生品清算问题,其模型

是一个带线性和单个非凸二次约束的非凸二次规划问题,给出了该模型的一个带有Secant割的SDP松弛

及其间隙估计。随机例子的数值结果表明,本文提出的SDP松弛能为原问题提供了更紧的上界。
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