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  摘 要:
 

针对p-Frobenius问题中出现的非对称性问题,利用数值半群理论以及 Apery集等工具研究了

p-Frobenius问题对应的p-对称数值半群。首先利用数值半群和Apery集等工具对p-Frobenius问题进行预处理,
得到了对应数值半群和Apery集的各个变量;并将这些变量与对称数值半群和Frobenius问题进行对比,由此定义

了p-对称数值半群,并给出了p-对称性的刻画。在此基础上,首先给出了两大类p-对称数值半群,其次研究了对称

数值半群与p-对称数值半群的p化关联性。这两类p-对称数值半群给出了大量具体实例,而p化关联性则可用于

处理p-Frobenius问题中出现的非对称问题。
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Abstract:
  

In
 

order
 

to
 

deal
 

with
 

the
 

non-symmetry
 

in
 

p-Frobenius
 

problem,
 

we
 

use
 

the
 

theory
 

of
 

numerical
 

semigroup
 

and
 

Apery
 

set
 

to
 

research
 

the
 

corresponding
 

p-symmetric
 

numerical
 

semigroup.
 

We
 

first
 

use
 

the
 

numerical
 

semigroup
 

and
 

the
 

Apery
 

set
 

as
 

tools
 

to
 

get
 

all
 

kinds
 

of
 

variables
 

of
 

the
 

p-Frobenius
 

problem
 

in
 

advance,
 

then
 

we
 

compare
 

these
 

results
 

with
 

the
 

symmetric
 

numerical
 

semigroup
 

and
 

Frobenius
 

problem.
 

Then
 

we
 

can
 

define
 

the
 

p-symmetric
 

numerical
 

semigroup
 

and
 

obtain
 

its
 

properties.
 

On
 

the
 

base
 

of
 

these
 

properties,
 

we
 

find
 

two
 

kinds
 

of
 

p-symmetric
 

numerical
 

semigroup
 

and
 

then
 

research
 

the
 

relationship
 

between
 

the
 

symmetric
 

numerical
 

semigroup
 

and
 

the
 

p-symmetric
 

numerical
 

semigroup.
 

These
 

two
 

kinds
 

of
 

p-symmetric
 

numerical
 

semigroups
 

give
 

lots
 

of
 

examples
 

and
 

the
 

properties
 

can
 

do
 

help
 

to
 

research
 

the
 

non-symmetry
 

in
 

p-Frobenius
 

problem.
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0 引 言

  线性丢番图Frobenius问题是数论中的一个经典的古老问题,是由Ferdinand
 

Frobenius于20世纪初提



出的。令{a1,…,am}为一组给定的非负整数组,考虑线性丢番图方程a1r1+…+amrm=n是否存在正整数

解,其中:n为给定自然数,ri 为正整数未知元。当n足够大时,这样的方程一定有正整数解,也称n可由

{a1,…,am}表示。Frobenius问题就是寻找不能由该给定的非负整数组所表示的最大自然数的问题,而这

个最大自然数则被称为Frobenius数,记为g(a1,…,am)。

Assi等[1]提出,所有可由{a1,…,am}所表示的自然数的集合其实就是一个由{a1,…,am}生成的数值半

群,且g(a1,…,am)恰好就是该数值半群的Frobenius数,所以研究Frobenius问题等价于研究一个特殊的

数值半群。目前研究数值半群的核心课题之一就是研究对称数值半群,因为所有数值半群都可以进行不可

约分解,因此研究一般数值半群的性质可简化为研究不可约数值半群的性质,而不可约数值半群一定是对称

数值半群或拟对称数值半群。以上分解可参见Rosales等[2]文献。
在Frobenius问题的基础上,进一步考虑解的数目,Komatsu[3]研究了推广的p-Frobenius数。令{a1,

…,am}为一组给定的非负整数组,考虑可由{a1,…,am}所表示且其表示方法至少有p 种的自然数所组成

的集合,称该集合为p化数值半群。该p化数值半群的Frobenius数被称为p-Frobenius数,其恰好等于不

能被至少p种{a1,…,am}所表示的最大自然数,而这样的问题被称为p-Frobenius问题。研究Frobenius
问题及其对应数值半群,一般会先对对应数值半群进行不可约分解,再研究该数值半群的对称性。然而事实

上,对称数值半群在p化后得到的p化数值半群却不一定保持对称性,因此难以利用以往的对称数值半群

相关性质来研究和分解一般的p化数值半群。
为了研究p化数值半群的的不对称性,本文利用数值半群与Frobenius问题的密切联系,以及Apery集

等工具研究p化数值半群,将对称数值半群的定义进行了p化推广,从而定义p-对称数值半群并研究了其

相关性质。在此基础上,给出了两类p-对称数值半群,并得到对称数值半群与p-对称数值半群的p 化关联

性。这两类p-对称数值半群给出了大量具体实例,而p化关联性可解决p-Frobenius问题中出现的难以处

理的非对称问题。

1 p-对称数值半群的定义及其性质

1.1 p-对称数值半群的定义

  给定一组非负整数A={a1,…,am}且a1<…<am,记其生成的数值半群为S(A),记其Frobenius数

为g(A),记其对应p化数值半群为Sp
(A),记p化数值半群的Frobenius数为gp

(A)。
一个数值半群S(A)被称为是对称的,如果它满足:对一切不属于S(A)的整数x有g(A)-x∈S(A)。
对每个k∈S(A)* S(A)\{0},定义k相关Apery集为:

Ape(S(A);k) {s∈S(A)|s-k∉S(A)}={m0,m1,…,mk-1}。
其中:mi 为S(A)中满足mi≡i(modk)的最小元素;第一个等号后为Apery集的第一种定义;第二个等号后

为第二种定义。以上两种定义等价,详细证明可参见文献[4]。由第二种定义,显然Ape(S(A);k)恰好含

有k个元素;特别地,令k=a1时,记Ape(Sp
(A);a1)中最小的元素为l0(p)。

一个p化数值半群Sp
(A)被称为是p-对称的,如果它满足:对一切不属于Sp

(A)的整数x有l0(p)+
gp
(A)-x∈Sp

(A)。注意到当p=0时有l0(p)=0,所以p-对称数值半群包含了对称数值半群,是对称数

值半群的p化推广。
例1 令A={3,10,17},则S1(A)={20,23,26,27,29,30,32,33,…},其中…表示之后的整数都属于

S1(A)。故l0(1)=20,g1(A)=31,由定义易知S1(A)是1-对称的。S2(A)={30,33,36,37,39,40,42,
43,…},故l0(2)=30,g2(A)=41,由定义易知S2(A)是2-对称的。S3(A)={40,43,46,47,49,50,…},
故l0(3)=40,g3(A)=48,由于44∉S3(A)且44+44=88=

 

l0(3)+g3(A),故S3(A)不是3-对称的。
1.2 p-对称数值半群的性质

  令Gp
(A)为所有不属于Sp

(A)的整数的集合。由p-对称数值半群的定义显然有:

引理1 给定一个p化数值半群Sp
(A),以下条件等价:

a)Sp
(A)是p-对称的;
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b)#(Sp
(A)∩{l0(p),l0(p)+1,…,gp

(A)})=#(Gp
(A)∩{l0(p),…,gp

(A)})=
gp
(A)-l0(p)+1

2
;

c)若x,y为非负整数且满足x+y=l0(p)+gp
(A),则x,y 其中一个属于Sp

(A)而另一个属于

Gp
(A)。

令K 为任意代数闭域,S0p(A) Sp
(A)∪{0},R0 K[[ts|s∈S0p(A)]],R0 为R0 的整闭包,f 为

t
l0(p)R0到R0的导子,cp=gp

(A)+1。由于R0是数值半群Sp
0(A)的对应环,它是一个离散赋值环,以上

环相关性质可参见文献[5-6],记其赋值为v。
引理2 f=x∈R0|v(x)≥cp+l0(p)  。

证明 一方面,对任意x∈f和r∈R0有rx∈t
l0(p)R0,所以v(rx)=v(x)+v(r)∈v(t

l0(p)R0)。因此

x可以写成x=t
l0(p)+x',从而有v(r)+v(t

l0(p))+v(x')∈v(t
l0(p)R0)=v(R0)+v(t

l0(p))。由r的任意

性以及v(r)≥0可得v(x)≥cp+l0(p),即f⊇x∈R0|v(x)≥cp+l0(p)  。

另一方面,对任意满足v(x)≥cp+l0(p)的x∈R0,存在r∈t
l0(p)R0⊆R0使得v(x)=v(r)。那么对任

意的r'∈R0,有v(xr')=v(x)+v(r')=v(r)+v(r')≥cp+l0(p)。又由于gp
(A)为最大的不属于

Sp
(A)的整数且cp=gp

(A)+1,得到xr'∈t
l0(p)R0,所以有f⊆x∈R0|v(x)≥cp+l0(p)  。

综上所述,f=x∈R0|v(x)≥cp+l0(p)  。
证毕。
现令d1 为R0/f 的理想链长度,令d2 为R0/f 的R0-子模链长度,令d3 为Sp

(A)∩{1,2,…,cp+
l0(p)-1}中元素的个数。

定理1 p化数值半群Sp
(A)是p-对称的,当且仅当2d1=d2。

证明 由于l0(p)是令k=a1时的特殊a1相关Apery集中的最小元素,同时根据Apery集的第一种定

义以及a1为A 中最小元素,可知{1,2,…,l0(p)-1}⊆Gp
(A)。由gp

(A)是p 化数值半群的Frobenius
数,知{gp

(A)+1,…,l0(p)+gp
(A)-1}⊆Sp

(A)。故由引理1可得,Sp
(A)是p-对称的当且仅当d3=

l0(p)+gp
(A)-1

2
。

一方面,将Sp
(A)∩{1,2,…,cp+l0(p)-1}中元素按升序指标排列,由上段末的当且仅当结果可知,

当Sp
(A)是p-对称时,当且仅当上述交集恰有d3个元素,记为v1<v2<…<vd3

。由引理2可知,存在理

想链R0⊃R1⊃R2⊃…⊃Rd3
⊃f,其中:Ri={r∈R0|v(r)≥vi}。将任意赋值为vi 的元素r∈R0 添加到

Ri 中,可得Ri-1,所以理想链R0⊃R1⊃R2⊃…⊃Rd3
⊃f是极大的,由此d1=d3+1。

另一方面,类似可证Sp
(A)是p-对称时R0=b0⊃b1⊃…⊃bl0(p)+gp(A)+1

=f 为R0/f 的极大R0-子模

链,其中:bi=r∈R0|v(r)≥i  。因此,d2=l0(p)+gp
(A)+1。

综上,Sp
(A)是p-对称的当且仅当d1-1=

d2-2
2
。

证毕。
对于给定的一组非负整数A={a1,…,am}且a1<…<am,令G(A)为所有不属于S(A)的整数的集

合,记其所包含元素个数为n(A),称其为A 的Sylvester数,记np
(A)为对应p 化数值半群Sp

(A)的
Sylvester数,称为p-Sylvester数。特别地,对于a1相关Apery集Ape(Sp

(A);a1),由第二种定义,记其元

素mi
p 为Sp

(A)中满足mp
i≡i(moda1)的最小元素。

定理2 p化数值半群Sp
(A)是p-对称的,当且仅当np

(A)=
l0(p)+gp

(A)+1
2

。

证明 Punyani等[7]给出了以下用k相关Apery集中元素表示的Sylvester数公式:
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n(A)=1k∑
k-1

i=0
mi-k-1

2
。

对于p-Sylvester数,利用a1相关Apery集Ape(Sp
(A);a1)中元素可得:

np
(A)=1a1∑

a1-1

i=0
mp

i -
a1-1
2
。

等号两边同乘2,并将右边的第一项求和中的mp
i 重新排序组合后求和,可得:

2np
(A)=2a1∑

a1-1

i=0
(mp

i+(l0(p)+gp(A)+1)/2+mp
i+(l0(p)+gp(A)-1)/2

)-a1-1。

  由mp
i 是Sp

(A)中满足mp
i≡i(moda1)的最小元素可知,当p 化数值半群Sp

(A)是p-对称的,当且仅

当mp
i+(l0(p)+gp(A)+1)/2

+mp
i+(l0(p)+gp(A)-1)/2

=l0(p)+gp
(A)+a1,代入上式后有:

2np
(A)=2a1∑

a1-1

i=0
(l0(p)+gp

(A)+a1)-a1-1=l0(p)+gp
(A)+1。

最后等号两边同除2。
证毕。

2 两类p-对称数值半群及其p化关联性

  本节将给出两大类p-对称数值半群,并研究这两类p-对称数值半群与其初始数值半群之间的p 化关

联性。首先,采用标准表示研究二元情形下的一类p-对称数值半群及其p 化关联性,然后利用定理2来研

究三元特殊情形下的一类p-对称数值半群及其p化关联性。
2.1 二元情形

  对于二元情形A={a,b},若a,b不互素,设其最大公约数为d,则其对应数值半群S(A)中的元素是

A'= a
d
,b
d  对应数值半群S(A')中元素的d 倍。再由Frobenius数和Sylvester数的定义,显然g(A),

n(A)是g(A'),n(A')的d倍,所以不互素情形都可以约化成互素情形,故以下只考虑A={a,b}且a,b互

素的情形。本节先证明,在二元情形下,一切p化数值半群都是p-对称数值半群,再给出此情形下对称数值

半群与p-对称数值半群间的p化关联性。
不妨设a<b。对于一切整数n∈Sp

(A),令x0为满足整数方程n=ax+by(y≥0)的最大整数x,则存

在y0使得n=ax0+by0,称该形式为n的标准表示。由于整数是欧几里得整环,故该标准表示唯一。
引理3 对于n的标准表示n=ax0+by0有:
a)0≤y0≤a-1;
b)对于任意整数n∈S(A),n∈Sp

(A)当且仅当x0≥pb。
证明 a)如若不然,则y0<0或y0≥a。y0<0不满足方程n=ax+by(y≥0)中y 的要求,而y0≥a

时x不是最大所求整数。故假设不成立因此0≤y0≤a-1。
b)先证明充分性。如若不然,则有n=ax0+by0 且x0<pb。由于x0-pb<0,故n=ax0+by0=

a(x0-b)+b(y0+a)=…=a(x0-(p-1)b)+b(y0+(p-1)a)至多只有p 种表示,但n∈Sp
(A)要求n

至少有p+1种表示,矛盾。故假设不成立,充分性得证。
再证明必要性。由x0≥pb,n=ax0+by0=a(x0-b)+b(y0+a)=…=a(x0-(p-1)b)+b(y0+

(p-1)a)=a(x0-pb)+b(y0+pa),则n至少有p+1种表示,故n∈Sp
(A)。

证毕。
定理3 对一切非负整数p,给定A={a,b}且a,b互素,则Sp

(A)是p-对称的。
证明 由引理3,Sp

(A)中最小元素为pab且其后ab-1个元素可按如下排列:

pab … pab+(a-1)b
︙ ⋱ ︙

pab+(b-1)a … pab+(a-1)b+(b-1)a  ,
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其中纵向逐行增加a,横向逐列增加b。注意到从pab+ab-a-b+1开始,所有整数都属于上述排列,故属

于Sp
(A)。由定义易得gp

(A)=pab+ab-a-b。
此外,在此情形下有k=a1=a,故由定义知l0(p)=pab。
由Komatsu等[8]的结果,有以下关于二元情形的p-Sylvester数公式:

np
(A)=pab+

(a-1)(b-1)
2

。

故有gp
(A)+l0(p)+1=pab+ab-ab-pab+1=2pab+(a-1)(b-1)=2np

(A),由定理2知,此时

Sp
(A)是p-对称的。
证毕。
特别地,由Assi等[1]可知,A={a,b}且a,b互素时,对应数值半群S(A)都是对称的,故有以下关于对

称数值半群与p-对称数值半群的p化关联性的推论:
推论1 对于二元情形A={a,b}且a,b互素,所有对称数值半群S(A)在p化后变为p-对称数值半群

Sp
(A)。

2.2 三元等差数列情形

  对于高维一般情形,无论是Frobenius问题还是对应数值半群,相关研究都十分困难,目前许多文献都

研究一些特殊情形下的性质,如Marin等[9]研究了Fibonacci数列情形,Robles-P􀆧rez等[10]研究了三角形和

四面体情形,Rosales等[11]研究了纯元数组情形。本节主要研究三元等差数列情形,先给出一类p-对称数值

半群,再研究其p化关联性。
定理4 令a为大于等于3的偶数,d为大于0的整数且a,d互素,A={a,a+d,a+2d},则当p=a/

2-1时Sp
(A)是p-对称的。

证明 由l0(p)的定义可知,当a为偶数,p=a/2-1时,l0(p)=2p(a+d)。此外,Robles-P􀆧rez等[12]

给出了三元等差数列情形下关于p-Frobenius数和p-Sylvester数的公式:

gp
(A)=(a+2d)p+ a-2

2
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

+(a-1)d;

np
(A)=

(2a+2d-1-p)p+
(a-1)(a+2d-1)

4
,a为奇数;

(2a+2d-1-p)p+
(a-1)(a+2d-1)+1

4
,a为偶数,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

其中:[]表示取整。

根据定理2可知,当a为偶数且p=a/2-1时有:gp
(A)+l0(p)+1=(a+2d)p+

a-2
2 +(a-1)d+

2p(a+d)=(4a+4d-2-p)p+
(a-1)(a+2d-1)+1

2 =2np
(A),故此时Sp

(A)是p-对称的。

证毕。
特别地,由Binner[13]知,a为偶数,d为大于0的整数,且a,d互素,A={a,a+d,a+2d}时,此时数值

半群S(A)是对称的,故有以下推论:
推论2 令a为大于等于3的偶数,d为大于0的整数且a,d互素,A={a,a+d,a+2d},则当p=a/

2-1时,对称数值半群S(A)在p化后是p-对称的。
此外,当p=a/2-1时,难以求得l0(p),故无法利用上述方法考察Sp

(A)的p-对称性及其p 化关联

性,但是通过计算和计算机辅助考察了许多例子后发现,Sp
(A)也是p-对称的。而且这种情况不仅存在于

三元等差数列情形,经实验还发现,一般的高维对称数值半群在p 化后仍保持p-对称,故本文猜测,一切对

称数值半群在p化后是p-对称的。

例2 令A={4,5,6},则S8(A)={36,38,40,41,…},此时p=8≠
a
2-1

且l0(8)=36,g8(A)=39,由

定义可验证S8(A)是8-对称的。
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3 结 论

  本文利用数值半群理论以及Apery集等工具,研究了p-Frobenius问题以及p-对称数值半群。通过链

长度和Sylvester数等数值半群不变量,给出了p-对称数值半群的两种等价刻画,并以此为基础研究了二元

情形与三元等差数列情形,找到了两大类p-对称数值半群。在这两种特殊情形下证明,对称数值半群在p
化后会变为p-对称数值半群;但对一般的高维情形,难以给出严格的数学证明。在这些基础之上,可继续研

究一些特殊的情形,发现更多的p-对称数值半群及其性质,以助于研究一般高维情形的p-对称性。
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