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  摘 要:
 

利用正规型理论研究一类平面解析系统强退化奇点的可积性问题。首先证明,任意一个可微系统,在
可微同胚的变量变换以及时间尺度变换下,可积性保持不变。其次,对于二次齐次的微分系统,可以通过仿射变换

及时间尺度变换化为4种标准形;针对其中的一种标准形,结合正规型理论,利用主系统是哈密尔顿的,且所对应的

哈密尔顿函数的分解式是单因式的形式微分系统可积的充要条件,给出了相应的非线性系统可积的条件。该结果

为研究平面系统的相图和局部定性结构提供了理论依据。
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Abstract:
 

The
 

integrability
 

problems
 

of
 

strong
 

degenerate
 

singularities
 

for
 

a
 

type
 

of
 

planar
 

analytical
 

systems
 

are
 

studied
 

by
 

means
 

of
 

the
 

normal
 

form
 

theory.
 

Firstly,
 

it
 

is
 

proved
 

that
 

the
 

integrability
 

of
 

any
 

differentiable
 

system
 

remains
 

unchanged
 

under
 

the
 

variable
 

transformation
 

of
 

the
 

differentiable
 

homeomorphism
 

and
 

time
 

scale
 

transformation.
 

Secondly,
 

the
 

quadratic
 

homogeneous
 

differential
 

system
 

can
 

be
 

transformed
 

into
 

four
 

canonical
 

forms
 

by
 

affine
 

transformation
 

and
 

time
 

scale
 

transformation.
 

Finally,
 

as
 

for
 

one
 

of
 

the
 

canonical
 

forms,
 

the
 

conditions
 

of
 

the
 

integrability
 

for
 

the
 

corresponding
 

nonlinear
 

analytical
 

systems
 

are
 

given
 

by
 

using
 

the
 

normal
 

form
 

theory
 

together
 

with
 

the
 

necessary
 

and
 

sufficient
 

conditions
 

that
 

the
 

main
 

system
 

is
 

Hamiltonian
 

system
 

and
 

that
 

the
 

factorization
 

of
 

the
 

corresponding
 

Hamiltonian
 

function
 

only
 

has
 

simple
 

factors.
 

The
 

results
 

provide
 

a
 

theoretical
 

basis
 

for
 

studying
 

the
 

phase
 

diagram
 

and
 

local
 

qualitative
 

structure
 

of
 

planar
 

systems.
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0 引 言

  非线性微分方程出现在应用科学的众多分支中。在平面系统的背景下,一个基本问题是单值性问题,它
涉及是否可以在系统奇点的一个邻域中定义Poincar􀆧第一返回映射。如果可以定义Poincar􀆧第一返回映

射,那么这样的奇点称为单值奇点[1]。对于平面解析系统而言,其单值奇点要么是一个中心,要么是一个焦

点[2]。对于任一给定的系统,一旦建立了单值性,则解决Poincar􀆧的中心-焦点区分问题(通常称为中心问

题或稳定性问题)的后续工作是寻找决定单值奇点是中心还是焦点的条件。
首次积分是定义在R2上的某个非空开子集上的非常数函数,它沿平面系统的解曲线(轨迹)是恒定的。

对于平面系统,与中心问题密切相关的是(局部)可积性问题,即确定平面系统在单值奇点的某邻域中是否存

在首次积分。如果首次积分存在,则称该平面系统是可积系统。因为首次积分的存在完全决定了一个系统

的相图,所以可积性问题也是微分方程定性理论中一个非常重要的问题。平面系统的可积性类型,根据其首

次积分所属的函数类不同,可以分为多项式可积、有理可积、代数可积、Ck-可积(k是自然数)、形式可积以

及解析可积等。
有关确定给定平面系统是否可积的问题,与Hilbert第十六问题[3]密切相关,目前仍然是一个尚未完全

解决的经典问题。如果解析平面系统的某个非退化奇点是中心,那么系统在该奇点的线性部分等价于

(-y,x)T。根据Poincar􀆧定理,解析平面系统的某个非退化奇点是中心的充要条件是存在解析首次积

分[2]。但当系统的奇点是退化奇点时,即系统在该奇点的线性化矩阵是幂零矩阵(相应的奇点称为幂零奇

点)或零矩阵(相应的奇点称为强退化奇点或线性零奇点),虽然某些幂零中心或强退化中心有解析的首次积

分,然而与非退化情形不同,此时由系统的解析可积性不能确定中心是否为幂零中心或强退化中心[3]。
变量变换是研究平面系统可积性的重要方法之一,其目的是将平面系统化为更简单的形式。对于变换

后的系统,更容易确定它是否存在首次积分。正规型理论的基本思想是对平面系统进行变量变换,使用一系

列近恒等变量变换及时间尺度变换(有时需要使用无穷多次[4-5]),消去系统中“不重要的项”以简化系统。通

常研究简化后系统的可积性更容易些,但是只有当变换后系统的可积性与原系统的可积性一致时,才可以得

到原系统的可积性,甚至求得原系统的一个首次积分。因此,变量变换的选择非常重要,在对一个系统进行

变量变换时,首先就要证明所作的变量变换不会改变原系统的可积性,否则就没有任何意义。拟齐次正规型

理论[4-7]是本世纪初建立起来的一个重要研究工具,它是经典正规型(即齐次正规型)理论的推广,已应用于

强退化奇点的单值性与可积性等局部定性性质研究[3]。
本文主要研究一类最低次是二次齐次的平面解析系统的可积性判别条件。首先证明了在可微同胚的变

量变换以及时间尺度变换下,任意一个可微系统的可积性保持不变。其次,通过仿射变换及时间尺度变换,
将二次齐次的微分系统变换为4种标准形;并针对其中一种标准形,通过计算其正规型给出该类系统的解析

可积条件。本文的结果有助于研究这类系统的相图和局部定性结构。

1 预备知识

  考虑平面微分系统

dx
dt=P(x,y),

dy
dt=Q(x,y)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1)

其中:P,Q 是在原点取值为零并且没有公因式的形式或解析函数,原点是系统(1)的一个孤立奇点。记X=
(x,y)T,且F=(P,Q)T 表示与系统(1)相关的向量场,则系统(1)用向量记号可以写成

dX
dt=F(X) (2)

若系统(2)存在形式(解析)首次积分,则称它是形式(解析)可积的。设H(x,y)是在原点某邻域中的一个

C1函数,显然,H(x,y)是系统(2)的一个C1 首次积分当且仅当它在该邻域中满足方程

Δ

H·F HxP+
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HyQ≡0;该方程称为系统(1)或系统(2)的可积性方程。
为了介绍拟齐次正规型理论,令m=(t1,t2)是任意给定的非负、无公因子且不全为零的整数对子;设t1

≤t2,记|m|=t1+t2表示m 的模。设f是一个两变量的标量函数,如果存在整数k,对任意的非负实数ε,
满足

f(ε
t1x,ε

t2y)=εkf(x,y),
则称f是一个m 型k次拟齐次函数。显然,若m=(1,1),则f是一个k次齐次函数。

容易证明,所有的m 型k次拟齐次多项式函数构成的集合,在通常的加法与数乘意义下是一个线性空

间,记为Pm
k。对于向量场F=(P,Q)T,若P∈Pm

k+t1
且Q∈Pm

k+t2
,则称F 是一个m 型k次拟齐次向量场。

当m=(1,1)时,F 是一个k+1次齐次向量场。所有的m 型k次拟齐次多项式向量场构成的集合在通常的

加法与数乘意义下也是一个线性空间,记为Qm
k。对于任意固定的m=(t1,t2),t1≤t2,任何一个向量场都可

以展开成拟齐次向量场的无穷和[4]。因此,系统(2)可以写成下面的形式:
dX
dt=F(X)=Fr(X)+Fr+1(X)+…=∑

∞

j=0
Fr+j

(X) (3)

其中:r是一个正整数,Fi=(Pi+t1
,Qi+t2

)T∈Qm
i,且Fr≢0。

与齐次正规型理论类似,拟齐次正规形理论的关键思想,也是通过选择合适的坐标变换,把系统(3)化为

尽可能简单的表达式。对于系统(3),若使用近恒等变换

X=Y+Pk(Y) (4)
其中:Pk∈Qm

k,k≥1,则系统(3)变成

dY
dt=G(Y)= I+DPk(Y)  -1∑

j≥r
Fj
(Y+Pk(Y))=Gr(Y)+…+Gr+k-1(Y)+Gr+k(Y)+… (5)

其中:I为单位矩阵,Gi(Y)(i=r,r+1,…,r+k,…)称为第i次拟齐次项,容易证明式(5)中,第r次到第

r+k-1次拟齐次项都是不变的,即
Gr(Y)=Fr(Y),…,Gr+k-1(Y)=Fr+k-1(Y),

而第r+k次拟齐次项为Gr+k(Y)=Fr+k(Y)-Lr+k(Pk)(Y),其中Lr+k 是同调算子:

Lk:Qm
k →Qm

r+k,

Pk→Lk(Pk)= Pk,Fr  =DPk·Fr-DFr·Pk

(6)

其中:Pk,Fr  =DPk·Fr-DFr·Pk 是两个向量场Pk 和Fr 的李括号,用Range(Lk)表示算子Lk 的值域。
显然,式(6)中的算子Lk 仅依赖于系统(3)的最低次拟齐次项Fr。为了简化r+k次拟齐次项Fr+k,只

需要选择合适的Pk,在Fr+k 中消去属于Lk 的值域部分。特别地,若Fr+k∈Range(Lk),则可选择合适的

Pk,使得Gr+k=0。若Fr+k∉Range(Lk),由线性代数知识可知,因为Range(Lk)是Qm
r+k 的一个子空间,所

以可选取Range(Lk)在Qm
r+k 中的一个补空间,记为Cor(Lk),使得

Qm
r+k=Range(Lk)􀱇Cor(Lk),

于是可以把Fr+k 分解成一个直和,消除分解式中属于Range(Lk)的那一部分,就得到了尽可能简单的

Gr+k,Gr+k∈Cor(Lk)。
称

dY
dt=Gr(Y)+…+Gr+k-1(Y)+Gr+k(Y)

为系统(3)的r+k阶截断拟齐次正规型,系统(5)为系统(3)的r+k次拟齐次正规型。
对于平面系统(3),从k=1开始对其作一系列近恒等变换(4),求得r+k次拟齐次正规型(5),然后把

变量Y换回到原变量X,就可以得到所要求的拟齐次正规型。但由于Range(Lk)在Qm
r+k 中的补空间一般是

不唯一的,因此所求得的系统(5)也是不唯一的,且有时需要作很多次的近恒等变换(4),最终的近恒等变换

是前面所有这样的近恒等变换的复合,所以对于一个具体的微分系统,要求出其拟齐次正规型及相应的近恒

等变换十分困难,一般需借助Lie三角形算法[6]实现。另外,由于所作的近恒等变换仅针对系统变量X 而
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没有作时间尺度变换,这样的拟齐次正规型也称为共轭等价正规型。
为了得到系统(3)更为简单的形式,往往先对系统(3)作如下与状态变量有关的时间尺度变换:

dt
dτ=1+λk(X) (7)

其中:λk(X)∈Pm
k,k≥1,则系统(3)变为

dX
dt=F(X)=Fr(X)+Fr+1(X)+…+Fr+k-1(X)+ Fr+k(X)+λk(X)Fr(X)  +… (8)

现在对系统(8)作近恒等变换(4),得到r+k次拟齐次正规型

dY
dt=Hr(Y)+…+Hr+k-1(Y)+Hr+k(Y)+… (9)

其中:Hr(Y)=Fr(Y),…,Hr+k-1(Y)=Fr+k-1(Y),而
Hr+k(Y)=Fr+k(Y)- Lr+k(Pk)(Y)-λkFr(Y)  ,

把由此得到的正规型称为系统(3)的拓扑(或轨道)等价拟齐次正规型。
引进同调算子

k:Qm
k ×Pm

k →Qm
r+k,

Pk,λk  →Lk Pk,λk  =Lk(Pk)-λkFr

(10)

如同共轭等价正规型情形,这里Hr+k∈Cor(Lk),k≥1。为了简化计算,再引入李导数算子

ℓk-r:P
m
k-r→Pm

k,

λk-r→ℓk-r(λk-r)=

Δ

λk-r·Fr

(11)

其中:

Δ

λk-r 表示λk-r 的梯度。取Range(ℓk-r)在Pm
k 的补空间Cor(ℓk-r),因为

Range(Lk)=Range(Lk)+Cor(Pk-r)Fr
[8],

所以可以修改同调算子 k 为

k:Qm
k ×Cor(ℓk-r)→Qm

r+k,

Pk,λk  →Lk Pk,λk  =Lk(Pk)-λkFr

(12)

  通常情况下,对于任何一个形式微分系统,即使它是多项式系统,若要求出其正规型,无论是共轭等价正

规型还是拓扑等价正规型,都需要求出无穷多个同调算子值域补空间Cor(Lr+k)或李导数算子值域的补空

间Cor(ℓk-r),k≥1。另外,因为求出相应的近恒等变换,需要作无穷多次近恒等(多项式)变换的复合,所以

在实际应用中,如果给定的系统具有有限决定性,则只需计算所谓的截断正规型(有限正规型);若不然,如果

能找到某些合适的条件,使得所研究的系统满足这样的条件,那么只需求出有限多个同调算子值域补空间

Cor(Lk)或李导数算子值域的补空间Cor(ℓk-r),k≥1,就能写出对应的正规型。Algaba等[8]对未给出有限

决定性的系统的正规型进行了详细讨论,他们把拟齐次向量场分解为两个向量场的和:一个是守恒向量场

(即散度为零),另一个是有耗散的向量场。
引理1[8] 对于Fi=(Pi+t1

,Qi+t2
)T∈Qm

i,可将其唯一地分解为

Fi=Xhi+|m|
+μiD0 (13)

其中:Xhi+|m|
= -

􀆟hi+|m|

􀆟y
,􀆟hi+|m|

􀆟x  
T

表示hi+|m|的哈密尔顿向量场;D0x,y  (t1x,t2y)T∈Qm
0,hi+|m|

1
i+|m|

(t1xQi+t2
-t2yPi+t1

)=
D0∧Fi

i+|m|∈P
m
i+|m|,D0∧Fi 表示两个向量场D0与Fi 的楔积,μi=

div(Fi)
i+|m|∈

Pm
i,div(Fi)=

􀆟Pi+t1

􀆟x +
􀆟Qi+t2

􀆟y
表示向量场Fi 的散度。

如果系统(3)的最低次项Fr(X)是哈密尔顿向量场,即div(Fi)=0,则Fr=Xhr+|m|
。令

δk:Pm
k →Pm

r+k+|m|,

ξk→δk(ξk)=ξkhr+|m|。
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  命题1[9] 设系统(3)中的最低次项Fr(X)为哈密尔顿向量场,即存在多项式hi+|m|∈Pm
r+|m|使得Fr=

Xhr+|m|
,则系统(3)的一个轨道等价正规型为

dx
dt=Xhr+|m|

(X)+XH +νD0 (14)

其中:H∈􀱇j≥1 Corℓj+|t|  ∩Cor(δj
)  ,ν∈􀱇j≥1

[Cor(ℓj
)]。

如果hi+|m|∈Pm
r+|m|在复多项式环C[x,y]中仅有单项式,则根据下面的引理2可知:为计算系统(3)的

正规型,只需求出有限多个李导数算子值域的补空间Cor(ℓk),k=1,2,…,r+|m|。
引理2[9] 设系统(3)中的最低次项Fr(X)为哈密尔顿向量场,即存在多项式hi+|m|∈Pm

r+|m|使得Fr=

Xhr+|m|
,且hi+|m|仅有单因式,即hi+|m|=α∏

d

j=1
fj
(x,y),其中fj

(x,y)=x,y 或y
t1-λjx

t2,则对满足

Pm
k-r-|m|≠{0}的正整数k,下面两个式子成立:

Cor(ℓk)=hr+|m|Cor(ℓk-r-|m|);
Cor(ℓk)=Cor(ℓk)D0。

  由文献[8]定理2.2得:当k>t1t2-|m|时,Pm
k ≠{0},结合引理2知,命题1中的函数H 是一个多项

式。特别地,如果m=(1,1),对所有的k≥0,Pm
k ≠{0},于是有下面的推论。

推论1[10] 设在系统(3)中取m=(1,1)。如果最低次项Fr(X)为哈密尔顿向量场,即存在多项式

hi+|m|∈Pm
r+|m|使得Fr=Xhr+|m|

,且hi+|m|仅有单因式,即hi+|m|=α∏
d

j=1
fj
(x,y),其中fj

(x,y)=x,y 或

y
t1-λjx

t2,则系统(3)的一个轨道等价正规型为

dX
dt=Xhr+|m|

(X)+∑
∞

i=0
∑

r+|m|

j=1
η
(i)
j
(hr+|m|)

iD0 (15)

其中:η
(i)
j
(X)∈Cor(ℓj

),j=1,…,r+|m|。
下面介绍文献[8]中有关系统(3)可积性方面的一个重要结论,即命题2。
命题2[8] 设系统(3)中的最低次项Fr(X)为哈密尔顿向量场,并且假设hi+|m|仅有单因式,则系统(3)

是形式可积系统当且仅当它的拟齐次正规型是一个零散度系统。
值得注意的是,推论1虽然是针对拟齐次情形,但对于齐次情形也适用,它已经被用来解决一些特殊类

型强退化奇点的单值性与可积性等局部定性问题[3,8,11-18]。另外,推论1中的前提条件是最低次项Fr(X)为
哈密尔顿向量场且其相应的哈密尔顿函数hi+|m|仅有单因式,否则结果未必成立。近年来,有学者研究,当
最低次项Fr(X)为非哈密尔顿向量场或保守部分hi+|m|有重因式时,这种一般系统的单值性或可积性

问题[18-22]。

2 主要结论

  先给出一个平面微分系统与它的共轭等价系统或轨道等价系统首次积分之间的关系,即定理1和定

理2。
定理1 对于平面系统(1),设u=φ(x,y),v=ψ(x,y)是一个可微同胚,系统(1)变为

du
dt=U(u,v),

dv
dt=V(u,v)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(16)

若F(x,y)是系统(1)的一个首次积分,则F[φ-1(u,v),ψ-1(u,v)]是系统(16)的一个首次积分。
证明 显然系统(16)等号右边的函数为:

U(u,v)=φx[φ-1(u,v),ψ-1(u,v)]P[φ-1(u,v),ψ-1(u,v)]+
φy
[φ-1(u,v),ψ-1(u,v)]Q[φ-1(u,v),ψ-1(u,v)],

V(u,v)=ψx[φ-1(u,v),ψ-1(u,v)]P[φ-1(u,v),ψ-1(u,v)]+
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ψy
[φ-1(u,v),ψ-1(u,v)]Q[φ-1(u,v),ψ-1(u,v)]。

因为F(x,y)是系统(1)的一个首次积分,所以成立恒等式

Fx(x,y)P(x,y)+Fy
(x,y)Q(x,y)≡0。

令G(u,v) F[φ-1(u,v),ψ-1(u,v)],且记J=􀆟
(φ,ψ)

􀆟(x,y)
。因为

φ-1
u (u,v)=

ψy

J
,φ-1

v (u,v)=-φy

J
,ψ-1

u (u,v)=-ψx

J
,ψ-1

v (u,v)=
φx

J
,

于是

Gu(u,v)U(u,v)+Gv(u,v)V(u,v)= [Fxφ-1
u +Fyψ

-1
u ][φxP+φyQ]+[Fxφ-1

v +Fyψ
-1
v ][ψxP+ψyQ]=

1
J
(FxP+FyQ)J=FxP+FyQ≡0,

所以G(u,v):=F[φ-1(u,v),ψ-1(u,v)]是系统(16)的首次积分。
证毕。

定理2 对于平面系统(1),设dtdT=λ
(x,y)是一个仅依赖于状态变量的时间尺度变换,其中λ(x,y)连

续且λ(0,0)≠0,于是系统(1)变为

dx
dT=λ(x,y)P(x,y),

dy
dT=λ(x,y)Q(x,y)

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(17)

若F(x,y)是系统(1)的一个首次积分,则F(x,y)也是系统(17)的一个首次积分。
定理1与定理2表明:平面微分系统(1)与它的共轭等价正规型或轨道等价正规型具有相同的可积性。
Chavarriga等[23]系统地研究了原点是非退化孤立奇点的微分系统

dx
dt=ax+by+∑

∞

k=2
Xk(x,y),

dy
dt=cx+dy+∑

∞

k=2
Yk(x,y)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

的可积性问题,其中ad-bc≠0;Algaba等[11]研究了一类幂零系统

dx·

dt=y+…,

dy
dt=x2n+…

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

的可积性,其中m=(1,2n+1);Algaba等[12]研究了形式为

dx
dt=y3+3Ax2y+∑

∞

k=4
Xk(x,y),

dy
dt=-x3-3Axy2+∑

∞

k=4
Yk(x,y)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

的解析可积性;Algaba等[13]研究了形式为

dx·

dt=y3+2ax3y+…,

dy
dt=-x5-3ax2y2+…

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

的解析可积性;Algaba等[3]利用Algaba等[12-13]中的有关结果继续研究了形式为

dx
dt=y3+a4x4+a3x3y+a2x2y2+a1xy3+a0y4,

dy
dt=-x3+b4x4+b3x3y+b2x2y2+b1xy3+b0y4

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
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与

dx
dt=y3+2ax3y+a0x5+a1x4y+a2x3y2+a3x2y3+a4xy4+a5y5,

dy
dt=-x5-3ax2y2+b1x4y+b2x3y2+b3x2y3+b4xy4+b5y5

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

的原点为单值甚至是中心的条件。注意到这些比较具体的系统的最低次项都是守恒的,并且相应的哈密尔

顿函数的因式都是单因式,另外,上述文献中的研究与强退化奇点的单值性有关。
考虑下面的平面微分系统

dx
dt=a20x2+a11xy+a02y2+∑

∞

k=3
Xk(x,y),

dy
dt=b20x2+b11xy+b02y2+∑

∞

k=3
Yk(x,y)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(18)

其中:Xk(x,y)与Yk(x,y)是k次齐次多项式,k≥3。显然,原点是系统(18)的强退化奇点。由于这类系统

的原点不可能是单值的,因此关于其可积性问题的研究没有引起重视。本文将对最低次是二次齐次的平面

微分系统的可积性做比较系统的研究以便获得这类系统的相图。
本文首先给出系统(18)的主系统,即下面的二次齐次多项式微分系统的标准形。
命题3[24] 二次齐次多项式微分系统

dx
dt=a20x2+a11xy+a02y2,

dy
dt=b20x2+b11xy+b02y2

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

经过仿射变换以及时间尺度变换后可得到如下4种标准形:
dx
dt=-2xy+23x

(p1x+p2y),

dy
dt=-x2+y2+23y

(p1x+p2y)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(19)

dx
dt=-2xy+23x

(p1x+p2y),

dy
dt=x2+y2+23y

(p1x+p2y)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(20)

dx
dt=-x2+23x

(p1x+p2y),

dy
dt=2xy+23y

(p1x+p2y)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(21)

dx
dt=23x

(p1x+p2y),

dy
dt=x2+23y

(p1x+p2y)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(22)

其中:p1和p2是两个任意常数。
由定理1与定理2可知,本文研究系统(18)的主系统为上述4种标准形之一就可以了。本文仅研究主

系统为(19)所对应的系统。
对于微分系统

dx
dt
dy
dt  = -2xy+23x

(p1x+p2y)

-x2+y2+23y
(p1x+p2y)  +∑∞n=3

∑
i+j=n

aijx
iyj

∑
i+j=n

bijx
iyj  (23)
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先计算它的轨道等价正规型。记Fr=
Fr+t1

Fr+t2  = -2xy+
2
3x
(p1x+p2y)

-x2+y2+
2
3y
(p1x+p2y)  ,因为Fr 是二次齐次的,所

以可取m=(t1,t2)=(1,1)与r=1。因为μ1=
1

r+|m|div
(F1)=

2
3
(p1x+p2y),所以为使μ1=0,取p1=

p2=0。从而系统(23)变为

dx
dt
dy
dt  = -2xy

-x2+y2  +∑∞n=3

∑
i+j=n

aijx
iyj

∑
i+j=n

bijx
iyj  (24)

此时Fr=Xh4
,其中h3(x,y)=

1
3x
(3y2-x2),并且它所有的因式都是单因式。

定理3 系统(24)形式轨道等价于

dx
dt
dy
dt  = -2xy

-x2+y2  +∑∞i=0
[a(i)x2+b(i)h3(c

(i)xh3+d(i)yh3)](h3)iD0 (25)

其中:a(i),b(i),c(i),d(i)∈R,i=0,1,…。

证明 因为F1=
F1+t1

F1+t2  = -2xy
-x2+y2  ,所以由命题1,只需计算Cor(ℓj

),j=1,2,3。因为

Pm
1 =span{x,y};

Pm
2 =span{x2,xy,y2};

Pm
3 =span{x3,x2y,xy2,y3};

Pm
4 =span{x4,x3y,x2y2,xy3,y4}。

  如果取μ1∈Pm
1,即μ1=α1x+α2y,其中α1,α2∈R,则

ℓ1(μ1)=

Δ

μ1·F1=-2α1xy+α2(-x2+y2)。
所以Range(ℓ1)=span{2xy,x2-y2},从而它的一个补空间Cor(ℓ1)可取为

Cor(ℓ1)=span{x2}。

  如果取μ2∈Pm
2,即μ2=α1x2+α2xy+α3y2,其中α1,α2,α3∈R,则

ℓ2(μ2)=

Δ

μ2·F1=-4α1x2y-α2(x3+xy2)+α3(y3-2x2y)。
所以Range(ℓ2)=span{4x2y,x3+xy2,y3-2x2y},从而它的一个补空间Cor(ℓ2)可取为

Cor(ℓ2)=span{h3}。

  如果取μ3∈Pm
3,即μ3=α1x3+α2x2y+α3xy2+α4y3,其中α1,α2,α3,α4∈R,则

ℓ3(μ3)=

Δ

μ3·F1=-6α1x3y-α2(x4+3x2y2)-2α3x3y+α4(3y4-3x2y2)。
所以Range(ℓ3)=span{6x3y,x4+3x2y2,2x3y,3y4-3x2y2},从而它的一个补空间Cor(ℓ3)可取为

Cor(ℓ3)=span{xh3,yh3}。
于是,由命题1和引理2知,系统(24)的轨道正规型为系统(25)。

证毕。
引理3 对于系统(2),设F∈Cω U⊂R2,R2  ,U 是原点的一个邻域。则系统(2)是解析可积的(即Cω-

可积的)的充分必要条件是它是形式可积的(即C∞-可积的)。
根据推论1与定理3及引理3,可以得到下面的结果:
定理4 对于系统(24),设右边级数是收敛的,则系统(24)是Cω-可积的充分必要条件是它轨道等价于
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dx
dt
dy
dt  = -2xy

-x2+y2  。

3 结 语

  本文证明,任意一个平面微分系统,在可微同胚变换以及在原点非零的连续时间尺度变换下,可积性保

持不变。特别地,任何一个平面微分系统与它的共轭等价正规型和轨道等价正规型具有相同的可积性。本

文引用了最低次是二次齐次系统的标准形(类似于二阶方阵的Jordan标准形)的结果,即命题3,针对其中的

一种标准形,在该二次齐次向量场是哈密尔顿的且相应的哈密尔顿函数在复多项式环中的分解式都是单项

式的前提下,利用拟齐次正规型理论研究了对应拟齐次系统可积的充要条件。对于最低次是其他3种标准

形的系统,可以采用类似的方法进行研究。
由于最低次是二次齐次的平面系统的原点不是单值的,所以很少有学者研究这类系统的可积性问题。

但鉴于一个平面系统的首次积分可以决定其相图,进而确定其局部定性结构,在这个意义上,研究最低次是

二次齐次的平面系统的可积性,并由此得到所有最低次是二次齐次平面系统的定性分类非常重要。
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