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  摘 要:
 

为了拓展Riordan阵与Riordan群理论,提出Riordan有向图的概念并研究其性质,由此建立整数序列、

Riordan阵与图之间的联系。首先,基于Riordan阵,定义Riordan有向图,并利用Riordan阵的基本性质得到

Riordan有向图的边集满足的条件。然后,给出Riordan有向图含有Hamilton路的一个充分条件以及Riordan有向

图是本原有向图的一个充分条件。最后,通过Riordan群上的对角平移算子提出构造同构Riordan有向图的方法。
结果表明:一些特殊的整数序列与有向图之间有良好的对应,且利用Riordan阵理论可以将一些整数序列的性质反

映到有向图的性质上。
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Abstract:
  

In
 

order
 

to
 

expand
 

the
 

theory
 

of
 

Riordan
 

arrays
 

and
 

Riordan
 

group,
 

we
 

introduce
 

the
 

concept
 

of
 

Riordan
 

digraphs
 

and
 

study
 

their
 

properties.
 

As
 

a
 

result,
 

we
 

establish
 

the
 

relations
 

among
 

integer
 

sequences,
 

Riordan
 

arrays
 

and
 

graphs.
 

Firstly,
 

we
 

define
 

the
 

Riordan
 

digraphs
 

on
 

the
 

basis
 

of
 

Riordan
 

arrays,
 

and
 

obtain
 

the
 

conditions
 

of
 

the
 

edge-sets
 

of
 

the
 

Riordan
 

digraphs
 

by
 

using
 

the
 

basic
 

properties
 

of
 

Riordan
 

arrays.
 

Next,
 

we
 

conclude
 

a
 

sufficient
 

condition
 

for
 

the
 

existence
 

of
 

a
 

Hamilton
 

path
 

in
 

a
 

Riordan
 

digraph
 

and
 

a
 

sufficient
 

condition
 

for
 

a
 

Riordan
 

digraph
 

to
 

be
 

primitive.
 

Finally,
 

we
 

propose
 

a
 

method
 

to
 

construct
 

isomorphic
 

Riordan
 

digraphs
 

by
 

using
 

diagonal
 

translation
 

operator
 

on
 

the
 

Riordan
 

group.
 

The
 

results
 

show
 

that
 

some
 

special
 

integer
 

sequences
 

are
 

well
 

related
 

to
 

digraphs,
 

and
 

some
 

properties
 

of
 

integer
 

sequences
 

can
 

be
 

reflected
 

to
 

those
 

of
 

digraphs
 

by
 

using
 

the
 

theory
 

of
 

Riordan
 

arrays.
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0 引 言

  Riordan阵及Riordan群的研究是组合数学中的重要课题。Rogers[1]在1978年引入了Renewal阵

的概念,Renewal阵可研究Pascal三角、Catalan三角和 Motzkin三角等著名的组合矩阵及相关组合序



列。1991年,Shapiro等[2]对Rogers的工作做了进一步推广,首次引入了Riordan阵和Riordan群的概

念,介绍了Riordan阵基本定理,并给出了Riordan阵在组合恒等式、格路计数、反演关系中的许多应

用。2008年,Wang等[3]提出了广义Riordan阵的概念,证明了广义Riordan群与广义Sheffer群同构,
并研究了相应的反演关系问题及多项式序列的连接常数问题。2019年,张晨璐等[4]又给出了广义

Riordan阵新的刻画,并由此研究了Riordan阵的分解及Lucas
 

u序列、Lucas
 

v序列等多项式序列之间

的关系。
设g(t)与f(t)为形式幂级数,其中f(0)=0,但f'(0)≠0。关于形式幂级数对(g(t),f(t))的Riordan

阵 (g(t),f(t))是一个无穷下三角矩阵(dn,k)n,k≥0,其(n,k)元为

dn,k=[tn]g(t)f(t)k,
其中:[tn]f(t)表示形式幂级数f(t)中tn 的系数。特别地,若g(0)≠0,则称该Riordan阵为正常的。设

(g(t),f(t))与 (h(t),l(t))为两个Riordan阵,由矩阵乘法可得:
(g(t),f(t))* (h(t),l(t))= (g(t)h(f(t)),l(f(t))),

由此可进一步证明全体正常的Riordan阵关于乘法构成一个群,称为Riordan群。关于Riordan群的研究可

以参考Barry等[5]、He等[6]、Luz􀆩n等[7-8]、Cheon等[9]的工作。
另一方面,一些学者不仅关注组合序列与相关矩阵,还研究这些组合序列及矩阵与图的联系。Deo

等[10]在1983年研究了与Pascal三角相关的图的性质。2019年,Cheon等[11-12]对他们的工作做了进一步推

广,首次提出了Riordan图的概念,并系统研究了Riordan图的性质,如Riordan图的分解、Riordan图的分

形、含有Euler圈或Hamilton圈的Riordan图等。
二值Riordan阵 (g(t),f(t))=(bn,k)n,k≥0是定义在ZZ上的Riordan阵 (g(t),f(t))的所有元素模2

得到的矩阵,即
bn,k≡[tn]g(t)f(t)k(mod2),

或记为

(g(t),f(t))≡ (g(t),f(t))(mod2)。
设A 是一个n×n的矩阵。用符号A(i|j)表示一个(n-1)×(n-1)的矩阵,它由矩阵A 删去第i行和第j
列后得到。用符号Ak 表示A 的k阶主子矩阵。由此可以给出Riordan图的定义,具体定义见Cheon等[11]

的定义2.4。
设G 是具有n个顶点的简单标号无向图,若其邻接矩阵A(G)是一个n×n的对称(0,1)矩阵,表示为

A(G)=B+BT,其中B= (tg(t),f(t))n,即B 是一个n×n的(0,1)下三角矩阵,且其对角线上的元素都

是0,使得

B(1|n)= (g(t),f(t))n-1,
则称G 为Riordan阵R= (g(t),f(t))对应的n阶Riordan图,记为Gn(R)。因为Riordan阵 (g(t),
f(t))中元素的指标n,k从0开始,所以对A(G)=(ai,j

)1≤i,j≤n,有ai,i=0,且当i>j≥1时有

ai,j≡[t
i-1]tg(t)f(t)j-1=[ti-2]g(t)f(t)j-1=di-2,j-1

(mod2)。

  不论是Deo等[10]还是Cheon等[11-12]都只考虑了无向图的情况,而在图论中,有向图也是重要的研究对

象,许多性质并非是二者共有的。例如,若讨论连通、圈、支撑树、平面性、边割、匹配等概念时往往与边的方

向无关,但讨论边空间、支撑树计数和整数流时会与边的方向有关[13]。
本文将定义Riordan有向图并研究它们的一些基本性质。首先,推广Cheon等[11-12]的Riordan图的概

念,提出Riordan有向图的概念,并利用Riordan阵理论得到Riordan有向图的边集满足的性质;然后,考虑

一种含Hamilton路的Riordan有向图,提出一种构造本原Riordan有向图的方法,并得到相应本原指数的

上界;最后,通过对角平移算子给出两个n阶Riordan有向图同构的充分条件。

1 Riordan有向图及其性质

  定义1 设D 是具有n个顶点的简单标号有向图,如果D 的邻接矩阵A(D)是一个n×n的(0,1)矩
阵,表示为A(D)=B1+B2

T,其中B1= (tg(t),f(t))n,B2= (th(t),l(t))n,则称有向图D 为Riordan
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阵R1= (g(t),f(t))和R2= (h(t),l(t))对应的n阶Riordan有向图,记为Dn(g(t),f(t),h(t),l(t))
或Dn(R1,R2)。Riordan阵R1和R2称为Dn(R1,R2)的生成矩阵。当生成矩阵已知时,将n阶Riordan有

向图简记为Dn。
特别地,对Riordan阵R= (g(t),f(t)),Riordan有向图Dn(R,R)是Riordan图Gn(R)的一个定向

图,Riordan图Gn(R)是Riordan有向图Dn(R,R)的基础图。另外,当两个生成矩阵R1≠R2 时,Dn(R1,
R2)和Dn(R2,R1)是不同的有向图,它们对应边的方向恰好相反。

设 (g(t),f(t))=(dn,k)n,k≥0 和 (h(t),l(t))=(d̂n,k)n,k≥0 为Riordan有向图Dn 的生成矩阵,若
Dn 的邻接矩阵为A(Dn)=(ai,j

)1≤i,j≤n,则ai,i=0,且当i>j≥1时,有
ai,j≡[t

i-1]tg(t)f(t)j-1=[ti-2]g(t)f(t)j-1=di-2,j-1
(mod2) (1)

当j>i≥1时,有

ai,j≡[tj-1]th(t)l(t)i-1=[tj-2]h(t)l(t)i-1=d̂j-2,i-1
(mod2) (2)

  例1 Riordan阵R1= (2+t3+t4,t),R2= (1+t,t)及它们生成的6阶Riordan有向图D6 的邻接

矩阵A(D6)分别是:

R1=

2
0 2
0 0 2
1 0 0 2
1 1 0 0 2
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ⋱

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,R2=

1
1 1
0 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1 1
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ⋱

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,A(D6)=

0 1 1 0 0 0
0 0 1 1 0 0
0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1
1 0 0 0 0 1
1 1 0 0 0 0

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,

根据邻接矩阵A(D6),得到有向图D6,它是6阶循环有向图D(6;{1,2}),如图1所示。

图1 R1与R2生成的循环有向图D6=D(6;{1,2})

类似于Cheon等[11]的定理2.11,关于Riordan有向图,有以下结论成立。
定理1 设Dn(g(t),f(t),h(t),l(t))为一个n阶Riordan有向图,其顶点集为V=[n],边集记为E,

则有序对(i+1,i)必满足以下条件之一:
a)对于1≤i≤n-1,有(i+1,i)∉E;
b)对于2≤i≤n-1,有(i+1,i)∉E 但(2,1)∈E;
c)对于1≤i≤n-1,有Hamilton路n→n-1→…→1。

类似地,有序对(i,i+1)必满足以下条件之一:
d)对于1≤i≤n-1,有(i,i+1)∉E;
e)对于2≤i≤n-1,有(i,i+1)∉E 但(1,2)∈E;
f)对于1≤i≤n-1,有Hamilton路1→2→…→n。
证明 设A(D)=(ai,j

)1≤i,j≤n 为Dn 的邻接矩阵,根据式(1)可知对于任意1≤i≤n-1,有
ai+1,i≡[t

i-1]g(t)f(t)i-1=g0f1
i-1(mod2),

其中:g0=[t0]g(t),f1=[t1]f(t)。因此,当g0≡0(mod2)时,不论f1 为何值,对于1≤i≤n-1,都有

ai+1,i=0,即(i+1,i)∉E。当g0≡1(mod2)且f1≡0(mod2)时,对于2≤i≤n-1,都有ai+1,i=0,但是

a2,1=1,即(i+1,i)∉E 但(2,1)∈E。当g0≡1(mod2)且f1≡1(mod2)时,对于1≤i≤n-1,有ai+1,i=1,
即(i+1,i)∈E。
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同理,根据式(2),ai,i+1≡h0l1i-1(mod2),其中h0=[t0]h(t),l1=[t1]l(t)。以类似的方法,可得到定

理中的结果。
根据Luz􀆩n等[8]的定理7,Riordan群 的换位子群[ , ]由所有对角线上元素为1的Riordan阵组

成,从而可得以下结论。
推论1 由换位子群[ , ]中的Riordan阵为其中一个生成矩阵的任意阶Riordan有向图都有

Hamilton路。
下面利用推论1进一步考虑一个Riordan有向图为本原有向图的条件。此时,还需用到以下两个引理。
引理1[14] 有向图D 是本原有向图当且仅当D 是强连通的,而且D 中所有不同有向圈的圈长l1,l2,

…,lc 的最大公约数为1,即gcd(l1,l2,…,lc)=1。
引理2[15] 设D 是n(n≥2)阶本原有向图且含长为s的有向圈,则γ(D)≤n+s(n-2),其中γ(D)为

D 的本原指数,即使得A(D)k 的所有元素大于零的最小正整数k。
定理2 设Dn(g(t),f(t),h(t),l(t))为一个n(n≥2)阶Riordan有向图,其生成矩阵满足 (g(t),

f(t))∈[ , ],以及[tn-2]h(t)≡1(mod2),则Dn 是Hamilton图。在此基础上,若存在k,使得0≤k<n
-2,[tk]h(t)≡1(mod2)且gcd(k+2,n)=1,则Dn 是n阶本原有向图,并且本原指数γ(Dn)≤n+(k+2)
(n-2)。

证明 由推论1可知Riordan有向图Dn 存在Hamilton路n→n-1→…→1,又根据式(2)和定理条件,
有

a1,n ≡d̂n-2,0=[t
n-2]h(t)≡1(mod2),

从而存在边(1,n),因此该Riordan有向图具有Hamilton圈,长度为l1=n。
若存在k,使得0≤k<n-2,且[tk]h(t)≡1(mod2),则由式(2),有

a1,k+2≡d̂k,0=[tk]h(t)≡1(mod2),
从而(1,k+2)∈E,因此存在一个有向圈k+2→k+1→…→1→k+2,其长度为l2=k+2。此时如果还存在

其他有向圈,其长度分别为l3,l4,…,lc,由于gcd(l1,l2)=gcd(k+2,n)=1,所以gcd(l1,l2,…,lc)=1。因

为Dn 作为Hamilton图是强连通的,再根据引理1,Dn 是n阶本原有向图。该有向图存在长为k+2的圈,
因此根据引理2,有γ(Dn)≤n+(k+2)(n-2)。

特别地,如果[t0]h(t)≡1(mod2)且n 为奇数,可以将本原指数的上界进一步缩小为γ(Dn)≤n+2
(n-2)。

例2 考虑Pascal三角P= (1/(1-t),t/(1-t))以及Catalan三角

C= 1- 1-4t
2t

,1- 1-4t
2  

这两个经典Riordan阵,其中前者的(n,k)元为二项式系数
n
k  ,后者的(0,n)元及第n-1行的行和

为Catalan数 1
n+1

2n
n  。这两个Riordan阵以及它们生成的5阶有向图D5 的邻接矩阵A(D5)分

别为:

P=

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
︙ ︙ ︙ ︙ ⋱

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,C=

1
1 1
2 2 1
5 5 3 1
︙ ︙ ︙ ︙ ⋱

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,A(D5)=

0 1 1 0 1
1 0 1 0 1
1 1 0 1 1
1 0 1 0 1
1 1 1 1 0

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

。

  根据邻接矩阵A(D5),可以得到由P和C生成的5阶Riordan有向图D5=D5(P,C),如图2所示。根

据定理2,D5不仅是Hamilton图,而且是本原有向图,其本原指数γ(D5)=2≤11。另外,可以验证,由这两

个Riordan阵生成的3阶和4阶Riordan有向图均是本原的。
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图2 Riordan有向图D5

设R= (g(t),f(t))为Riordan阵,称Φ: (g(t),f(t)) (g(t)f(t)/t,f(t))为对角平移算子。
根据Riordan阵的定义,Riordan阵R=(dn,k)和ΦR=(d*

n,k)的一般元的关系为:

d*
n,k=[tn]g(t)f(t)k+1/t=[tn+1]g(t)f(t)k+1=dn+1,k+1 (3)

从而对角平移算子Φ 的作用为删去Riordan阵R 的第0行和第0列(见Luz􀆩n等[7]的推论3.2)。
定理3 设R1= (g(t),f(t))和R2= (h(t),l(t))为两个Riordan阵,且当整数n和k满足0≤k≤

n-2时,有:
[tn-1]h(t)l(t)k+1≡[tk]g(t)(mod2)

及

[tn-1]g(t)f(t)k+1≡[tk]h(t)(mod2),
则n阶Riordan有向图Dn(R1,R2)和Dn(ΦR1,ΦR2)同构。

证明 要证明Dn(R1,R2)和Dn(ΦR1,ΦR2)同构,只需证明存在双射

θ:V(Dn(R1,R2))→V(Dn(ΦR1,ΦR2)),
使得

(x,y)∈E(Dn(R1,R2))⇔(θ(x),θ(y))∈E(Dn(ΦR1,ΦR2)) (4)
设ai,j 和a*

i,j 为Dn(R1,R2)和Dn(ΦR1,ΦR2)的邻接矩阵的(i,j)元。由式(1),当i>j≥2时,有
ai,j≡di-2,j-1

(mod2)
及

a*
i-1,j-1≡d*

i-3,j-2
(mod2)。

再根据式(3),由于di-2,j-1=d
*
i-3,j-2

,因此,当2≤j<i≤n时,有ai,j=a
*
i-1,j-1

。当2≤i<j≤n时,针对

Riordan阵R2=(d̂n,k)进行类似讨论仍有ai,j=a
*
i-1,j-1

。A(Dn(R1,R2))与A(Dn(ΦR1,ΦR2))如图3所

示,图3中两个矩形所含的两个实三角形和两个虚三角形的点、边是一一对应的。因此,对角平移算子Φ 自

然地诱导出了两个有向图之间部分顶点间的一一对应θ:i i-1(2≤i≤n),当2≤i,j≤n时,使得

(i,j)∈E(Dn(R1,R2))⇔(θ(i),θ(j))=(i-1,j-1)∈E(Dn(ΦR1,ΦR2))。

图3 A(Dn(R1,R2))与A(Dn(ΦR1,ΦR2))对比

  根据定理3的条件,对于任意整数n和k,满足0≤k≤n-2,有
[tn-1]h(t)l(t)k+1≡[tk]g(t)(mod2),

即d̂n-1,k+1≡dk,0(mod2)。令k=i-2,则对于2≤i≤n,有d̂n-1,i-1≡di-2,0(mod2)。因此,根据式(1)和式

(2),当2≤i≤n时,A(Dn(R1,R2))的第1列与A(Dn(ΦR1,ΦR2))的第n列元素满足:

ai,1≡di-2,0≡d̂n-1,i-1(mod2),a
*
i-1,n ≡d̂

*
n-2,i-2(mod2)。

672 浙江理工大学学报(自然科学) 2023年 第49卷



而d̂n-1,i-1=d̂*
n-2,i-2,于是,得到ai,1=a*

i-1,n。同理可得a1,i=a*
n,i-1。因此,若令θ(1)=n,当2≤i≤n时,

有

(i,1)∈E(Dn(R1,R2))⇔(θ(i),θ(1))=(i-1,n)∈E(Dn(ΦR1,ΦR2))
以及

(1,i)∈E(Dn(R1,R2))⇔(θ(1),θ(i))=(n,i-1)∈E(Dn(ΦR1,ΦR2))。
  综上所述,两个图的顶点集之间存在双射θ:V(Dn(R1,R2))→V(Dn(ΦR1,ΦR2)),且

θ=
1 2 … n
n 1 … n-1  

为一个轮换,使得式(4)成立。因此n阶Riordan有向图Dn(R1,R2)和Dn(ΦR1,ΦR2)同构。□
推论2 设R= (g(t),f(t))为Riordan阵,则无向图Gn(R)与Gn(ΦR)同构。
证明 Gn(R)与Gn(ΦR)分别是Dn(R,R)与Dn(ΦR,ΦR)的基础图,由定理3,Dn(R,R)与Dn(ΦR,

ΦR)同构,因此其基础图也同构。
例3 考虑由Riordan阵R= (1/(1-t2),t(1+t4)/(1-t2)2)生成的n阶Riordan有向图Dn(R,R)。

由于形式幂级数1/(1-t2)的展开式中只含有偶次项,又由于

t(1+t4)
(1-t2)2

=t+ 2t3
(1-t2)2

=t+t2·ddt∑
∞

k=0
t2k  =t+∑

∞

k=1
2kt2k+1,

则t(1+t4)/(1-t2)2 的展开式只含有奇次项,因此R 属于Riordan群中的棋盘子群。R 对应的二值

Riordan阵 (1/(1-t2),t(1+t4)/(1-t2)2)为

(1/(1-t2),t(1+t4)/(1-t2)2)=

1
0 1
1 0 1
0 1 0 1
︙ ︙ ︙ ︙ ⋱

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

其中在下三角部分,每一列的元素都是先1后0交替出现,且第n 行的行和为⌊n/2」+1,为整数序列网

(OEIS)中序列A004526。该矩阵使用对角平移算子Φ 后保持不变,因此,n阶Riordan有向图Dn(R,R)和
Dn(ΦR,ΦR)相同。根据推论2,由Dn(R,R)和Dn(ΦR,ΦR)导出的基础图Gn(R)与Gn(ΦR)也相同。6阶

Riordan图G6(R)如图4所示。

图4 Riordan图G6(R)

例4 有Riordan阵R1= (1/(1-t),t/(1-t))与R2= ((1+t3)/(1-t),t/(1-t)):

R1=

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
︙ ︙ ︙ ︙ ⋱

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,R2=

1
1 1
1 2 1
2 3 3 1
︙ ︙ ︙ ︙ ⋱

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

当n=4时,它们满足定理3的条件,因此它们生成的4阶Riordan有向图D4(R1,R2)与D4(ΦR1,ΦR2)同
构。这两个有向图的邻接矩阵分别为:
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A(D4(R1,R2))=

0 1 1 1
1 0 1 0
1 1 0 1
1 0 1 0

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,A(D4(ΦR1,ΦR2))=

0 1 0 1
1 0 1 1
0 1 0 1
1 1 1 0

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

。

这样就得到Riordan有向图D4(R1,R2)与D4(ΦR1,ΦR2),如图5所示。

图5 Riordan有向图D4(R1,R2)与D4 ΦR1,ΦR2  

2 结 论

  本文引入了Riordan有向图的概念,研究了Riordan有向图的边集、含Hamilton路的有向图、本原有向

图,还利用Riordan阵与Riordan群理论,给出一种构造同构Riordan有向图的方法。后续可以在此基础上,
利用图的群表示理论,研究Riordan有向图为可迁图的充分条件或必要条件。
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