
浙江理工大学学报!!"!!!#$"##$F$C&FE$
()*+,-.)/01234-,5674&82719,4:2+;4<=
>?@$A"B’C%C%3D4;;,DA%$’&’EFA",#D!"!!B"#D"AF

收稿日期!!"!AGAAGA!!!网络出版日期!!"!!G"AG"F
基金项目!国家自然科学基金项目"AA$$A#""#

作者简介!林!杰"ACC%4!#%女%河南信阳人%硕士研究生%主要从事拟共形理论)特殊函数)P-K-,*3-,模方程方面的研究&

通信作者!张孝惠%J&K-4.!U4-)1*4D]1-,5!];<*D2V*D7,

广义X-\’6%/G函数的一些函数不等式

林!杰!张孝惠
"浙江理工大学理学院!杭州’A""AE#

!!摘!要"通过研究涉及"]!9#&完全椭圆积分’"]!9#&I+u<];71函数(]!9"I#与一些初等函数的特殊函数的单调
性和凹凸性!给出了"]!9#&I+u<];71函数的一些精确的初等逼近和函数不等式!从而推广和改进了经典I+u<];71函
数的一些已知结果!如几何调和凹性和Ip"处的对数奇性等(这些逼近和不等式可应用于广义偏差函数的估计和
P-K-,*3-,模方程的研究(

关键词"完全"]!9#&椭圆积分&"]!9#&I+u<];71函数&单调性&凹凸性&不等式
中图分类号"?A$#B%!!!!!!文献标志码"S!!!!!!文章编号"A%$’&’EFA"!"!!#"$&"F$C&"C

&*01+$#/’.*#"3.#1Z$"3.’.1%+*-’G151#1-"3.61(X-\’6%/G+$#/’.*#
8"#*()%/0+#$!(&1>-(

"671)).)/6742,72%01234-,5674&82719,4:2+;4<=%\-,5]1)*’A""AE%T14,-#

7,%’-"/’!a=4,:2;<45-<4,5<12K),)<),474<=-,V7),7-:4<=-,V7),:2U4<=)/;)K2;[274-./*,7<4),;
4,:).:4,5<127)K[.2<2"]%9#&2..4[<474,<25+-.%<12"]%9#&I+u<];71/*,7<4),(]%9"I#%-,V;)K22.2K2,<-+=
/*,7<4),;%<12-*<1)+;[+2;2,<2V;)K2;1-+[2.2K2,<-+=-[[+)U4K-<4),;-,V/*,7<4),-.4,2L*-.4<42;/)+<12
"]%9#&I+u<];71/*,7<4),%<1*;[+)K)<4,5-,V4K[+):4,5;2:2+-. 2̂..&W,)̂ ,+2;*.<;/)+<127.-;;47-.
I+u<];71/*,7<4),%;*71-;<12[+)[2+<=)/52)K2<+47&1-+K),477),7-:4<=-,V<12.)5-+4<1K47;4,5*.-+4<=-<
Ip"D812;2-[[+)U4K-<4),;-,V4,2L*-.4<42;7-,M2-[[.42V<)<122;<4K-<4),)/52,2+-.4]2VV4;<)+<4),
/*,7<4),;-,V<12;<*V=)/P-K-,*3-,r;K)V*.-+2L*-<4),;D

81)2*-(%!7)K[.2<2"]%9#&2..4[<474,<25+-.$"]%9#&I+u<];71/*,7<4),$K),)<),474<=$7),7-:4<=-,V
7),:2U4<=$4,2L*-.4<=

9!引!言

9!O#’-*($/’.*#

N)+54:2,+2-.,*KM2+;&%<-,VG 4̂<1G’"%GA%G!;%

!RA"&%<%G%N#()
v

2@"

"&%2#"<%2#
"G%2#

N2

2<
%! N *A

4;<127.-;;47-.I-*;;4-,1=[2+52)K2<+47/*,7<4),%̂ 12+2"&%"#pA/)+&’"%-,V"&%2#(&"&lA#"&l!#
;"&l2GA#/)+[);4<4:24,<252+2D
N)+]%9+"A%v#-,VI+""%A#%<1252,2+-.4]2V"]%9#&2..4[<474,<25+-.;7-,M2+2[+2;2,<2VM=<12

I-*;;4-,1=[2+52)K2<+47/*,7<4),’A(!



-]%9@-]%9"I#@
.]%9
! !RA AA

A
]
%A
9
%AA

A
]U

A
9
$I9" #%

-Z]%9@-
Z
]%9
"I#@-]%9"I

Z#%

-]%9""#@
.]%9
!
%-]%9"A#@v

,

-

.
-,V

%]%9@%]%9"I#@
.]%9
! !RA A

A
]
%A
9
%AA

A
]U

A
9
$I9" #%

%Z]%9@%
Z
]%9
"I#@%]%9"I

Z#%

%]%9""#@
.]%9
!
%%]%9"A#@AF

,

-

.
\2+2-,V12+2-/<2+%̂ 2-.̂-=;.2<IZp"AGI9#A*9F@<4;2-;=<);22<1-<-]%94;;<+47<.=4,7+2-;4,5-,V%]%94;
;<+47<.=V27+2-;4,5),""%A#%+2;[27<4:2.=D81252,2+-.4]2V"]%9#&2..4[<474,<25+-.;;-<4;/=<12/)..)̂4,5
M2-*<4/*.H252,V+2+2.-<4),4,T)+)..-+=AB!4,’!(!

-]%9"I#%
Z
]%9
"I#U-Z]%9"I#%]%9"I#A-]%9"I#-

Z
]%9
"I#@

.]%9
!

"A#

!!N)+]p9p!%<1252,2+-.4]2V"]%9#&2..4[<474,<25+-.;+2V*72<)<127.-;;47-.7)K[.2<22..4[<47
4,<25+-.;%+2;[27<4:2.=D@<4; 2̂..W,)̂ ,<1-<<127)K[.2<22..4[<474,<25+-.;1-:2-,4K[)+<-,<+).24,
;2:2+-.M+-,712;)/K-<12K-<47;%;*71-;;[274-./*,7<4),<12)+=-,V,*KM2+<12)+=%-; 2̂..-;4,[1=;47;
-,V2,54,22+4,5Db*K2+)*;[+)[2+<42;1-:2M22,)M<-4,2V/)+--,V%"/)+4,;<-,72%7/D’’G$(#D\)̂2:2+%
),.=-/2̂ M-;47[+)[2+<42;)/<1252,2+-.4]2V"]%9#&2..4[<474,<25+-.;-]%9-,V%]%91-:2M22,+2:2-.2V

’A&!%E(D
@<4;,-<*+-.<)-;W 1̂2<12+<12W,)̂ ,[+)[2+<42;)/--,V%7-,M22U<2,V2V<)<1252,2+-.4]2V/*,7<4),;
-]%9-,V%]%9F

Q2V2/4,2<1+22+2.-<2V/*,7<4),;(]%9%T]%9%P]%9-;/)..)̂;!/)+]%9+"A%v#-,VI+""%A#%

(]%9"I#@
.]%9
!
-Z]%9"I#

-]%9"I#
%T]%9"I#@

!
.]%9
IZ9-]%9"I#-

Z
]%9
"I#%P]%9"I#@T]%9"I#U.)5I "!#

!!N)+]p9p!%<12;2/*,7<4),;+2V*72<) 2̂..&W,)̂ ,;[274-.7-;2;D812/*,7<4),("I#p(!%!"I#4;<12
K)V*.*;)/<12I+u<];71+4,5V)K-4,4,<12[.-,2% 1̂4711-;,*K2+)*;-[[.47-<4),;4,<127),/)+K-.
4,:-+4-,<;-,V<12<12)+=)/L*-;47),/)+K-.K-[[4,5;’’%C(D8127.-;;47-.K)V*.-+2L*-<4),;7-,-.;)M2
+2[+2;2,<2VM=<12I+u<];71+4,5/*,7<4),("I#

’%%A"(D@,<12K),)5+-[1’’(%<12-*<1)+;[+2;2,<2VK-,=
;1-+[2.2K2,<-+=-[[+)U4K-<4),;-,V2.25-,</*,7<4),-.4,2L*-.4<42;/)+<12I+u<];71/*,7<4),M=;<*V=4,5
K),)<),474<=-,V7),:2U4<=[+)[2+<42;)//*,7<4),;4,:).:4,5<12I+u<];71/*,7<4),D
812[*+[);2)/<14;[-[2+4;<)2U<2,V;)K2 2̂..&W,)̂ ,+2;*.<;/)+<12/*,7<4),("I#<)<12

52,2+-.4]2V/*,7<4),(]%9"I#M=4,:2;<45-<4,5;)K2K),)<),474<=-,V7),:2U4<=[+)[2+<42;)/72+<-4,
7)KM4,-<4),;V2/4,2V4,<2+K;)/<1252,2+-.4]2V"]%9#&2..4[<474,<25+-.;%<1252,2+-.4]2VI+u<];71+4,5
/*,7<4),(]%9"I#%-,V;)K22.2K2,<-+=/*,7<4),;D?*+K-4,+2;*.<;-+2;<-<2V4,<12,2U<;27<4),D

:!主要结果

:!W".#-1%$3’%

81+)*51)*<<14;[-[2+% 2̂-.̂-=;;2<]%9%A%&pAGA*]%<pA*9%Gp&l<%Xp"]G!l

F]!GE]槡 l##*"!"]GA##%;p"!]G’l E]!GA%]槡 lC#*"!"]GA##FH2</p"BF$$!AF;M2<12J*.2+
7),;<-,<-,V0M2<127.-;;47-.[;4/*,7<4),%-,V.2<

"EF !!!!!!!!浙!江!理!工!大!学!学!报"自然科学版# !"!!年!第#$卷



M"&%<#@A!/A0"&#A0"<#%M"&#@M"&%AA&#%M"A*!#@.)5A%F
!!@,<14;;27<4),%̂ 2;<-<2)*+K-4,+2;*.<; 1̂471;1)̂ ;)K2K),)<),474<=-,V7),:2U4<=[+)[2+<42;)/
;)K2/*,7<4),;4,:).:4,5<1252,2+-.4]2VI+u<];71/*,7<4),%-,V)M<-4,;)K2;1-+[/*,7<4),-.4,2L*-.4<42;
/)+<1252,2+-.4]2VI+u<];71/*,7<4),D

?*+/4+;<<12)+2K2U<2,V;<12+2;*.<;)/812)+2KAB!4,’AA(D
-./01/2!!-#Q12,9$"’]G##*"]GA#%<12/*,7<4),>A"I#p"I

Z9*!(]%9"I##*.)5"A*I#4;;<+47<.=
4,7+2-;4,5/+)K""%A#),<)"A%v#D

M#Q12,9$X%<12/*,7<4),>!"I#p(]%9"I#*"<M"&%<#l.)5"A*I##4;;<+47<.=V27+2-;4,5-,V7),7-:2
),""%A#̂4<1+-,52""%A#D

7#Q12,9$"’]G##*"]GA#%<12/*,7<4),>’"I#p>!"I#*I
Z9*#4;;<+47<.=4,7+2-;4,5/+)K""%A#),<)

"A%v#DO)+2):2+%
"<M"&%<#A.)5I#IZ9*#*(]%9"I#*<M"&%<#A.)5IF

!!-./01/2)!-#@/-,V),.=4/]%’*!-,V9#"’]G##*"]GA#%3A"I#p(]%9"I#l.)5"I*I槡
Z#4;

;<+47<.=4,7+2-;4,5-,V7),:2U),""%A#̂4<1+-,52"<M"&%<#%v#F
M#N)+"*I*A*!A*9%3!"I#p"(]%9"I#G.]%9*!#*.)5"I*I

Z#4;V27+2-;4,5/+)K""%A*!A*9#),<)".]%9*+%A#%

1̂2+2+p#-]%9"A*!
A*9#!*.]%9F@,[-+<47*.-+%/)+-.."*I*A*!

A*9%

.]%9
! U

.]%9
+.)5

IZ
I" #*(]%9"I#*

.]%9
! U.)5

IZ
I" #%

-,V/)+-..A*!A*9*I*A%

.!
]%9

#".]%9*!U.)5"I*IZ##
*(]%9"I#*

.!
]%9

#".]%9*!U".]%9*+#.)5"I*IZ##
F

!!7#Q12,9$"’]G##*"]GA#%<12/*,7<4),3’"I#p(]%9"I#.)5"A*"AGI
9*!##4;4,7+2-;4,5/+)K""%A#

),<)""%9.!]%9*##F@,[-+<47*.-+%/)+-.."*I*A%

(]%9"I##
9.!]%9

#.)5"A*"AAI9*!##
F

!!812/)..)̂4,5812)+2K’-,V812)+2K#-+22U<2,;4),;)/812)+2KAB’4,’AA(-,V812)+2KAB!E4,
’A!(%+2;[27<4:2.=D
-./01/2&!-#812/*,7<4),$A"I#p(]%9"A*I#4;;<+47<.=4,7+2-;4,5-,V7),7-:2/+)K "A%v#),<)

""%v#D@,[-+<47*.-+%/)+N%D%&+""%A#%

&(]%9"N#U"AA&#(]%9"D##(]%9
ND

&DU"AA&#N" #
4̂<12L*-.4<=4/-,V),.=4/NpDD
M#N)+2-717+""%A#%<12/*,7<4),$!"I#p(]%9"I7*"Al7Z##G(]%9"I#4;;<+47<.=4,7+2-;4,5/+)K""%

A#),<)"-+<17Z%(]%9"7*"Al7Z###FO)+2):2+%/)+I%7+""%A#%

(]%9"I#U-+<17
Z*(]%9"I7*"AU7Z##*(]%9"I#U(]%9"7*"AU7Z##F

!!7#812/*,7<4),$’"I#p(]%9"I#*(]%9"槡I#4;;<+47<.=V27+2-;4,5/+)K""%A#),<)"A%!#D@,[-+<47*.-+%
/)+-..]%9%A-,VI+""%A#%

(]%9"I#*(]%9"I
!#*!(]%9"I#F

!!-./01/2(!-#812/*,7<4),0A
"I#p""IZ9.)5IZ#*"I9.)5I##(]%9"I#4;;<+47<.=4,7+2-;4,5/+)K""%A#

),<)"A*9%9.!]%9*##F@,[-+<47*.-+%/)+-..I+""%A#%

A
9
I9.)5I
IZ9.)5IZ *(]%9

"I#*9
.]%9
!" #!I9.)5IIZ9.)5IZ

F

!!M#Q12,9$!%0!
"I#p""IZ9*!-+<1I9*!#*"I9*!-+<1IZ9*!##(]%9"I#4;;<+47<.=4,7+2-;4,5/+)K""%A#),<)

AEF第#期 林!杰等!广义I+u<];71函数的一些函数不等式



"!*9%9.!]%9*E#F@,[-+<47*.-+%/)+-..I+""%A#%

!
9
I9*!-+<1IZ9*!

IZ9*!-+<1I9*!*(]%9
"I#*

9
!
.]%9
!" #!I9*!-+<1IZ9*!IZ9*!-+<1I9*!F

<!数学基础

<!@-13.0.#"-)"#((1-.H"’.H1%

812/)..)̂4,5<̂).2KK-;-+2:2+=*;2/*.4,[+):4,5K),)<),474<=)/<12+-<4))/<̂)/*,7<4),;)+<̂)
;2+42;%-,VH2KK-A-,VH2KK-!-+2/+)K812)+2KAB!F4,’’(-,V’A’(%+2;[27<4:2.=D

3/224!!H2<Gv*&*<*lv%-,VY%3!’&%<(/5M27),<4,*)*;/*,7<4),;V2/4,2V4,’&%<(-,V
V4//2+2,<4-M.24,"&%<#%-,V;*[[);2<1-<3Z"N#’"),"&%<#D@/YZ"N#*3Z"N#4;4,7+2-;4,5"V27+2-;4,5%
+2;[27<4:2.=#),"&%<#%<12,;)-+2<12/*,7<4),;

Y"N#AY"&#
3"N#A3"&#!

-,V!
Y"N#AY"<#
3"N#A3"<#

"’#

@/YZ"N#*3Z"N#4;;<+47<.=K),)<),2%<12,<12K),)<),474<=)/<12/*,7<4),;4,"’#4;-.;);<+47<D
3/224)!H2<I2-,VJ2/)+2+bbM2+2-.,*KM2+;%-,V;*[[);2<1-<<12[)̂2+;2+42;

Y"N#@)
v

2@"
&2N

2!-,V!3"N#@)
v

2@"
<2N

2

-+2M)<17),:2+52,</)+N+"GA%A#D@/<2%"/)+-..2+bb-,V4/&2*<24;;<+47<.=4,7+2-;4,5")+
V27+2-;4,5%+2;[27<4:2.=#%<12,<12/*,7<4),Y"N#*3"N#4;;<+47<.=4,7+2-;4,5")+V27+2-;4,5%+2;[27<4:2.=#
),"GA%A#D

812/*,7<4),;-]%9-,V%]%9;-<4;/=-;=;<2K)/V4//2+2,<4-.2L*-<4),;
’A(!

V-]%9
VI @

%]%9AI
Z9-]%9

IIZ9
%
V%]%9
VI @

9"%]%9A-]%9#

]I
"##

N+)K"##%̂ 21-:2<12/)..)̂4,5V2+4:-<4:2/)+K*.-;!
V"%]%9AI

Z9-]%9#
VI @

"]A9#"-]%9A%]%9#U]"9AA#I
9-]%9

]I
"F#

V"-]%9A%]%9#
VI @

"]A9IZ9#%]%9U"9A]#I
Z9-S]%9

]IIZ9
"%#

a=<12V2/4,4<4),;"!#%-,V<12V2+4:-<4:2/)+K*.-;"##%̂ 2)M<-4,<12V2+4:-<4:2/)+K*.-;/)+<12/*,7<4),;

(]%9-,VT]%9-;<12/)..)̂4,5.2KK-;1)̂;D
3/224&!H2<]%9%A%/)+"*I*A%

V(]%9"I#
VI @

.!]%9
A#IIZ9-!]%9

"$#

VT]%9"I#
VI @A

A
IA

#
.]%9
I9AA-]%9-

Z
]%9
9
!A
%]%9AI

Z9-]%9
I9-]%9

" # "E#

!!3/224(!N)+I%7+""%A#%̂ 21-:2<12/)..)̂4,57),7.*;4),;!
-#812/*,7<4),YA"I#pI

ZG-]%9"I#4;;<+47<.=V27+2-;4,5/+)K""%A#),<)""%.]%9*!#4/-,V),.=4/G$
"9"]GA##*"9"]GA#l]#F
M#812/*,7<4),Y!"I#p"%]%9"I#GI

Z9-]%9"I##*"I
9-]%9"I##4;;<+47<.=V27+2-;4,5/+)K""%A#),<)""%

"9"]GA##*"9"]GA#l]##D
7#812/*,7<4),Y’"I#p-]%9"I#l.)5I

Z4;;<+47<.=V27+2-;4,5-,V7),7-:2/+)K""%A#),<)"M"&%<#*

9%.]%9*!#F
V#812/*,7<4),Y#"I#p"%]%9"I#GI

Z9-]%9"I##*"-]%9"I#G%]%9"I##4;;<+47<.=V27+2-;4,5/+)K""%A#

!EF !!!!!!!!浙!江!理!工!大!学!学!报"自然科学版# !"!!年!第#$卷



),<)""%9"]GA#*]#F
2#Q12,9$!%YF"I#p-+<1I

9*!*"I9*!-]%9"I##4;;<+47<.=4,7+2-;4,5/+)K""%A#),<)"!*.]%9%9*!#F
/#812/*,7<4),Y%"I#pI

Z9*!2U["9I9-]%9"I#*"!"%]%9GI
Z9-]%9"I####4;;<+47<.=V27+2-;4,5/+)K""%A#

),<)"2U["M"&%<#*!#%2U[""9"]GA##*"9"]GA#l]###F
5#H2<G$A%Y$"I#p-]%9"I#*.)5"G*I

Z9*!#4;;<+47<.=V27+2-;4,54/G#2U["M"&%<#*!#-,V;<+47<.=
4,7+2-;4,54/G$2U[""9"]GA#l]#*"!"]GA###D@,[-+<47*.-+%-]%9"I#*.)5"G*I

Z9*!#.42;M2<̂22,9*!-,V
.]%9*"!.)5G#D

61007!812[+))/)/"-#G"V#7-,M2+2/2++2V<)’A#(D
2#H2<YFA"I#p-+<1I

9*!%YF!"I#pI
9*!-]%9"I#%<12,YFA""#pYF!""#p"-,V

YZFA"I#

YZF!"I#
@

A
!%]%9*9U"AA!*9#I

Z9-]%9
F

Q12,9$!%<12K),)<),474<=)/YF"I#/)..)̂;/+)KH2KK-#"-#DT.2-+.=%YF"A
G#p9*!%YF""

l#p
!*.]%9F
/#H2<

$"I#@.)5"Y%"I##@
9.)5IZ

! U
9I9-]%9

!"%]%9AI
Z9-]%9#

F

a=V4//2+2,<4-<4),%4</)..)̂;/+)K"##-,V"F#<1-<

$Z"I#@
9I9AA-]%9"]"%]%9AI

Z9-]%9#A9"]AA#"-]%9A%]%9##

!]"%]%9AI
Z9-]%9#

! F

H2<

R"I#@
]9%]%9AI

Z9-]%9" #
"]AA#9!-]%9A%]%9" #@

]
9"]AA#

%]%9AI
Z9-]%9

-]%9A%]%9
F

812,R"I#4;;<+47<.=V27+2-;4,5/+)K""%A#),<)""%A#M=H2KK-#"V#-,V12,72]"%]%9GI
Z9-]%9#*

9"]GA#"-]%9G%]%9#F812+2/)+2%$
Z"I#*"%-,V<12K),)<),474<=)/$"I#/)..)̂;DT),;2L*2,<.=%̂ 2;22

<12K),)<),474<=)/Y%"I#F812.4K4<4,5:-.*2;/)..)̂ /+)KH2KK-#"7#

.4K
I/AA

!
9
.)5"Y%"I##@.4KI/AA

I9-]%9U.)5I
Z" #

%]%9AI
Z9-]%9

U AA
I9

%]%9AI
Z9-]%9

" #.)5IZ" #
@
M"&%<#
9 U.4K

I/AA
%]%9AI

Z9-]%9AI
9" #.)5IZ

@
M"&%<#
9 U.4K

I/AA
%]%9AI

9

AIZ9AA-]%9" #IZ.)5IZF
!!b2U<%M=812)+2KABAC"%#4,’’(-,V"A#%

.4K
I/AA
IZ9AA-]%9"I#@.4KI/AA

.]%9
!
A."&U<#
."&#."<#

IZ9AA.)5"AAI9#@"%

!!<12, 2̂1-:2.4K
I/AA
!*9.)5"Y%"I##@M"&%<#*9F812+2/)+2

Y%"A
A#@2U[

M"&%<#
!" #%Y%""U#@2U[9"]AA#U]!"]AA#" #F

!!5#a=V4//2+2,<4-<4),%

YZ$"I#@

%]%9AI
Z9-]%9

IIZ9 .)5
G
IZ9*!" #A9I

9AA-]%9
!IZ9

.)5G*IZ9*!" #" #!
%

YZ$"I#4;,25-<4:2)+[);4<4:2-77)+V4,5-;

’EF第#期 林!杰等!广义I+u<];71函数的一些函数不等式



G#4,/IZ9*!2U[
9I9-]%9

!"%]%9AI
Z9-]%9#

" #= >@2U[M"&%<#!" #%
G$;*[IZ9*!2U[

9I9-]%9
!"%]%9AI

Z9-]%9#
" #= >@2U[9"]AA#U]!"]AA#" #F

a=;4K[.27-.7*.-<4),%<12.4K4<4,5:-.*2;/)..)̂ /+)KH2KK-#"M#

Y$""
U#@

.]%9
!.)5G

%Y$ A
A" #@.4K

I/AA

%]%9AI
Z9-]%9

IIZ9
!IZ9

9I9AA
@
!
9
F

!!812/)..)̂4,5.2KK-;1)̂;K),)<),474<=[+)[2+<42;)/<12/*,7<4),;(]%9"I#-,VT]%9"I#%;22’A#GAF(D
3/2248!N)+I+""%A#%̂ 21-:2<12/)..)̂4,57),7.*;4),;!
-#812/*,7<4),YE"I#p(]%9"I#l.)5I4;;<+47<.=V27+2-;4,5/+)K""%A#),<)""%<M"&%<##F
M#812/*,7<4),YC"I#pT]%9"I#*.)5"A*I#4;;<+47<.=4,7+2-;4,5/+)K""%A#),<)"A%v#D
7#812/*,7<4),YA""I#pT]%9"I#l.)5I4;;<+47<.=V27+2-;4,5/+)K ""%A#),<)""%<M"&%<##F

O)+2):2+%4/9$X%<12,YA""I#4;7),7-:2),""%A#D
V#812/*,7<4),YAA"I#pT]%9"I7#GT]%9"I#4;;<+47<.=4,7+2-;4,5/+)K""%A#),<)"G.)57%T]%9"7##D
812K),)<),474<=[+)[2+<42;)/<12/*,7<4),;YA!%YA’-,VYA#-+2/+)K812)+2K!B’4,’AA(%H2KK-

!BA%"!#4,’A!(-,V812)+2KAB#"A#4,’A%(%+2;[27<4:2.=D
3/224*!H2<&A%<A+""%v#̂4<1GAp&Al<A%̂ 21-:2<12/)..)̂4,57),7.*;4),;!
-#812/*,7<4),YA!"N#pR"&A%<A%GA$N#*"M"&A%<A#G.)5"AGN##4;;<+47<.=V27+2-;4,5/+)K’"%A#

),<)"A*L"&A%<A#%A*M"&A%<A#(F
M#N)+!&A<A#GA%<12/*,7<4),YA’"N#p"AG"AGN#R"&A%<A%GA$N#

!#*N4;;<+47<.=4,7+2-;4,5/+)K
""%A#),<)"AG"!&A<A*GA#%A#F
7#@/&A%<A+""%A#%<12,YA#"N#pNR"&A%<A%GA$N#*.)5"A*"AGN##4;V27+2-;4,5/+)K""%A#),<)

"A*L"&A%<A#%"A#D

=!主要结果的证明

=!@-**+%*+0".#-1%$3’%

=;:!定理:的证明
=;:!@-**+*+RG1*-10:

-#N4+;<%̂ 2)M;2+:2<1-<>A"I#7-,M2+2̂+4<<2,-;

>A"I#@
T]%9"I#
.)5"A*I#

A
IZ9*!R"&%<%G$I9#!

1̂4714;;<+47<.=4,7+2-;4,5M=H2KK-#"-#-,VH2KK-F"M#%;4,72
9
#$

9"]AA#
9"]AA#U]

F

812+2/)+2%<12K),)<),474<=)/>A"I#/)..)̂;-,V<12.4K4<4,5:-.*2;-+27.2-+D
M#Q21-:2<12V2+4:-<4:2

A>Z!"I#@
.!
]%9

"!"<M"&%<#U.)5"A*I##IZ9*!-]%9#
!

<M"&%<#A"T]%9"I#U.)5I#
I

1̂4714;-[+)V*7<)/<̂)[);4<4:2-,V;<+47<.=4,7+2-;4,5/*,7<4),;),""%A#M=H2KK-#"-#-,VH2KK-F
"7#D\2,72<12K),)<),474<=)/>!"I#/)..)̂;DT.2-+.=%>!"A

G#p"%̂ 14.2<12.4K4<>!""
l#pA/)..)̂;

/+)K812)+2KA"-#D
7#>’"I#7-,M2 +̂4<<2,-;

#EF !!!!!!!!浙!江!理!工!大!学!学!报"自然科学版# !"!!年!第#$卷



>’"I#@
(]%9"I#

<M"&%<#A.)5I9" #IZ9*#@
9.]%9
!IZ9*#-]%9

-Z]%9
M"&%<#A.)5I9

F

812K),)<),474<=)/>’"I#/)..)̂;/+)KH2KK-#"-#-,VH2KK-%"-#DO)+2):2+%<12.4K4<4,5:-.*2;-+2
)M:4)*;D
=;<!定理<的证明
=;<!@-**+*+RG1*-10<

-#a=V4//2+2,<4-<4),

3ZA"I#@
"!AI9#R"&%<%G$I9#!A!
!IIZ9R"&%<%G$I9#! F

H2<NpI9<12,3ZA"I#pY"N#*"!N
A*9IZ9R"&%<%G$I9#!#pR"N#*"!IZ9R"&%<%G$I9#!#%̂ 12+2Y"N#p"!G

N#R"&%<%G%N#!G!%R"N#pY"N#*NA*9FT.2-+.=%Y""l#p"%Y"AG#pvF@<;*//472;<)1-:2YZ"N#%"F
Q21-:2YZ"N#pR"&%<%G%N#3"N#M="ABA%#4,’’(%̂ 12+2

3"N#@
&<
G!
"!AN#R"&UA%<UA%GUA$N#AR"&%<%G$N#F

9;4,5;2+42;2U[-,;4),)/R"&%<%G%N#%̂ 252<

!!!!!!3"N#@"#A!N#)
v

2@"

"&%2UA#"<%2UA#
"G%2UA#2<

N2A)
v

2@"

"&%2#"<%2#
"G%2#2< N

2

@#)
v

2@"

"&U2#"<U2#"&%2#"<%2#
"G%2UA#2<

N2A!)
v

2@"

2"&%2#"<%2#
"G%2#2< N2A)

v

2@"

"&%2#"<%2#
"G%2#2< N

2

@)
v

2@"

"&%2#"<%2#
"G%2UA#2<

"!2!U"!"&U<#AA#2U#&<A&A<#N2F

64,72!2!l"!"&l<#GA#2l#&<G&G<%"/)+2$A%̂ 2;22<1-<3"N#4;;<+47<.=4,7+2-;4,5),""%A#F
T.2-+.=%3""l#p"#&<G&G<#*GFa=812)+2KABAC"##4,’’(-,VH2KK-#"-#%̂ 2/4,V

3"AA#@)
N/AA

A
AAN

&<
G
"#A!N#R"&%<%GUA$N#A"AAN#R"&%<%G$N#= >@vF

S;<12K),)<),474<=)/3"N#%Y"N#%"4/-,V),.=4/3""l#$" 1̂4714;2L*4:-.2,<<)]%’*!-,V9#
"’]G##*"]GA#Fb2U<%̂ 2[+):2<127),:2U4<=)/3A"I#%.2<>"N#pIpN

A*9%<12,R"N#pY"N#*>"N#%

Y""#p>""#p"-,VYZ"N#*>Z"N#p9N"9GA#*9R"&%<%G%N#3"N#F\2,72%̂ 252<<12K),)<),474<=-,V
7),:2U4<=)/3A"I#M=H2KK-F"-#DT.2-+.=%3A"A

G#pv%3A""
l#p<M"&%<#F

M#H2<3!A"I#@(]%9"I#A.]%9"I#*!%3!!"I#@.)5I
Z*I" #%<12,3!A A*!

A*9" #@3!! A*!
A*9" #@"Fa=

V4//2+2,<4-<4),%̂ 21-:2

3Z!A"I#@
A.!]%9
#IIZ9-!

]%9

%3Z!!"I#@A
A
IIZ9

%
3Z!A"I#

3Z!!"I#
@
.!
]%9

#-!
]%9

F

1̂4714;V27+2-;4,5D\2,72<12K),)<),474<=)/3!"I#/)..)̂;-,V<12.4K4<4,5:-.*2;-+27.2-+D812;27),V
4,2L*-.4<=/)..)̂;/+)K<124V2,<4<=(]%9"I#(

Z
]%9
"I#p.!

]%9
*#

7#Q2 +̂4<23’"I#-;3’A"I#*3’!"I#%̂ 12+23’A"I#p.)5"A*"AGI
9*!##-,V3’!"I#pA*(]%9"I#%<12,

3’A""#p3’!""#p"FS/<2+;4K[.4/47-<4),;%̂ 252<

3Z’A"I#

3Z’!"I#
@
9"AUI9*!#I9*!-!

]%9
"IZ#

!
%

1̂4714;4,7+2-;4,5/+)K""%A#),<)""%9.!
]%9
*##M=H2KK-#"-#-,V<12.4K4<4,5:-.*2;-+27.2-+D

5/2419N)+]p9p!D812)+2K!+2V*72;<)812)+2KAB#4,’AA(%JU2+74;2FB%E"’$#G"’C#4,’’(D
=;=!定理=的证明
=;=!@-**+*+RG1*-10=

-#H2<NpA*I%<12,VN*VIpGN!-,V

FEF第#期 林!杰等!广义I+u<];71函数的一些函数不等式



$ZA"I#@
A.!

]%9

#NNZ9-!
]%9
"N#
AA
I! @

.!
]%9
N

#NZ9-!
]%9
"N#
%

1̂4714;[);4<4:2-,V;<+47<.=4,7+2-;4,54,N%;)V27+2-;4,54,ID\2,72% 2̂52<<12K),)<),474<=-,V
7),7-:4<=)/$A"I#%-,V<12.4K4<4,5:-.*2;-+27.2-+Da=<127),7-:4<=)/$A"I#%/)+J%7+"A%v#-,V&+
""%A#%̂ 21-:2

$A"&JU"AA&#7#$&$A"J#U"AA&#$A"7#F
H2<NpA*J%DpA*7%<12, 2̂1-:2

&(]%9"N#U"AA&#(]%9"D##(]%9
ND

&DU"AA&#N" #%
4̂<12L*-.4<=4/-,V),.=4/NpDF
M#H2<NpI7*"Al7Z#%<12,N*I7*I-,VVN*VIpN*I%

$Z!"I#@
.!]%9"N

Z9-!]%9"N#AI
Z9-!]%9"I##

#I"NZ9*!-]%9"N#I
Z9*!-]%9"I##

!

1̂4714;[);4<4:2M=H2KK-#"-#%<12,<12K),)<),474<=)/$!"I#/)..)̂;DT.2-+.=%<12.4K4<4,5:-.*2;-+2
$!"A

A#@(]%9"7*"AU7
Z##%

$!""
U#@.4K

I/"U
="(]%9"N#U.)5N#A"(]%9"I#U.)5I#U.)5""AU7Z#*7#>@-+<17ZF

!!7#H2<Np槡I%<12,N*I%VN*VIpA*"!N#%̂ 21-:2<12V2+4:-<4:2

$Z’"I#@
.!
]%9
"T]%9"I#A!T]%9"N##

EI"NZ9*!-]%9"N
Z#IZ9*!-]%9"I##

!

1̂4714;,25-<4:2M=H2KK-F"V#Da=P-K-,*3-,r;-;=K[<)<47/)+K*.-’A$(L"&A%<A#R"&A%<A%GA$I#l
.)5"AGI#pM"&A%<A#l4""AGI#.)5"AGI##-;I/A

G%<12, 2̂1-:2

$’""
U#@.4K

I/"U

R&%<%G$IZ9" #
R&%<%G$AAI9*!" #@.4KI/"U

.)5I9

.)5I9*!@
!%

$’ A
A" #@.4K

I/AA

R&%<%G$I9*!" #
R&%<%G$I9" #@.4KI/AA

.)5AAI9*!" #
.)5AAI9" #@AF

=;>!定理>的证明
=;>!@-**+*+RG1*-10>

-#Q2 +̂4<20A
"I#-;

0A
"I#@

.]%9
!
IZ9R"&%<%G$IZ9#
.)5"A*I9#

.)5"A*IZ9#
I9R"&%<%G$I9#F

\2,72%812)+2K#"-#/)..)̂;/+)KH2KK-%"7#D
M#Q2 +̂4<20!

"I#-;

0!
"I#@

.]%9
!

-+<1I9*!

I9*!-]%9"I#
IZ9*!-Z]%9"I#

-+<1IZ9*! F

\2,72%812)+2K#"M#/)..)̂;/+)KH2KK-#"2#D

参考文献"

5/7/1/:;/<"
’A(Y-K4=-8%8-W2*7146DT)K[.2<2"]%9#&2..4[<474,<25+-.; 4̂<1-[[.47-<4),<)-/-K4.=)/K2-,;’((D()*+,-.)/T.-;;47-.
S,-.=;4;%!"A$%A""A#!AF&!FD

’!(8-W2*7146DH252,V+2&<=[2+2.-<4),;/)+52,2+-.4]2V7)K[.2<22..4[<474,<25+-.;’((D()*+,-.)/T.-;;47-.S,-.=;4;%!"A%%C
"A#!’F&#!D

’’(S,V2+;),I>%c-K-,-K*+<1=OY%c*)+4,2,ODT),/)+K-.@,:-+4-,<;%@,2L*-.4<42;%-,Vi*-;47),/)+K-.O-[;’O(D

%EF !!!!!!!!浙!江!理!工!大!学!学!报"自然科学版# !"!!年!第#$卷



b2̂ h)+W!()1,Q4.2=-,V6),;%ACC$!#E&$’D
’#(S,V2+;),I>%c-K-,-K*+<1=OY%c*)+4,2,ODN*,7<4),-.4,2L*-.4<42;/)+7)K[.2<22..4[<474,<25+-.;-,V<124++-<4);
’((D6@SO()*+,-.),O-<12K-<47;S,-.=;4;%ACC"%!A"!#!F’%&F#CD

’F(S.]2+\%i4*6HDO),)<),474<=<12)+2K;-,V4,2L*-.4<42;/)+<127)K[.2<22..4[<474,<25+-.;’((D()*+,-.)/T)K[*<-<4),-.
-,VS[[.42VO-<12K-<47;%!""#%A$!"!#!!EC&’A!D

’%(a)+̂24,(O%a)+̂24,ZaDZ4-,V<12SIO’O(Db2̂ h)+W!SQ4.2=&@,<2+;742,72Z*M.47-<4),%ACE$!A&’!D
’$(i4*6H%c-K-,-K*+<1=OY%c*)+4,2,OD6)K24,2L*-.4<42;/)+<125+)̂<1)/2..4[<474,<25+-.;’((D6@SO()*+,-.),
O-<12K-<47;S,-.=;4;%ACCE%!C"F#!A!!#&A!’$D

’E(8-W2*7146DS,2̂ /)+K)/<1252,2+-.4]2V7)K[.2<22..4[<474,<25+-.;’((DY)V-4O-<12K-<47-.()*+,-.%!"A%%’C"A#!!"!&
!!%D

’C(H21<)?%c4+<-,2,Y@Di*-;47),/)+K-.O-[[4,5;4,<12Z.-,2’O(Db2̂ h)+W!6[+4,52+&c2+.-5%AC$’!FC&%$D
’A"(a2+,V<aTDP-K-,*3-,r;b)<2M))W;!Z-+<$’O(Db2̂ h)+W!6[+4,52+&c2+.-5%ACEF!’F$D
’AA(i@96H%c*)+4,2,OD@,/4,4<2[+)V*7<;-,V,)+K-.4]2VL*)<42,<;)/1=[2+52)K2<+47/*,7<4),;’((D6@SO()*+,-.),

O-<12K-<47-.S,-.=;4;%ACCC%’""F#!A"F$&A"$FD
’A!(i4*6H%c*)+4,2,OD>*[.47-<4),4,2L*-.4<42;/)+<12+-<4);)/1=[2+52)K2<+47/*,7<4),;’((DN)+*K O-<12K-<47*K%

!"""%A!"A#!A"C&A’’D
’A’(Z),,*;-K=6%c*)+4,2,ODS;=K[<)<472U[-,;4),;-,V4,2L*-.4<42;/)+1=[2+52)K2<+47/*,7<4),’((DO-<12K-<4W-%ACC$%

##"!#!!$E&’"AD
’A#(焦仁兵%裘松良%葛耿韬D广义 "]%9#&椭圆积分的单调性和凹凸性’((D浙江理工大学学报"自然科学版#%!"AE%’C"%#!

$%F&$%CD
’AF(裘松良%丁志栓%王婕D"]%9#&I+u<];71环函数与"]%9#&\dM,2+函数的一些性质 ’((D浙江理工大学学报"自然科学

版#%!"!"%#’"%#!E#%&EFAD
’A%(S,V2+;),I>%a-+,-+VP Q%P471-+V;YT%2<-.D@,2L*-.4<42;/)+]2+)&M-.-,72V1=[2+52)K2<+47/*,7<4),;’((D

8+-,;-7<4),;)/<12SK2+47-,O-<12K-<47-.6)742<=%ACCF%’#$"F#!A$A’&A$!’D
’A$(a2+,V<aTDP-K-,*3-,8;b)<2M))W!Z-+<%’O(Db2̂ h)+W!6[+4,52+&c2+.-5%a2+.4,%\24V2.M2+5%ACEC!$AD

$责任编辑"康!锋%

$EF第#期 林!杰等!广义I+u<];71函数的一些函数不等式


