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!!摘!要#为了给几乎厌恶风险但在某些财富水平又喜爱风险的决策者提供合理’有效地比较复杂风险的标准!

在已有组合分数阶随机占优法则的基础上!提出了扭曲组合分数阶随机占优法则(利用扭曲期望对组合分数阶随

机占优在扭曲变化下的性质进行了研究!得到了一个更易于处理的扭曲组合分数阶随机占优的等价刻画!为扭曲组

合分数阶随机占优能比较更为复杂的风险提供了理论依据&然后将一些主要结果应用于比较两个系统的可靠性(

结果表明该扭曲组合分数阶随机占优法则能够有效比较两个不同系统的寿命问题!进一步表明该随机占优法则不

仅扩展了风险比较的条件!而且比较复杂风险时非常有效(
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;!引!言

%CDC年%U-,)71等+%,提出了随机占优"6<)71-;<47T)K4,-,72%6>#理论%该理论被认为是金融学研究
领域中的又一项开创性成果+!,&目前%该理论已成为行为金融学研究中比较风险的一种重要工具%为不确定
性条件下的决策问题的研究提供了一个系统而有效的标准范式&6>理论使用风险的整个概率分布来进行
刻画%并且考虑了投资者的风险偏好%与行为金融学中的期望效用理论相吻合%是一种既有良好定义又有经
济学含义的风险比较工具&在实际应用中%虽然经典的6>理论中涉及决策者的效用函数%但它具有一些基
于概率分布的简单易于处理的性质+!&B,%使得它在实际应用时并不需要知道具体的效用函数表达式%因此比
期望效用理论更行之有效&到目前为止%6>理论及其应用已经得到了很好的发展%其中最流行的是一阶随
机占优"M4+;<&)+T2+;<)71-;<47T)K4,-,72%M6>#理论和二阶随机占优"627),T&)+T2+;<)71-;<47T)K4,-,72%

66>#理论+#&F,&

M6>理论代表了风险偏好用单调增效用函数描述的风险决策者%66>理论对应的是凹性单调增效用函
数%这些限制导致它们在实际应用中不能有效解释凸性单调增效用函数"风险喜爱#与凹性单调增效用函数
"风险厌恶#的决策者决策行为的差异性&而且基于M6>-66>法则的分析结果极易受风险分布的影响%类
似尾部风险分布的微小偏差就有可能导致随机占优关系不成立%这对理论的实际应用带来了一些困难&近
年来有许多研究者致力于发展随机占优理论及应用%已有大量的文献提出了新的随机占优概念&考虑到尾
部风险分布对M6>-66>随机占优法则的影响%Y21K-,,等+C,提出了带约束的M6>和66>法则%即风险只
需要在某个固定的闭区间上满足M6>或66>随机占优法则%对于区间的选择没有限制&鉴于除了绝对风
险厌恶投资者和绝对风险喜爱投资者之外%还有大量几乎厌恶风险投资者%他们在买保险"表现为风险厌恶#
的同时%也常买一些股票"表现为风险喜爱#&Y2;1,)等+%",将6>理论扩展到几乎随机占优"Q.K);<
;<)71-;<47T)K4,-,72%Q6>#理论%为几乎风险投资者提供了一类可供参考的比较风险的标准&[o..2+
等+%%,对几乎风险厌恶投资者的效用函数进行了更细致的刻画%定义了风险喜爱参数和风险厌恶参数%并引
入了分数阶和组合分数阶随机占优法则%对整数阶随机占优作了连续化处理%其中一阶几乎随机占优
""&QM6>#-分数阶随机占优是组合分数阶随机占优的两种特殊情况&

最近出现了有关随机占优在扭曲变换下性质的研究+%!,&如果函数=!+"%%,*+"%%,单调递增%且满足
=""#c"%="%#c%%则称=为扭曲函数&当扭曲函数=作用在分布函数;上时%=常解释为;的一个主观权
重%反映了决策者对风险的态度+%B,&一般来说%凹的=对在较小财富水平的分布函数值有更大的权重%这与
决策者风险厌恶的偏好相符&令0 是无原子概率空间""% %N#中的一个随机变量%其分布函数为;&如
果=是一个右连续函数%那么%=";"9##可视为某一随机变量0= 的扭曲分布函数&I--+4+%B,首先将扭曲分
布函数应用于风险选择对偶理论中&一些研究者还证明%与期望效用理论相一致的M6>-66>理论都可以
通过扭曲变换来刻画+!%%#,&更多关于扭曲分布函数在保险精算中的应用可参考文献+%’&%$,&

假定扭曲函数=是右连续的%此时随机变量0= 的数学期望称作随机变量0 的扭曲期望%用J="9#来
表示+%!,&在保险学中%J="0#被称为风险0 的扭曲度量%常用来测量风险和计算风险保费&许多较好的风
险度量都可以表示为扭曲分布的期望&众所周知%随机占优是一种偏序%在实际应用中%经常会遇到不相容
的情况%并且当存在较多风险时%两两比较就变得很繁琐&因此研究扭曲期望与随机占优之间的隐含关系%
用扭曲期望风险度量代替随机占优法则比较风险就显得非常重要&近年来%已经有一些研究者研究了
M6>-66>理论基于扭曲期望的等价刻画&对于任意的随机变量0’%’c%%!%Y2:=等

+%#,证明%0!一阶随机
占优于0%%当且仅当对所有的扭曲函数=%扭曲期望J="0%#3J="0!#成立$他们同时也证明%0!二阶随机
占优于0%%当且仅当对所有的凸扭曲函数=%扭曲期望J="0%#3J="0!#成立&虽然M6>-66>和"&QM6>
可以通过扭曲期望来等价刻画%但这对一般的组合分数阶随机占优并不一定成立%因为6>理论是通过分布
函数的积分定义的%而扭曲期望则与分位数函数的积分有关&本文进一步探索了组合分数阶随机占优基于
扭曲期望的等价刻画和在扭曲变化下保持性的充分条件%为组合分数阶随机占优能比较更为复杂的风险提
供充足的理论依据&
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<!组合分数阶随机占优法则

首先定义一些符号&设0’表示具有累积分布函数;’的随机变量%’c%%!&设+07S07:是1上的连续可微

函数类%定义

+07S07:JB!"307:BZ"8#3BZ"9#3
%
07S
BZ"8#%79384 8%

其中对于任意的911%9kcK-S49%"8&下面回顾分数阶随机占优的定义&
定义,+%%,!对于"307:%07S3%%如果对于任意的B1!07S07:%J+B"0%#,3J+B"0!#,%则称0!是"%k07:%

%k07S#阶随机占优于0%的%表示为0%3"%k07:%%k07S#G6>0!"或;%3"%k07:%%k07S#G6>;!#&
对于07:-07S的不同取值%可以得到以下特殊情况!
-#当07:c"%07Sc"时%对应于M6>%表示为0%3%0!%其中"07S07:为递增的函数类$

L#当07:c%%07Sc"时%对应于66>%表示为0%3!0!%其中"07S07:为递增且凹的函数类$

7#当07:c0%07Sc"时%对应于分数阶随机占优%表示为0%3"%k0#G6>0!$
T#当07:c07Sc0c"("%G"#时%对应于"&QM6>%表示为0%3"GQM6>0!%其中"c0("%k0#&
定理%提供了"%k07:%%k07S#G6>的一个积分条件&
定理,+%%,!对于"307:%07S3%%;%3"%k07:%%k07S#G6>;!当且仅当对于任意的I11%

K4,%%
07:
07S4 85IKv ;!"9#K;%"9#+ ,TT9TK4,%%

07S
07:4 85v

I
;!"9#K;%"9#+ ,TT9

307:5
I

Kv
+;%"9#K;!"9#,TT9T07S5

v

I
+;%"9#K;!"9#,TT9 "%#

>!主要结果

>=<!组合分数阶随机占优法则基于扭曲期望的等价刻画
给定分布函数为;"9#的随机变量0 和右连续扭曲函数=%定义扭曲期望

J="0#J5
v

Kv
9T=";"9##J5

%

"
;K%"B#T="B#%

其中!;G%"B#c;*W49!;"9#3B8&扭曲期望在统计-金融和经济文献中都非常重要&在经济学中%对于任
意非负的随机变量0"如收入#%当="B#cB1%B1+"%%,%11!k时%可以得到!

J1"0#J5
v

"
"%K;"9##1T9&

上式即为由>),-.T;),和e2=K-+P+%F,于%CFB年引入的广义N4,4系数&扭曲期望具有良好的性质%为风险
选择的对偶理论提供了基础+%B,&

对于任意的扭曲函数=%定义

=Z""#J.4K
9*"T

="9#
9
%=Z"%#J.4K

9*%K

="9#K%
9K%

&

令" 为所有可微扭曲函数类%对于"307:%07S3%%设

07S
07:J==1"%"307:=Z"8#3=Z"9#3

%
07S
=Z"8#%79384 8 "!#

!!下面%本文将通过扭曲期望对偶刻画组合分数阶随机占优&为此%先证明引理%&
引理,!对于任意的"307:%07S3%%0!依"%k07:%%k07S#阶随机占优于0%%当且仅当对于任意的F1

+"%%,%

K4,%%
07:
07S4 85F" +;K%% "B#K;K%! "B#,TTBTK4,%%07S07:4 85%F +;K%% "B#K;K%! "B#,TTB
307:5

F

"
+;K%! "B#K;K%% "B#,TTBT07S5

%

F
+;K%! "B#K;K%% "B#,TTB "B#
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!!证明!由于

5
v

Kv
+;%"9#K;!"9#,TT9J5

%

"
+;K%! "B#K;K%% "B#,TTB%

因此%对于任意的I11%存在F1+"%%,使得

5
I

Kv
+;%"9#K;!"9#,TT9J5

F

"
+;K%! "B#K;K%% "B#,TTB

和

5
v

I
+;%"9#K;!"9#,TT9J5

%

F
+;K%! "B#K;K%% "B#,TTB

成立%从而结论成立&
证毕&
定理!!对于任意的"307:%07S3%%以下条件等价!
-#0%3"%k07:%%k07S#G6>0!$

L#对于所有的=1 07S
07:
%J="0%#3J="0!#&

证明!-#8L#&考虑07:#07S的情况%07:307S的情况类似&由引理%%0%3"%k07:%%k07S#G6>0!当且仅当
对于任意的F1+"%%,%

5
F

"
+;K%% "B#K;K%! "B#,TTBT

07S
07:5

%

F
+;K%% "B#K;K%! "B#,TTB

307:5
F

"
+;K%! "B#K;K%% "B#,TTBT07S5

%

F
+;K%! "B#K;K%% "B#,TTB "##

!!设=1 07S
07:
&为不失一般性%假设E ;*WB1""%%#=Z"B#1""%v#%对于任意固定的1"!%定义"1c!G1%

且P 为下式中最大的整数Q!

E %KQ%K
07S
07:" #"1+ ,"K-SE07S07:%4,/B1""%%#

=Z"B#4 8&
将+"%%,区间划分为+SQ%SQk%,这样的区间段%其中S"c"%SPk%c%%且

SQJ;*WB!=Z"B#"E %KQ%K
07S
07:" #"1+ ,4 8%QJ%%3%P&

定义

7QJ;*W4=Z"B#!SQK%3B3SQ8JE %K"QK%#%K
07S
07:" #"1+ ,%

根据式"!#%对于任意的B1+SQG%%SQ,%Qc%%3%Pk%%可以得到!

07: 7QKE%K
07S
07:" #"1+ ,3=Z"B#37Q%

即对于任意的%3Q3Pk%%

(
PT%

QJ%5
SQ

SQK%

+;K%! "B#K;K%% "B#,T=Z"B#TB"07:(
PT%

QJ%
7QKE%K

07S
07:" #"1+ ,5SQSQK% +;K%! "B#K;K%% "B#,TTB

和

(
PT%

QJ%5
SQ

SQK%

+;K%% "B#K;K%! "B#,T=Z"B#TB3(
PT%

QJ%
7Q5

SQ

SQK%

+;K%% "B#K;K%! "B#,TTB&

令

,QJ5
SQ

SQK%

+;K%% "B#K;K%! "B#,TTBK07:5
SQ

SQK%

+;K%! "B#K;K%% "B#,TTB%

@QJE"07:K07S#5
SQ

SQK%

+;K%! "B#K;K%% "B#,TTB%

则

J="0%#KJ="0!#J5
%

"
;K%% "B#T="B#K5

%

"
;K%! "B#T="B#J5

%

"
+;K%% "B#K;K%! "B#,=Z"B#TB
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J(
PT%

QJ%5
SQ

SQK%

+;K%% "B#K;K%! "B#,T=Z"B#TBK(
PT%

QJ%5
SQ

SQK%

+;K%! "B#K;K%% "B#,T=Z"B#TB

3(
PT%

QJ%
7Q,QT"1(

PT%

QJ%
@Q&

由式"##可得%对于所有的Q3Pk%%

(
Q

’J%
,’T07S(07:(

PT%

’JQT%
,’3" "’#

!!下面的证明过程主要是为了说明结论(Pk%Qc%7Q,Q3"&设

4""#J
07S
07:(

PT%

’J%
,’%

4"Q#J(
Q

’J%
,’T

07S
07:(

PT%

’JQT%
,’J %K

07S
07:" #,QT4"QK%#%

则

,QJ
4"Q#K4"QK%#
%K07S(07:

&

因此%

(
PT%

QJ%
7Q,QJ

07:
07:K07S(

PT%

QJ%
7Q+4"Q#K4"QK%#,J7PT%4"PT%#K7%4""#T(

PT%

QJ%
"7QK7QT%#4"Q#

J 7PT%K
07S
07:
E" #4"PT%#T(PT%

QJ%
"7QK7QT%#4"Q#&

由于对于任意的Q#"%4"Q#3"且使得E07S(07:37Q3E 的序列47Q8是递减的%因此(Pk%Qc%7Q,Q3"&
于是%

5
%

"
+;K%% "B#K;K%! "B#,T="B#3"1(

PT%

QJ%
@Q3"1E"07:K07S#5

%

"
+;K%! "B#K;K%% "B#,TTB&

令1*v%则L#成立&
L#8-#&定义一个扭曲函数=使其偏导数满足!

=Z"B#J

K4,%%
07:
07S4 8%;K%% "B##;K%! "B#%B3F%

K4,%%
07S
07:4 8%;K%% "B##;K%! "B#%B#F%

07:%;K%% "B#+;K%! "B#%B3F%

07S%;K%% "B#+;K%! "B#%B#F&

,

-

.
容易验证=1 07S

07:
%于是

J="0%#KJ="0!#J5
%

"
;K%% "B#T="B#K5

%

"
;K%! "B#T="B#

J5
%

"
+;K%% "B#K;K%! "B#,T=Z"B#TBK5

%

"
+;K%! "B#K;K%% "B#,T=Z"B#TB

JK4,%%
07:
07S4 85F" ;K%% "B#K;K%! "B#+ ,TTBTK4,%%

07S
07:4 85%F +;K%% "B#K;K%! "B#,TTBK

07:5
F

"
+;K%! "B#K;K%% "B#,TTBK07S5

%

F
+;K%! "B#K;K%% "B#,TTB&

因此%对于所有的=1 07S
07:
%J="0%#3J="0!#意味着式"B#成立%即0%3"%k07:%%k07S#G6>0!&

证毕&

>=>!组合分数阶随机占优法则在扭曲变换下的封闭性
Y2:=等+%#,研究了经典随机占优法则在扭曲变换下的封闭性问题%发现所有扭曲函数对于M6>法则都

有封闭性%而66>法则只对凹扭曲函数有封闭性&本文将研究扭曲函数满足什么条件下时%组合分数阶随
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机占优法则也满足封闭性&
性质,!对于"30’7:%0’7S3%%若0!是"%k0%7:l0!7:%%k0%7Sl0!7S#阶随机占优于0%的%则对于任意的扭

曲函数"1 0!7S
0!7:
%0"

! 是"%k0%7:%%k0%7S#阶随机占优于0"
% 的&

证明!由定理!%0"
! 依"%k0%7:%%k0%7S#阶随机占优于0"

% 当且仅当对于任意的=1 0%7S
0%7:
%#="0"

%#3
#="0"

!#%即

5
%

"
;K%% ""K%"B##T="B#35

%

"
;K%! ""K%"B##T="B#

成立&令"K%"B#JX%则上式变为!

5
%

"
;K%% "X#T=9""X#35

%

"
;K%! "X#T=9""X# "D#

因此%为了证明式"D#对于任意的=1 0%7S
0%7:
成立%只需验证=9"1 0%7Sl0

!
7S

0%7:l0!7:
即可&

由于=1 0%7S
0%7:
%"1 0!7S

0!7:
%故对于任意的938%有

0%7:=Z"""8##00!7:"Z"8#3"=9""9##ZJ=Z"""9##0"Z"9#3
%
0%7S
=Z"""8##0

%
0!7S
"Z"8#%

即

0%7:L0!7:"=9""8##Z3"=9""9##Z3
%

0%7SL0!7S
"=9""8##Z&

因此%=9"1 0%7Sl0!7S
0%7:l0!7:

&
证毕&
注!对于任意的"+0’7:%0’7S+%%’c%%!%B%0B7:c0%7:(0!7:%0B7Sc0%7S(0!7S&若扭曲函数"%和"!满足"!9

"G%
% 1 0B7S

0B7:
%则由0"%

! 依"%k0%7:%%k0%7S#阶随机占优于0"%
% 可以推出0"!

! 是"%k0!7:%%k0!7S#阶随机占优
于0"!

% 的&
性质%!对于任意的"307:%07S3%%扭曲函数"%和"!满足"%3%"!%则由0"%

! 是"%k07:%%k07S#
阶随机占优于0"%

% 的可以推出0"!
! 是"%k07:%%k07S#阶随机占优于0"%

% 的&
证明!0"%

! 依"%k07:%%k07S#组合分数阶随机占优于0"%
% %由定理!知%对于任意的=1 07S

07:
%

5
%

"
;K%% ""K%

% "B##T="B#35
%

"
;K%! ""K%

% "B##T="B# "$#

由于"%3%"!%故对于任意的911%"%9;!"9#""!9;!"9#%从而对于B1+"%%,%有;G%
! 9"G%

% "B#3;G%
!

9"G%
! "B#&因此对于任意的=1 07S

07:
%有

5
%

"
;K%! ""K%

% "B##T="B#35
%

"
;K%! ""K%

! "B##T="B# "F#

结合式"$#/"F#%可以得到!

5
%

"
;K%% ""K%

% "B##T="B#35
%

"
;K%! ""K%

! "B##T="B#%

即0"!
! "%k07:%%k07S#阶随机占优于0"%

% &
证毕&
定义%+%’,!如果存在点9"使得当9+9"时%;%"9#";!"9#$当9#9"时%;%"9#3;!"9#%则称分布

函数;%单穿;!&
性质’!设分布函数;% 单穿;!%如果扭曲函数 " 是凹的%那么对于任意的"307:%07S3%%

;%3"%k07:%%k07S#G6>;!隐含着"9;%3"%k07:%%k07S#G6>"9;!&
证明!这里仅考虑07:+07S的情况%07:"07S的情况类似可以得到&由引理%%;%3"%k07:%%k07S#G6>;!当

且仅当对于任意的F1+"%%,%式"B#成立&由于;%单穿;!%故;G%
! 也单穿;G%

% &设;G%
% 和;G%

! 的穿点为
F"%此时式"B#变为!当"3F+F"+%时%

5
%

F"

+;K%% "B#K;K%! "B#,TBK07:5
F"

"
+;K%! "B#K;K%% "B#,TBK"07SK07:#5

F"

F
+;K%! "B#K;K%% "B#,TB3"

"C#
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当"+F"+F3%时%

5
%

F"

+;K%% "B#K;K%! "B#,TBK07:5
F"

"
+;K%! "B#K;K%% "B#,TBK %K

07:
07S" #5FF"+;K%% "B#K;K%! "B#,TB3"

"%"#
当"+F"cF+%时%

5
%

F"

+;K%% "B#K;K%! "B#,TBK07:5
F"

"
+;K%! "B#K;K%% "B#,TB3"%

也就是

5
%

"
+";K%% "B#K;K%! "B##TK07:";K%! "B#K;K%% "B##T,TB3" "%%#

显然%对于07:+07S%式"%%#成立隐含着式"C#和式"%"#成立&
对07:+07S%要证"9;%3"%k07:%%k07S#G6>"9;!%即证对于任意的F1+"%%,%

07:
07S5

F

"
+;K%% "K%"B#K;K%! "K%"B#,TTBT5

%

F
+;K%% "K%"B#K;K%! "K%"B#,TTBK

07:5
F

"
+;K%! "K%"B#K;K%% "K%"B#,TTBK07S5

%

F
+;K%! "K%"B#K;K%% "K%"B#,TTB3"&

令"G%"B#cX%也就是证明

07:
07S5

"K%"F#

"
+;K%% "X#K;K%! "X#,TT""X#T5

%

"K%"F#
+;K%% "X#K;K%! "X#,TT""X#K

07:5
"K%"F#

"
+;K%! "X#K;K%% "X#,TT""X#K07S5

%

"K%"F#
+;K%! "X#K;K%% "X#,TT""X#3" "%!#

又因为" 单调增且;G%
! 单穿;G%

% %类似上面的分析%可以得到!对于07:+07S%要证式"%!#成立%只要证不
等式

5
%

"
+";K%% "X#K;K%! "X##TK07:";K%! "X#K;K%% "X##T,T""X#3"

成立&令

1%"X#5
X

"
+";K%% "B#K;K%! "B##TK07:";K%! "B#K;K%% "B##T,TB%X1+"%%,%

则对于任意的X1+"%%,%因为" 单调增且;G%
! 单穿;G%

% %所以1%"X#31%"%#3"&又因为" 是凹的%所以

5
%

"
+";K%% "X#K;K%! "X##TK07:";K%! "X#K;K%% "X##T,T""X#J5

%

"
"Z"X#T1%"X#

J"Z"%#1%"%#K5
%

"
1%"X#"["X#TX3"&

!!证毕&
性质(!设分布函数;% 和;! 的共同支撑集为"-%2#%Gv3-+23v&如果;% 单穿;!%

;%3"%k07:%%k07S#G6>;!%且扭曲函数" 是凸的%那么对于任意的"307:%07S3%%;%9"3"%k07:%%k07S#G6>;!9"&
证明!这里仅考虑07:+07S的情况%07:"07S的情况类似可以得到&由定理%%;%3"%k07:%%k07S#G6>;!当

且仅当对于任意的I1"-%2#%

07:
07S5

I

-
+;!"9#K;%"9#,TT9T5

2

I
+;!"9#K;%"9#,TT9

307:5
I

-
+;%"9#K;!"9#,TT9T07S5

2

I
+;%"9#K;!"9#,TT9 "%B#

成立&由于;%单穿;!%设;%和;!的穿点为I"%此时式"%B#变为!当9+9"时%

5
2

I"

+;!"9#K;%"9#,T9K07:5
I"

-
+;%"9#K;!"9#,T9K"07SK07:#5

I"

I
+;%"9#K;!"9#,T93" "%##

当9#9"时%
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5
2

I"

+;!"9#K;%"9#,T9K %K
07:
07S" #5II"+;!"9#K;%"9#,T9K07:5

I"

-
+;%"9#K;!"9#,T93""%’#

当9c9"时%

5
2

I"

+;!"9#K;%"9#,T9K07:5
I"

-
+;%"9#K;!"9#,T93"%

也就是

5
2

-
+";!"9#K;%"9##TK07:";%"9#K;!"9##T,T93" "%D#

显然%对于07:+07S%式"%D#成立隐含着式"%##和式"%’#成立&
对于07:+07S%要证;%9"3"%k07:%%k07S#G6>;!9"%即证

07:
07S5

I

Kv
+;!9""9#K;%9""9#,TT9T5

v

I
+;!9""9#K;%9""9#,TT9K

07:5
I

Kv
+;%9""9#K;!9""9#,TT9K07S5

v

I
+;%9""9#K;!9""9#,TT93"&

或者%等价地证

07:
07S5

I

-
+;!"9#K;%"9#,TT"K%"9#T5

2

I
+;!"9#K;%"9#,TT"K%"9#K

07:5
I

-
+;%"9#K;!"9#,TT"K%"9#K07S5

2

I
+;%"9#K;!"9#,TT"K%"9#3" "%$#

又因为;%单穿;!%类似上面的分析%可以得到!对于07:+07S%要证式"%$#成立%只要证不等式

5
2

-
+";!"9#K;%"9##TK07:";%"9#K;!"9##T,T"K%"9#3"

成立&令

1!"B#5
B

-
+";!"9#K;%"9##TK07:";%"9#K;!"9##T,TB%B1"-%2#%

则对于任意的B1"-%2#%因为;%单穿;!%所以1!"B#31!"2#3"&定义*"I#c"G%"I#%I1"-%2#%由于
" 是凸的%则"G%是凹的%从而

5
2

-
+";!"9#K;%"9##TK07:+;%"9#K;!"9#,T,T"K%"9#J5

2

-
*Z"B#T1!"B#

J*Z"2#1!"2#K5
2

-
*["B#1!"B#TB3"&

!!证毕&

?!在可靠性理论中的应用

次序统计量广泛应用于可靠性-数据分析-风险管理等应用概率领域&近二十年来%已有大量关于次序
统计量随机比较的文献+%!,&设0%%3%01 是来自总体分布为;的1个简单随机样本%用0%!130!!1333
01!1表示其次序统计量&众所周知%0Q!1的分布函数为;b9M%这里的;b是表示参数为"Q%1GQG%#的2(I-
分布函数&

在可靠性理论中%QW1系统是指一个由1个元件组成的系统%当且仅当1个元件中至少有Q""+Q31#
个元件工作时%系统才能正常运行&次序统计量与QW1系统的寿命有着密切的联系&考虑一个QW1系统%假
设组成的各元件工作相互独立且具有相同的寿命分布%用,Q!1表示QW1系统的寿命%则,Q!1与0"1GQk%#!1同
分布&在实际应用中%为了研究QW1系统的老化问题%经常会遇到比较两个不同QW1系统的寿命问题&
Y-,T)等+%!,使用66>法则比较了两个不同QW1系统的寿命%并且得到了一个基于元件寿命分布的充分条
件&下面利用组合分数阶随机占优法则在扭曲变换下的性质来研究两个QW1系统的寿命比较问题&首先%
简要的回顾一下常见的寿命分布的定义&

定义’+%!,!设0 是具有分布函数;的随机变量%
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-#如果;在其支撑上为凸的%则称0 或;为凸的%简记为;1 R$

L#如果.)5";(;
G#在;的支撑上为凸的%则称0 或;为.)54;<&凸的%简记为;1 RY$

7#如果;(;G 在;的支撑上为凸的%则称0 或;为)TT;&凸的%简记为;1 R?$

T#如果;G"9#是对数凸的%则称0 或;为递增的故障率%简记为;1 @MO&
为了比较两个不同QW1系统的寿命%本文探索了次序统计量满足组合分数阶随机占优序的一些充分条

件%并且需要下面的引理&
引理%+%C,!设0%-0!是两个随机变量%J"0%#c,%%J"0!#c,!%a"0%#c#!%%a"0!#c#!!%且,!#,%&

定义

I ,!K,%
#!T#%

%

0/"I#J %
!T!I"IT I!T槡 %#

%

则对于任意的0/"I#307:%07S+%%0%3"%k07:%%k07S#G6>0!&
设b’%1#2(I-"’%1G’k%#%显然

,b"’%1# J"b’%1#J
’
1T%

%#!b"’%1# a"b’%1#J
’"1K’T%#
"1T%#!"1T!#

&

为了方便起见%令

I%J
,b"C%7#K,b"’%1#
#b"C%7#T#b"’%1#

&

!!引理’+%!,!设b’%1#2(I-"’%1G’k%#%%3’31&
-#如果=!"F#cF("%GF#%则

,=!"’%1# J+=!"b’%1#,J
’
1K’

%#!=! a+=!"b’%1#,J
K#’!TB1’T!1K!’
"1K’T%#"1K’#!

&

!!L#如果=B"F#c.)5+F("%GF#,%则

,=B"’%1# J+=B"b’%1#,J2"’#K2"1K’T%#%

#!=B"’%1#!Ja+=B"b’%1#,J2Z"’#T2Z"1K’T%#%
其中2"9#c,j"9#(,"9#%9#"&
7#如果=#"F#cG.)5"%GF#%则

,=#"’%1# J+=#"b’%1#,J2"1T%#K2"1K’T%#%

#!=#"’%1# a+=#"b’%1#,J2Z"1K’T%#K2Z"1T%#&

!!性质!!对于任意的;1 R%如果1G7+’GC+"且’("1k%#+C("7k%#%那么对于任意的0/"I#3
07:%07S+%%0’!13"%k07:%%k07S#G6>0C!7&

证明!设b’%1#2(I-"’%1G’k%#%bC%7#2(I-"C%7GCk%#&由于1G7+’GC+"%故;b’%1单穿;bC%7&
又因为’("1k%#+C("7k%#%即,b"’%1#cJ"b’%1#+J"bC%7#c,b"C%7#&因此%由引理!可以得到对于任
意的0/"I%#307:%07S+%%b’%13"%k07:%%k07S#G6>bC%7&

另一方面%0’!1的分布函数可以表示为;b’%19;&由于; 是凸的%由性质#有;b’%19;3"%k07:%%k07S#G6>

;bC%79;%这就等价于0’!13"%k07:%%k07S#G6>0C!7&
证毕&
定义

I.J
,=."C%7#K,=."’%1#

#=."C%7#T#=."’%1#
%.J!%B%#%

其中,=."0%0#和#=."0%0#由引理B定义&
性质2!假设1G7+’GC+"%定义2"9#c,j"9#(,"9#%9#"&
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-#对任意的;1 R?%如果’("1G’#+C("7GC#%那么
0’!1 3"%T07:%%T07S#K6>0C!7%0

/"I!#307:%07S+%$

!!L#对任意的;1 RY%如果2"’#G2"1G’k%#+2"C#G2"7GCk%#%那么
0’!1 3"%T07:%%T07S#K6>0C!7%0

/"IB#307:%07S+%$

!!7#对任意的;1 @MO%如果2"1k%#G2"1G’k%#+2"7k%#G2"7GCk%#%那么
0’!1 3"%T07:%%T07S#K6>0C!7%0

/"I##307:%07S+%&

!!证明!-#由于=!"F#cF("%GF#%F1""%%#%它的反函数=G%! "9#c9("%k9#在911k上是递增的&
注意到;b’%19=

G%
! 是随机变量=!"b’%1#的分布函数%’("1G’#+C("7GC#%由引理!和引理B有%

;b’%19=
K%
! 3"%T07:%%T07S#K6>;bC%7\=

K%
! %0/"I!#307:%07S+%&

1G7+’GC+"意味着;b’%1单穿;bC%7&因此%;b’%19=
G%
! 单穿;bC%79=

G%
! &又;1 R?%则=!9;是凸的%由

性质#得%0/"I!#307:%07S+%%
;b’%19=

K%
! 9=!9;3"%T07:%%T07S#K6>;bC%79=

K%
! 9=!9;%

即0’!13"%k07:%%k07S#G6>0C!7%0
/"I!#307:%07S+%&

L#和7#证明同-#类似%略&
证毕&

@!结!语

随机占优理论不需要对风险的分布作任何假设%且对决策者的效用也只需很少的信息%从理论角度看%
它是一种具有良好定义的比较风险的工具&此外%随机占优理论与期望效用理论一样%有明显的经济学含
义%其中!M6>是偏好财富决策者的决策准则$66>是风险厌恶决策者的有效准则&因此发展随机占优理论
与应用意义非凡&本文在[o..2+等+%%,研究的基础上%为了给几乎厌恶风险但在某些财富水平又喜爱风险
的决策者提供合理-有效地比较复杂风险的标准%提出了扭曲组合分数阶随机占优法则&本文通过引入扭曲
期望%不仅研究了组合分数阶随机占优法则在扭曲变化下的封闭性质%而且得到了扭曲组合分数阶随机占优
法则的一个简单易于处理的等价刻画%为该随机占优法则能有效地比较更为复杂的风险提供了必要的理论
依据&另外%本文将该研究的一些主要的结果应用于两个QW1系统的可靠性比较%从应用的角度说明了扭曲
组合随机占优法则在比较复杂风险时的有效性&

本文研究的是"307:%07S3%时的扭曲组合分数阶随机占优性质%对于07:%07S#%的高分数阶扭曲组合
随机占优性质有待后续研究&
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+%C,[o..2+Q%67-+;4,4[%8;2<.4,@%2<-.EO-,P4,5T4;<+4L*<4),;X12,),.=K2-,;-,T:-+4-,72;-+2P,)X,+((?Y,E66OZ
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