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诺伊曼边界条件下分数阶次扩散方程的紧差分格式

邱　敏，程秀俊
（浙江理工大学理学院，杭州３１００１８）

　　摘　要：对于诺伊曼边界条件下时间分数阶次扩散方程，提出了紧差分格式，并用该格式数值求解方程。首先，

由于该方程在时间为０处解的不光滑性，因此使用非一致网格上的Ｌ１格式对时间方向进行离散，一致网格上的紧

差分格式对空间方向进行离散，建立紧差分格式；其次，通过离散的能量方法，给出该格式在二范数意义下的收敛性

分析；最后，通过 Ｍａｔｌａｂ进行数值模拟，验证该格式的有效性。该结果进一步地丰富了分数阶方程的数值算法。
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０　引　言

对于半导体材料中杂质扩散、气体扩散等高斯正常扩散现象，一般采用整数阶微分方程建立的数学模型
来模拟；而对于具有遗传性、记忆性的非高斯反常扩散现象，如古气候在冰河时期和间冰期的快速切换［１］、信
天翁的觅食轨迹［２］等，则采用分数阶微分方程建立的数学模型更加精确。关于分数阶微分方程，通常只能对
特殊类型的方程理论求解，且求解方法具有一定的限制要求。因此，数值算法成为求解分数阶微分方程的重
要工具之一。



对于Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数，应用最广泛的格式之一为经典的Ｌ１离散格式，关于该格式的收敛性结果可
参考文献［３］。Ｇａｏ等［４］通过线性和二次插值组合，提出了Ｌ１－２离散格式。Ａｌｉｋｈａｎｏｖ［５］借助能量不等式方
法，构造了Ｌ２－１σ 近似公式，其中σ＝１－α／２。Ｒｅｎ等［６］对时间分数阶次扩散方程采用经典Ｌ１离散格式和
紧差分格式进行离散，并证明该格式在Ｌ２范数下的收敛性。Ｃａｏ等［７］对时间分数阶反应－次扩散方程构造
了紧差分格式，其中在时间方向上采用一致网格上的Ｌ１格式进行离散，在空间方向上采用紧差分格式，并
给出在Ｌ２范数下的收敛性证明。Ｖｏｎｇ等［８］对诺伊曼边界条件下的次扩散空间变系数方程提出了紧差分
格式，并利用该格式的矩阵形式证明了收敛性。
上述关于分数阶次扩散方程的时间方向离散格式都假设，在初始时间ｔ＝０时，解是光滑的，但由于

Ｃａｐｕｔｏ分数阶次扩散方程存在这样的基本特征［９］，即：在时间趋于０时，解缺乏光滑性，而时间远大于０时，

解是光滑的。因此，初始层的误差将导致数值方法的精度降低。克服该问题的有效方法是在非均匀网格上
对分数阶导数进行近似［１０－１１］，或者在初始层处进行修正［１２－１３］。目前关于时间分数阶次扩散方程大多数数值
格式都假设解光滑条件，而对于假设解不光滑的条件下的数值算法研究较少。
本文对诺伊曼边界条件下的分数阶次扩散方程进行数值求解。首先假设在非光滑解情况下，采用非均

匀网格上的Ｌ１格式离散时间分数阶导数，采用均匀网格上的紧差分格式近似空间导数，建立该问题的紧差
分格式；然后借助该格式系数矩阵的性质和离散分数阶Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式［１４］，给出该格式的收敛性证明；最
后通过数值算例验证该格式的准确性和有效性。

１　数值格式的建立

考虑如下诺伊曼边界条件下的分数阶次扩散方程：

０Ｄαｔｕ（ｘ，ｔ）＝ｕｘｘ ＋ｆ（ｘ，ｔ），ｘ∈ （ａ，ｂ），ｔ∈ （０，Ｔ］ （１）

ｕ（ｘ，０）＝φ（ｘ），ｘ∈ （ａ，ｂ） （２）

ｕｘ（ａ，ｔ）＝ｕｘ（ｂ，ｔ）＝０，ｔ∈ （０，Ｔ］ （３）

其中：α阶Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数进一步定义为：

０Ｄαｔｕ（ｘ，ｔ）＝
１

Γ（１－α）∫
ｔ

０

ｕ（ｘ，ｓ）
ｓ

１
（ｔ－ｓ）α

ｄｓ，０＜α＜１；

其中：Γ（·）为Ｇａｍｍａ函数；ｆ（ｘ，ｔ）和φ（ｘ）是已知光滑函数。
对于差分格式的建立，先将区间（ａ，ｂ）分为Ｍ 等份，空间步长ｈ＝（ｂ－ａ）／Ｍ，其中Ｍ 为正整数，网格点

ｘｉ＝ａ＋ｉｈ。再将区间（０，Ｔ］分为Ｎ 份，时间步长τｎ＝ｔｎ－ｔｎ－１，１≤ｎ≤Ｎ，其中Ｎ 为正整数。定义Ωτ＝
｛ｔｎ｜ｔｎ＝Ｔ（ｎ／Ｎ）δ；０≤ｎ≤Ｎ，δ≥１｝，Ωｈ＝｛ｘｉ｜ｘｉ＝ａ＋ｉｈ，０≤ｉ≤Ｍ｝，网格函数空间Ｖｈ＝｛ｖ｜ｖ＝｛ｖｉ｝

是定义在Ωｈ ×Ωτ 上的网格函数｝。对网格函数ｖ＝｛ｖｎｉ｜０≤ｉ≤Ｍ，０≤ｎ≤Ｎ｝，引入如下记号：

δｘｖ
ｎ
ｉ－
１
２
＝
１
ｈ
（ｖｎｉ －ｖｎｉ－１），ｖｎ＋

１
２ｉ ＝
１
２
（ｖｎ＋１ｉ ＋ｖｎｉ），ＤαＮｖｎｉ ＝ａｎ，０ｖｎｉ －∑

ｎ－１

ｌ＝１

（ａｎ，ｎ－ｌ－１－ａｎ，ｎ－ｌ）ｖｌｉ－ａｎ，ｎ－１ｖ０ｉ，

δ２ｘｖｎｉ ＝

２
ｈδｘｖ

ｎ
１
２
，ｉ＝０，

１
ｈ
（δｘｖ

ｎ

ｉ＋
１
２
－δｘｖ

ｎ
ｉ－
１
２
），１≤ｉ≤Ｍ －１

－
２
ｈδｘｖ

ｎ
Ｍ－

１
２
，ｉ＝Ｍ，

烅

烄

烆

，Ａｖｎｉ ＝

１
６
（５ｖｎ０＋ｖｎ１），ｉ＝０，

１
１２
（ｖｎｉ－１＋１０ｖｎｉ ＋ｖｎｉ＋１），１≤ｉ≤Ｍ －１，

１
６
（ｖｎＭ－１＋５ｖ

ｎ
Ｍ），ｉ＝Ｍ，

烅

烄

烆
其中ａｎ，ｎ－ｋ ＝（ｗ２－α（ｔｎ －ｔｋ－１）－ｗ２－α（ｔｎ －ｔｋ））／τｋ 且ｗβ（ｔ）＝ｔβ－１／Γ（β）。特别地，ａｎ，０＝１／μ，其中μ＝
ταｎΓ（２－α）。

对 ｕ，ｖ∈Ｖｈ，定义如下离散内积：

（ｕ，ｖ）＝ｈ∑
Ｍ

ｉ＝０

［Ｊ２］ｉ＋１ｕｉｖｉ＝ｈｕＴＪ２ｖ，‖ｕ‖＝ （ｕ，ｕ槡 ），〈ｕ，ｖ〉＝ｈ∑
Ｍ

ｉ＝０
ｕｉｖｉ，ｕ ＊ ＝ 〈ｕ，ｕ槡 〉，

其中：Ｊ是对角线为（１／槡２，１，…，１，１／槡２），其余元素为０的对角矩阵。
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对于Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数，采用如下非一致网格的Ｌ１格式进行离散：

　　　　　　　０Ｄαｔｕ（ｘ，ｔｎ）＝
１

Γ（１－α）∫
ｔ　ｎ

０

ｕ（ｘ，ｓ）
ｓ

１
（ｔｎ－ｓ）α

ｄｓ

＝
１

Γ（１－α）∑
ｎ

ｊ＝１

ｕ（ｘ，ｔｊ）－ｕ（ｘ，ｔｊ－１）
τｊ ∫

ｔｊ

ｔｊ－１

１
（ｔｎ－ｓ）α

ｄｓ＋γｎ

＝∑
ｎ

ｊ＝１
ａｎ，ｎ－ｊ（ｕ（ｘ，ｔｊ）－ｕ（ｘ，ｔｊ－１））＋γｎ （４）

其中：γｎ 为截断误差。
在给出格式之前，先引入引理１。
引理１［６］　定义θ（ｓ）＝（１－ｓ）３［５－３（１－ｓ）２］。

ａ）如果ｇ（ｘ）∈Ｃ６［ｘ０，ｘ１］，则：

５
６ｇ″

（ｘ０）＋
１
６ｇ″

（ｘ１）［ ］－２ｈ ｇ（ｘ１）－ｇ（ｘ０）
ｈ －ｇ′（ｘ０）［ ］＝

－
ｈ
６ｇ

（ｘ０）＋
ｈ３

９０ｇ
（５）（ｘ０）＋

ｈ４

１８０∫
１

０
ｇ（６）（ｘ０＋ｓｈ）θ（ｓ）ｄｓ。

　　ｂ）如果ｇ（ｘ）∈Ｃ６［ｘＭ－１
，ｘＭ］，则：

１
６ｇ″

（ｘＭ－１
）＋
５
６ｇ″

（ｘＭ）［ ］－２ｈ ｇ′（ｘＭ）－
ｇ（ｘＭ）－ｇ（ｘＭ－１

）

ｈ［ ］＝
ｈ
６ｇ

（ｘＭ）＋
ｈ３

９０ｇ
（５）（ｘＭ）＋

ｈ４

１８０∫
１

０
ｇ（６）（ｘＭ ＋ｓｈ）θ（ｓ）ｄｓ。

　　ｃ）如果ｇ（ｘ）∈Ｃ６［ｘｉ－１，ｘｉ＋１］，１≤ｉ≤Ｍ －１，则：

１
１２ｇ″

（ｘｉ－１）＋１０ｇ″（ｘｉ）＋ｇ″（ｘｉ＋１）［ ］＝
ｇ（ｘｉ－１）－２ｇ（ｘｉ）＋ｇ（ｘｉ＋１）

ｈ２ ＋

ｈ４

３６０∫
１

０
［ｇ（６）（ｘｉ－ｓｈ）＋ｇ

（６）（ｘｉ＋ｓｈ）］θ（ｓ）ｄｓ。

　　接下来，构造求解式（１）—（３）的紧差分格式。记ｕ（ｘｉ，ｔｎ）＝Ｕ
ｎ
ｉ，考虑式（１）在点（ｘｉ，ｔｎ），有：

０Ｄαｔｕ（ｘｉ，ｔｎ）＝ｕｘｘ（ｘｉ，ｔｎ）＋ｆ（ｘｉ，ｔｎ），０≤ｉ≤Ｍ，１≤ｎ≤Ｎ。

　　时间方向上采用非一致网格Ｌ１格式（１）进行离散，有：

ＤαＮｕ（ｘｉ，ｔｎ）＝ｕｘｘ（ｘｉ，ｔｎ）＋ｆ（ｘｉ，ｔｎ）－γ
ｎ，０≤ｉ≤Ｍ，１≤ｎ≤Ｎ。

　　将紧算子Ａ 作用于上述方程的两边，得：

ＡＤαＮｕ（ｘｉ，ｔｎ）＝Ａｕｘｘ（ｘｉ，ｔｎ）＋Ａｆ（ｘｉ，ｔｎ）－Ａγ
ｎ，０≤ｉ≤Ｍ，１≤ｎ≤Ｎ （５）

　　当ｉ＝０，根据引理１，有：

ＡＤαＮＵ
ｎ
０＝
２
ｈ δｘＵ

ｎ
１
２
－Ｕｘ（ｘ０，ｔｎ）［ ］－

ｈ
６
Ｕｘｘｘ（ｘ０，ｔｎ）＋

ｈ３

９０
Ｕｘｘｘｘｘ（ｘ０，ｔｎ）＋（Ｒｘ）

ｎ
０＋Ａｆ（ｘ０，ｔｎ）－Ａγ

ｎ

（６）
其中：

（Ｒｘ）ｎ０＝
ｈ４

１８０∫
１

０
ｕ（６）（ｘ０＋ｓｈ）θ（ｓ）ｄｓ。

　　对方程（１）关于ｘ方向求一阶导，有：
Ｃ
０Ｄαｔｕｘ（ｘ，ｔ）＝ｕｘｘｘ（ｘ，ｔ）＋ｆｘ（ｘ，ｔ），

令ｘ →ｘ＋
０，并结合边界条件（３），得：

ｕｘｘｘ（ｘ０，ｔ）＝－ｆｘ（ｘ０，ｔ） （７）

　　对方程（１）关于ｘ方向求三阶导，得：
Ｃ
０Ｄαｔｕｘｘｘ（ｘ，ｔ）＝ｕｘｘｘｘｘ（ｘ，ｔ）＋ｆｘｘｘ（ｘ，ｔ）。

令ｘ →ｘ＋
０，注意到边界条件（３）和式（７），因此，
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ｕｘｘｘｘｘ（ｘ０，ｔ）＝－
Ｃ
０Ｄαｔｆｘ（ｘ０，ｔ）－ｆｘｘｘ（ｘ０，ｔ） （８）

将式（７）—（８）代入（６），并注意边界条件（３），得：

ＡＤαＮＵ
ｎ
０＝
２
ｈδｘＵ

ｎ
１
２
＋
ｈ
６ｆｘ

（ｘ０，ｔｎ）－
ｈ３

９０
［Ｃ
０Ｄαｔｆｘ（ｘ０，ｔｎ）＋ｆｘｘｘ（ｘ０，ｔｎ）］＋（Ｒｘ）

ｎ
０＋Ａｆ（ｘ０，ｔｎ）－Ａγ

ｎ

（９）

　　同样的，对于ｉ＝Ｍ，有：

ＡＤαＮＵ
ｎ
Ｍ ＝－

２
ｈδｘＵ

ｎ
Ｍ－

１
２
－
ｈ
６ｆｘ

（ｘＭ，ｔｎ）＋

ｈ３

９０
Ｃ
０Ｄαｔｆｘ（ｘＭ，ｔｎ）＋ｆｘｘｘ（ｘＭ，ｔｎ）［ ］＋（Ｒｘ）ｎＭ ＋Ａｆ（ｘＭ，ｔｎ）－Ａγ

ｎ （１０）

其中：（Ｒｘ）
ｎ
Ｍ ＝－ｈ

４／３６０∫
１

０
ｕ（６）（ｘＭ －ｓｈ，ｔｎ）θ（ｓ）ｄｓ。

对１≤ｉ≤Ｍ，使用引理１和式（４），则有：

ＡＤαＮＵ
ｎ
ｉ ＝δ

２
ｘＵｎｉ ＋（Ｒｘ）ｎｉ ＋Ａｆ（ｘｉ，ｔｎ）－Ａγ

ｎ，１≤ｉ≤Ｍ －１，１≤ｎ≤Ｎ （１１）

其中：（Ｒｘ）ｎｉ ＝
ｈ４

３６０∫
１

０
ｕ（６）（ｘｉ－ｓｈ，ｔｎ）＋ｕ

（６）（ｘｉ＋ｓｈ，ｔｎ）［ ］θ（ｓ）ｄｓ

忽略式（９）—（１１）中无穷小量 （Ｒｘ）ｎｉ －Ａγｎ，用数值解ｕｎｉ 替代真解Ｕｎｉ，建立如下紧差分格式：

ＡＤαＮｕｎｉ ＝δ２ｘｕｎｉ ＋Ａｆｎｉ ＋ｚｎｉ，０≤ｉ≤Ｍ，１≤ｎ≤Ｎ （１２）

ｕ０ｉ ＝φ（ｘｉ），０≤ｉ≤Ｍ （１３）
其中：

ｚｎ０＝－
ｈ
６ｆｘ

（ｘ０，ｔｎ）－
ｈ３

９０
Ｃ
０Ｄαｔｆｘ（ｘ０，ｔｎ）＋ｆｘｘｘ（ｘ０，ｔｎ）［ ］，

ｚｎＭ ＝
ｈ
６ｆｘ

（ｘＭ，ｔｎ）＋
ｈ３

９０
Ｃ
０Ｄαｔｆｘ（ｘＭ，ｔｎ）＋ｆｘｘｘ（ｘＭ，ｔｎ）［ ］，

ｚｎｉ ＝０，１≤ｉ≤Ｍ －１。

２　收敛性分析

这一部分对构造的数值格式（１２）—（１３）进行收敛性分析。在给出收敛性结果前，先引入下述记号和引
理。记

Ｐ＝
１
１２

１０　 ２
１　 １０　 １


１　 １０　 １

２　 １０

熿

燀

燄

燅Ｍ＋１

，Ｂ＝

－２　 ２
１ －２　 １


１ －２　 １

２ －２

熿

燀

燄

燅Ｍ＋１

，

Ｑ＝

槡１０　 ２

槡２　１０　 １
１　 １０　 １


１　 １０　 １

槡１　 １０　 ２

槡２　１０

熿

燀

燄

燅Ｍ＋１

，　　Ｔ＝

－ 槡２　 ２

槡２ －２　 １
１ －２　 １


１ －２　 １

１　 － 槡２　 ２

槡２ －２

熿

燀

燄

燅Ｍ＋１

，

通过计算检验可知Ｐ＝Ｊ－１　ＱＪ和Ｂ＝Ｊ－１　ＴＪ。
记：

Ｐｎ，ｎ－ｋ ＝Γ（２－α）
ταｎ，１≤ｋ＝ｎ，

ταｋ∑
ｎ

ｊ＝ｋ＋１

（ａｎ，ｋ＋１－ａｎ，ｋ）Ｐｎ，ｎ－ｊ，１≤ｋ≤ｎ－１。
烅
烄

烆
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　　引理２　对任意的网格函数ｕｎ ∈Ｖｈ，有：

（Ａｕｎ，ｕｎ）＝ Ｄｕｎ　 ２＊，　
１
２ ‖

ｕｎ‖２ ≤ Ｄｕｎ　 ２＊ ≤２‖ｕｎ‖２。

　　证明　由

ＪＱＪ＝
１
１２

５　 １
１　１０　 １


１　 １０　１

１　 ５

熿

燀

燄

燅Ｍ＋１

，

通过Ｇｅｒｓｇｏｒｉｎ圆盘定理，得ＪＱＪ的特征值是在１／２和１之间，则ＪＱＪ为对称正定矩阵。
（Ａｕｎ，ｕｎ）＝ｈ（Ｐｕｎ）ＴＪ２　ｕｎ＝ｈ（ｕｎ）ＴＪＱＴＪ－１　Ｊ２　ｕｎ＝ｈ（ｕｎ）ＴＪＱＴＪｕｎ＝ Ｄｕｎ　 ２＊，

其中矩阵Ｄ 由ＪＱＴＪ的Ｃｈｏｌｅｓｋｅｙ分解得到，即ＪＱＪ＝ＤＴＤ。

　　由 ‖ｕｎ‖２ ≤ ｕｎ　 ２＊ ≤２‖ｕｎ‖２ 可得：

１
２ ‖

ｕｎ‖２ ≤
１
２
ｕｎ　 ２＊ ≤ Ｄｕｎ　 ２＊ ≤ ｕｎ　 ２＊ ≤２‖ｕｎ‖２，

则引理得证。
引理３　对任意的网格函数ｕｎ ∈Ｖｈ，有：

－（δ２ｘｕｎ，ｕｎ）＝
１
ｈ２

Ｇｕｎ　 ２＊。

　　证明　由内积的定义，有：

－（δ２ｘｕｎ，ｕｎ）＝－
１
ｈ２
（Ｂｕｎ）ＴＪ２　ｕｎ＝－

１
ｈ２
（ｕｎ）ＴＪＴＴＪｕｎ＝

１
ｈ２

Ｇｕｎ　 ２＊，

其中矩阵Ｇ 由对称正定矩阵－ＪＴＴＪ的Ｃｈｏｌｅｓｋｅｙ分解得到，即－ＪＴＴＪ＝ＧＴＧ。
引理４［１４］　假设ｕ∈Ｃ２（０，Ｔ］∩Ｃ［０，Ｔ］，且存在正常数Ｃｕ ＞０，满足下列估计式：

ｕｔｔ（ｘ，ｔ）≤Ｃｕ（１＋ｔα－２），　０≤ｔ≤Ｔ，
则有：

∑
ｎ

ｊ＝１
Ｐｎ，ｎ－ｊ ≤

ｔαｎ
Γ（１＋α）

，

和

∑
ｎ

ｊ＝１
Ｐｎ，ｎ－ｊ γｊ ≤ＣｕＴαＮ－δα＋４δ－１　ＣｕＴαδ２　Ｎ－ｍｉｎ｛δα，２－α｝，ｎ≥１，

其中γｊ 的定义参见式（４）。
引理５［１４］　假设非负序列 ｛ωｎ，ξ

ｎ，ｙｎ｝Ｎｎ＝０ 满足：

ＤαＮ （ωｎ）２ ≤λ１（ωｎ）２＋（ξ
ｎ ＋ｙｎ）ωｎ，１≤ｎ≤Ｎ，

其中λ１ 为与时间步长τｎ 无关的非负常数，则有：

ωｎ ≤２Ｅα（２λｔαｎ）（ω０＋ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ∑

ｊ

ｌ＝１
ｐｊ，ｊ－ｌξ

ｌ＋
ｔαｎ

Γ（１＋α）
ｍａｘ
１≤ｌ≤ｎ
ｙｌ），１≤ｎ≤Ｎ，

其中时间步长τｎ ≤ （２λ（２－α））－
α
２，Ｅα（ｚ）＝∑

＋∞

α＝０

ｚｋ
（１＋ｋα）

是 Ｍｉｔｔａｇ－Ｌｅｆｆｌｅｒ函数且λ≤λ１。

定理１　假设系统（１）—（３）存在唯一的解，并且满足下列估计式：

‖ｕｔｔ‖Ｌ∞（ａ，ｂ）≤Ｃ（１＋ｔα－２），
则式（１２）—（１３）有唯一的数值解ｕｎ 存在且满足：

ｅｎ ＊ ≤Ｃ（Ｎ－ｍｉｎ｛δα，２－α，２α｝＋ｈ４），　‖ｅｎ‖ ≤Ｃ（Ｎ－ｍｉｎ｛δα，２－α，２α｝＋ｈ４），
其中：ｅｎ＝Ｕｎ－ｕｎ，常数Ｃ为与步长ｈ和Ｎ 无关的正常数。
证明　将系统（１）与式（１２）相减，得到下列误差方程：
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ＡＤαＮｅｎｉ ＝δ２ｘｅｎｉ ＋Ｒｎｉ ＋Ａγｎｉ （１４）

将式（１４）两边与ｅｎ 作内积，可得：
（ＡＤαＮｅｎ，ｅｎ）＝（δ２ｘｅｎ，ｅｎ）＋（Ｒｎ，ｅｎ）＋（Ａγｎ，ｅｎ） （１５）

现对方程（１５）中的每一项进行分析，通过柯西不等式，有：

（ＡＤαＮｅｎ，ｅｎ）＝（ａｎ，０Ａｅｎ－∑
ｎ－１

ｌ＝１

（ａｎ，ｎ－ｌ－１－ａｎ，ｎ－ｌ）Ａｅｌ－ａｎ，ｎ－１Ａｅ０，ｅｎ）≥ａｎ，０ Ｄｅｎ　 ２＊ －

１
２∑

ｎ－１

ｌ＝１

（ａｎ，ｎ－ｌ－１－ａｎ，ｎ－ｌ）（Ｄｅｌ　 ２＊ ＋ Ｄｅｎ　 ２＊）－
ａｎ，ｎ－１
２
（Ｄｅ０ ２

＊ ＋ Ｄｅｎ　 ２＊）＝

ａｎ，０
２

Ｄｅｎ　 ２＊ －
１
２∑

ｎ－１

ｌ＝１

（ａｎ，ｎ－ｌ－１－ａｎ，ｎ－ｌ）Ｄｅｌ　 ２＊ －
ａｎ，ｎ－１
２

Ｄｅ０ ２
＊ ＝

１
２
ＤαＮ Ｄｅｎ　 ２＊ （１６）

　　通过引理３，有：

－（δ２ｘｅｎ，ｅｎ）＝１／ｈ２　 Ｇｅｎ　 ２＊ （１７）
借助柯西不等式和引理２，下列估计式成立：

（Ｒｎ，ｅｎ）≤ Ｒｎ ＊ ｅｎ ＊ ≤槡２　Ｒｎ ＊ Ｄｅｎ ＊ （１８）
（Ａγｎ，ｅｎ）≤ Ｄγｎ ＊ Ｄｅｎ ＊ （１９）

将式（１６）—（１９）代入（１５）中，可得：

１
２
ＤαＮ Ｄｅｎ　 ２＊ ＋

１
ｈ２

Ｇｅｎ　 ２＊ ≤槡２　Ｒｎ ＊ Ｄｅｎ ＊ ＋ Ｄγｎ ＊ Ｄｅｎ ＊，

即：

ＤαＮ Ｄｅｎ　 ２＊ ≤ 槡２　２　Ｒｎ ＊ Ｄｅｎ ＊ ＋２　Ｄγｎ ＊ Ｄｅｎ ＊，

通过引理５，则有 Ｄｅｎ ＊ ≤２Ｅα（２ｔαｎ）（ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ∑

ｊ

ｌ＝１
Ｐｊ，ｊ－ｌ Ｄγｌ ＊ ＋

槡２ｔα
Γ（１＋α）

ＣＲｈ４）．

　　借助引理４，进一步得 ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ∑

ｊ

ｌ＝１
Ｐｊ，ｊ－ｌ Ｄγｌ ＊ ≤∑

Ｎ

ｌ＝１
ＰＮ，Ｎ－ｌ Ｄγｎ ＊ ≤ＣｕＮ－ｍｉｎ｛δα，２α，２－α｝，其中Ｃｕ是与ｕ

和ｆ有关的常数，则有 ｅｎ ＊ ≤Ｃ（Ｎ－ｍｉｎ｛δα，２α，２－α｝＋ｈ４）。 定理得证。

３　数值实验

在这一部分中，将通过数值算例验证数值算法（１２）—（１３）的有效性，其中非一致网格的参数δ＝
（２－α）／α．
例１　考虑如下诺依曼边界条件分数阶次扩散方程：

０Ｄαｔｕ（ｘ，ｔ）＝ｕｘｘ ＋Γ（１＋α）ｃｏｓ（πｘ）＋π２ｃｏｓ（πｘ）ｔα，ｘ∈ （０，１），ｔ∈ （０，０．５］，

ｕ（ｘ，０）＝０，ｘ∈ （０，１），

ｕｘ（０，ｔ）＝ｕｘ（１，ｔ）＝０，ｔ∈ （０，０．５］，
该定解问题的真解为ｕ（ｘ，ｔ）＝ｃｏｓ（πｘ）ｔα。
表１中给出不同时间步长 Ｎ＝５０，１００，２００，３００，Ｍ＝１００时的数值误差，从表中可以看出，格式

（１２）—（１３）的时间收敛阶是Ｎ－ｍｉｎ｛２－α，２α｝。表２给出步长ｈ＝Ｍ－４／ｍｉｎ｛２－α，２α｝时的数值误差，从表中可以看出，
对于不同的α＝２／５，２／３，４／５处格式（１２）—（１３）的空间收敛阶为４阶。图１给出当网格数Ｍ＝４００，Ｎ＝１００
时α＝２／３的数值解与真解的误差曲面图。图２给出当网格数Ｍ＝４００，Ｎ＝１００，ｔ＝０．５时不同参数α＝２／５，

２／３，４／５的数值解图像。上述的图表都表明，所构造数值格式是有效的。
例２　考虑如下方程：

０Ｄαｔｕ（ｘ，ｔ）＝ｕｘｘ ＋Γ（１＋α）ｘ４（ｘ－４）４－（１２ｘ２（ｘ－４）４＋３２ｘ３（ｘ－４）３＋１２ｘ４（ｘ－４）２）（１＋ｔα），

ｘ∈ （０，４），ｔ∈ （０，０．５］，ｕ（ｘ，０）＝ｘ４（ｘ－４）４，ｘ∈ （０，４），ｕｘ（０，ｔ）＝ｕｘ（４，ｔ）＝０，
该定解问题的真解为ｕ（ｘ，ｔ）＝ｘ４（ｘ－４）４（１＋ｔα）。
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表１　例１在时间方向上的数值误差和收敛阶

α Ｎ ‖ｅｎ‖ 收敛阶

α＝２／５　 ５０　 ５．１７５７×１０－５ —

１００　 １．７４５０×１０－５　 １．５６８５
２００　 ５．８５４１×１０－６　 １．５７５７
３００　 ３．０８４０×１０－６　 １．５８０７

α＝２／３　 ５０　 ７．５１７０×１０－５ —

１００　 ２．９８０４×１０－５　 １．３３４６
２００　 １．１８２６×１０－５　 １．３３３６
３００　 ６．８８７２×１０－６　 １．３３３４

α＝４／５　 ５０　 ８．１５０３×１０－５ —

１００　 ３．５５２３×１０－５　 １．１９８１
２００　 １．５５０９×１０－５　 １．１９５７
３００　 ９．５５２４×１０－６　 １．１９５２

表２　例１在空间方向上的数值误差和收敛阶

α Ｍ ‖ｅｎ‖ 收敛阶

α＝２／５　 ４　 ７．７５８３×１０－４ —

６　 １．５１２５×１０－４　 ４．０３２４
８　 ４．７６３５×１０－５　 ４．０１６１
１０　 １．９４７６×１０－５　 ４．００８２

α＝２／３　 ４　 ５．７１８９×１０－４ —

６　 １．１１３３×１０－４　 ４．０３６０
８　 ３．５０４３×１０－５　 ４．０１８１
１０　 １．４３１９×１０－５　 ４．０１０８

α＝４／５　 ４　 ５．２２２７×１０－４ —

６　 １．０１６１×１０－４　 ４．０３７４
８　 ３．１９８３×１０－５　 ４．０１８２
１０　 １．３０６７×１０－５　 ４．０１１５

图１　当步长Ｍ＝４００，Ｎ＝１００，α＝２／３时

例１的数值解与真解的误差曲面

图２　当步长Ｍ＝４００，Ｎ＝１００，ｔ＝０．５时不同

参数α＝２／５，２／３，４／５处例１的误差曲线

　　表３中给出不同时间步长 Ｎ ＝５０，１００，２００，３００，Ｍ ＝１００时的数值误差，表明时间收敛阶是

Ｎ－ｍｉｎ｛２－α，２α｝。表４选取步长ｈ＝Ｍ－４／ｍｉｎ｛２－α，２α｝验证对于不同的α＝２／５，２／３，４／５处格式（１２）—（１３）在空间方
向上是四阶收敛。图３给出当网格数Ｍ＝４００，Ｎ＝１００时α＝２／３数值解与真解的误差曲面。图４给出当网
格数Ｍ＝４００，Ｎ＝１００，ｔ＝０．５时不同参数α＝２／５，２／３，４／５的数值解与真解的误差图像。上述的图表都表
明所构造数值格式的有效性。
表３　例２在时间方向上的数值误差和收敛阶

α Ｎ ‖ｅｎ‖ 收敛阶

α＝２／５　 ５０　 １．８０６６×１０－１ —

１００　 ６．０９４１×１０－２　 １．５６７８
２００　 ２．０３８８×１０－２　 １．５７９７
３００　 １．０６８７×１０－２　 １．５９３１

α＝２／３　 ５０　 ３．２９４４×１０－１ —

１００　 １．３２６７×１０－１　 １．３１２２
２００　 ５．３０６９×１０－２　 １．３２１９
３００　 ３．０９７６×１０－２　 １．３２７８

α＝４／５　 ５０　 ４．１１３７×１０－１ —

１００　 １．８７５４×１０－１　 １．１３３２
２００　 ８．４５６６×１０－２　 １．１４９１
３００　 ５．２８５７×１０－２　 １．１５９０

表４　例２在空间方向上的数值误差和收敛阶

α Ｍ ‖ｅｎ‖ 收敛阶

α＝２／５　 １２　 ９．６２３７×１０－１ —

１６　 ３．００４７×１０－１　 ４．０４６３
２０　 １．２２０３×１０－１　 ４．０３８３
２４　 ５．８５４０×１０－２　 ４．０２８８

α＝２／３　 １２　 ７．１５２４×１０－１ —

１６　 ２．２０１０×１０－１　 ４．０９６６
２０　 ８．８８１５×１０－２　 ４．０６７０
２４　 ４．２４５８×１０－２　 ４．０４８１

α＝４／５　 １２　 ６．４８９４×１０－１ —

１６　 １．９９８１×１０－１　 ４．０９４７
２０　 ８．１０４９×１０－２　 ４．０４３７
２４　 ３．８９６０×１０－２　 ４．０１７８
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图３　当步长Ｍ＝４００，Ｎ＝１００时α＝２／３例２的

数值解与真解的误差曲面

图４　当步长Ｍ＝４００，Ｎ＝１００，ｔ＝０．５时不同

参数α＝２／５，２／３，４／５处例２的误差曲线

４　结　论

本文对分数阶次扩散方程提出了高精度的数值差分格式，并给出了该格式的收敛性分析。在收敛性分
析时，利用了该格式的系数矩阵性质和离散的能量方法，该证明方法丰富和发展了高精度数值算法的分析理
论。由于方程在时间趋于０时，解缺乏光滑性，文中假设解非光滑条件下，在时间方向上采用非一致网格网
格的Ｌ１格式近似，该格式的收敛精度为２－α阶。在后续研究中将讨论在解非光滑情形下，提高时间方向
上的收敛精度，以及证明在二维情形下无穷范数下的收敛性。
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