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基于残差神经网络模型的Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程数值解法

张殿焜，靳聪明
（浙江理工大学理学院，杭州３１００１８）

　　摘　要：为了求解Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程，特别是高维Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程，提出了一种采用残差神经网络求解
Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程的数值方法。首先在求解区域随机产生训练数据集，通过前向传播残差神经网络得到训练集上
的预测值；然后代入Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程得到离散格式，并定义损失函数，将解Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程转化为一个最小
二乘问题；最后利用残差神经网络进行优化求解。该方法形式简单，对高维Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程求解问题计算量无
显著增加。数值实验表明：该方法能有效求解Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程，且能取得很好的收敛精度；所训练的残差神经网
络不会出现网络退化现象，表现出稳定性好、泛化能力强等优点。
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０　引　言

１９４３年，心理学家 ＭｃＣｕｌｌｏｃｈ和数学逻辑专家Ｐｉｔｔｓ建立了神经元的数学模型（Ｍ－Ｐ模型），奠定了神经
网络模型的基础［１］。２０世纪，由于计算机计算能力的限制和高效训练算法的缺乏，神经网络并没有表现出



优异的学习能力。直到２００６年，大量已标注数据为神经网络的训练提供了数据准备，ＧＰＵ（图形处理器）为
深度神经网络的训练提供了高速硬件设备，Ｈｉｎｔｏｎ［２］提出的贪婪逐层预训练策略为深度神经网络的训练提
供了有效的训练方法，从而掀起了深度神经网络在工业界和学术界的研究热潮，并在人工智能领域的计算机
视觉［３］、自然语言处理［４］、情感分析［５－７］等高维问题中取得了巨大的成功。深度神经网络为高维数学问题提
供了新思路、新工具，表现出巨大的潜力。
深度神经网络在数值求解微分方程领域已经有了一些新进展。Ｙｉ等［８］将神经网络模型应用于求解

Ｌｙａｐｕｎｏｖ矩阵方程。Ｅ等［９－１１］将深度神经网络模型用于求解高维椭圆型偏微分方程、高维抛物型偏微分方
程和向后随机微分方程。Ｒａｙ等［１２］利用神经网络模型确定微分方程解的不连续区域，用于优化区域剖分。
积分方程作为近代数学的一个重要分支，与微分方程、算子理论等都有紧密的联系［１３］。由于大部分积

分方程解析解很难求得，因此必须考虑如何获得积分方程的数值解。Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程是一类重要的积分
方程，很多学者提出了不同的数值方法，如泰勒多项式逼近法［１４］、小波分析法［１５］、Ｇａｌｅｒｋｉｎ投影法［１６］、最大
熵方法［１７］、Ｎｙｓｔｒｍ方法［１８］、迭代法［１９－２０］等。目前提出的这些数值方法一般都是针对一维和二维积分方
程，由于随着积分方程维数增长计算量增长太快，出现维度灾难，很难用于求解高维Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程。
但在物理、金融等领域经常会遇到各种高维积分方程，因此需要寻找更有效的近似方法。
深度神经网络模型在求解高维问题方面已有很好的表现，基于此本文提出了一种残差神经网络求解

Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程的数值方法。该方法首先通过随机产生的数据集离散Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程；然后在此基
础上定义损失函数，通过训练残差神经网络极小化损失函数，得到Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程的近似解。

１　残差神经网络模型

神经网络是由大量神经元相互连接而形成的网络，神经网络架构示意图如图１所示。

图１　神经网络架构示意图

神经网络由输入层、隐藏层和输出层构成，图１中是
一个４层的神经网络，ＬａｙｅｒＬ１ 为输入层，ＬａｙｅｒＬ２ 和

ＬａｙｅｒＬ３ 为隐藏层，ＬａｙｅｒＬ４ 为输出层。其中：ｘ＝（ｔ１，

ｔ２）是神经网络的输入；ｂｊ（ｊ＝１，２，３）表示第ｊ层的阈值；

ｗｉ，ｊ（ｉ＝１，２，…，６，ｊ＝３，４，…，７）表示神经元ｉ和ｊ之间
的连接权重；ａｉ 为第ｉ个神经元各个输入的加权和；ｚｉ 为
第ｉ个神经元的输出（作为下一层的输入）；Ｆ（ｘ，θ）是整
个神经网络的输出，也是神经网络的预测值，θ 表示所有
权值ｗｉ，ｊ 和阈值ｂｊ 的参数向量，可以通过随机赋值进行初始化。神经元的输出由一非线性变换给出，例如
神经元５的输出为ｚ５＝φ（ａ５）＝φ（ｚ３·ｗ３，５＋ｚ４·ｗ４，５＋ｂ２），其中φ（·）为激活函数，本文使用的激活函数
为ＲｅＬＵ函数，即φ（ｔ）＝ｍａｘ｛０，ｔ｝。
设训练集φ＝｛（ｘ１，Ｙ１），（ｘ２，Ｙ２），…，（ｘｎ，Ｙｎ）｝有ｎ对数据，其中Ｙｉ为ｘｉ处的观测值。输入数据ｘｉ通

过输入层→隐藏层→输出层的过程称为前向传播（Ｆｏｒｗａｒｄ　ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ）。通过前向传播获得的预测值和观
测值之间一般会存在差异，通常定义一个损失函数（Ｌｏｓｓ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ）

ｌｏｓｓ（θ；ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｎ）＝
１
２∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｆ（ｘｉ，θ）－Ｙｉ）２ （１）

用于衡量机器学习模型的预测能力，学习的目标就是使这个损失函数尽可能的小。通过链式法则从输出层到
输入层逐层表示出损失函数关于参数θ的梯度方向，基于梯度下降法更新参数θ，这一过程称为误差的反向传
播（Ｂａｃｋ　ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ）。前向传播和反向传播交替进行，不断迭代调整参数θ，直至网络收敛到稳定状态。图１
这种含多个隐藏层的神经网络称为深度神经网络。关于深度神经网络模型相关概念及性质详见文献［２１］。
深度神经网络遇到的最大挑战是随着网络加深，极小化损失函数的过程就会越难，会出现梯度消失和梯

度爆炸等问题。一般的应对方法是寻找更好的激活函数或者数据正则化，这样梯度消失的问题得以有效控
制，但随着网络深度加深，又出现了错误率先降低后上升的网络退化问题。残差神经网络的提出不仅可以解
决梯度消失问题，还可以解决网络退化问题［２２］。深度残差神经网络的基本组成部分是残差块，其结构示意
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图２　残差块结构示意图

图如图２所示。
图２中的残差块有两层隐藏层。第一个隐藏层的输入为ｘ，它的输出

作为第二隐藏层的输入，就像一般的神经网络。第二个隐藏层的输出与残
差块输入ｘ的加和作为整个残差块的输出数据，即Ｈ（ｘ）＝φ（ｘ）＋ｘ（如果
是卷积神经网络，卷积层输出和输入元素维度必须相同）。在第二层输出值
加上ｘ，这条路径称作残差连接。将图２这种残差块一个一个串联起来，就
得到了残差神经网络。

２　残差神经网络求解Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程

Ｆｒｅｄｈｏｌｍ方程第二型积分方程［１３］的基本形式为：

ｆ（ｘ）－∫
Ω

ｋ（ｘ，ｙ）ｆ（ｙ）ｄｙ＝ｇ（ｘ） （２）

其中：ｘ，ｙ∈ΩＲｍ，ｋ（ｘ，ｙ）称为积分方程的核函数，ｇ（ｘ）为自由项。ｇ（ｘ）和ｋ（ｘ，ｙ）均已知，而ｆ（ｘ）
为未知函数。
下面用残差神经网络去学习ｆ（ｘ）。对任意一点ｘ∈Ω，设神经网络的输出Ｆ（ｘ，θ）是ｆ（ｘ）的近似。

在积分区域Ω 上随机取若干个点 ｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ｝作为训练集。把近似解Ｆ（ｘｉ，θ）代入式（２）并在训练集
上进行离散，可得到：

Ｆ（ｘｉ，θ）－∫
Ω

ｋ（ｘｉ，ｙ）Ｆ（ｙ，θ）ｄｙ＝ｇ（ｘｉ），　ｉ＝１，２，…，ｎ （３）

其中积分项∫
Ω

ｋ（ｘｉ，ｙ）Ｆ（ｙ，θ）ｄｙ可以利用蒙特卡罗方法进行数值积分，即：

∫Ω
ｋ（ｘｉ，ｙ）Ｆ（ｙ，θ）ｄｙ≈βｎ∑

ｎ

ｊ＝１
ｋ（ｘｉ，ｘｊ）Ｆ（ｘｊ，θ） （４）

其中β＝∫
Ω

ｄｘ表示积分区域的体积。接下来定义损失函数：

ｌｏｓｓｘ（θ）＝
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｆ（ｘｉ，θ）－βｎ∑

ｎ

ｊ＝１
ｋ（ｘｉ，ｘｊ）Ｆ（ｘｊ，θ）－ｇ（ｘｉ）（ ）２ （５）

用残差神经网络极小化损失函数训练参数θ，即求解如式（６）的最小二乘问题。

ｍｉｎ
θ
ｌｏｓｓｘ（θ） （６）

　　训练神经网络需要大量的数据，在计算过程中可以在积分区域Ω 上多次随机产生训练样本｛ｘｉ｝ｎｉ＝１，对
参数θ进行训练，从而得到Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程的近似解。
为了衡量所得残差神经网络模型的泛化能力，在积分区域Ω 上随机产生测试集Φ＝｛（ｘ１，Ｙ＊

１ ），（ｘ２，

Ｙ＊
２ ），…（ｘｎ，Ｙ＊

ｎ ）｝，其中Ｙ＊
ｉ 为式（２）的真解在ｘｉ处的取值。定义积分方程的真解Ｙ＊ 与神经网络学习得到

的近似解Ｆ（ｘ，θ）之间的泛化误差为

Ｅａｃｃｕｒａｃｙ＝
１
ｎ∑

ｎ

ｊ＝１

（Ｙ＊
ｉ －Ｆ（ｘｉ，θ））２ （７）

　　综上所述，残差神经网络求解Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程的算法如下：

ａ）初始化θ，即给所有权重和阈值随机赋值。

ｂ）随机产生一组训练样本 ｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ｝。

ｃ）前向传播得到Ｆ（ｘｉ，θ），ｉ＝１，２，…，ｎ。

ｄ）反向传播，更新θ，在此采用了Ａｄｍａ优化器。

ｅ）判断迭代次数是否大于给定的最大迭代次数，如成立，转步骤ｆ），否则转步骤ｂ）。

ｆ）输出整个神经网络参数值θ，得到残差神经网络的近似解。
残差神经网络模型求解Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程时，极小化问题（６）中参数θ的维数只与神经网络结构有关，计

算式（５）时乘法、除法的次数为ｎ（ｎ＋２），只与训练集的数据个数ｎ有关，只有函数ｋ（ｘ，ｙ）与ｇ（ｘ）的计算与方
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程的维数有关。文献［２３－２４］给出残差神经网络模型的后验误差与蒙特卡罗方法的理论误差Ｏ（１／槡ｎ）同阶，
与问题的维数无关。因此残差神经网络模型求解Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程时，计算量和误差依赖于神经网络的
结构和训练集的数据个数，而不依赖于问题的维数，因此在求解高维Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程时训练残差神经网
络时计算量不会显著增长。而传统的数值方法的误差和计算量都依赖于问题的维数，计算量随着维数的增
加指数增长，很难真正求解高维问题，如文献［２０，２５］中的方法在求解二维或四维Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程时精
度很高，但很难推广到高维问题。
本文采用的框架是ＴｅｎｓｏｒＦｌｏｗ，它是一个开源的、基于Ｐｙｔｈｏｎ的机器学习框架，由Ｇｏｏｇｌｅ公司开发，

在图像处理和分类、物体检测、机器翻译、推荐系统和自然语言处理等领域有着广泛的应用，是目前最热门的
机器学习框架。本文构建的残差神经网络深度为６层（如图３所示），含有两个残差块。训练网络过程中使
用Ａｄａｍ优化器，它是一阶优化算法，可以代替传统的随机梯度下降法，迭代更新神经网络参数θ。本文所
用的神经网络的Ｔｅｎｓｏｒｂｏａｒｄ可视化结构图如图４所示，其中ｒａｎｄｏｍ＿ｕｎｉｆ表示神经网络的输入层，ｆｃ５表
示神经网络的输出层，ｆｃ１、ｆｃ２、ｆｃ３、ｆｃ４表示神经网络的隐藏层，ｌｏｓｓ表示计算损失函数的模块，ａｃｃｕｒａｃｙ表
示计算泛化误差的模块，Ａｄａｍ＿ｏｐｔｉｍｉ…表示优化算法模块，箭头表示数据流动方向。比较图３和图４可
知，数据流在网络训练过程中与网络设计保持一致。

图３　残差神经网络示意图

图４　Ｔｅｎｓｏｒｂｏａｒｄ神经网络可视化结构图

３　数值实验分析

为了说明残差神经网络方法对Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程数值求解的有效性，本文对多个Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程
进行了数值求解。在计算过程中，在积分区域Ω内随机取ｎ＝１０００个点作为训练集训练残差神经网络，网络
结构如图３所示，训练迭代次数为２０００步。为了说明残差神经网络的泛化能力，每次训练完成后，在积分区
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域Ω 内随机取ｎ＝１０００个点作为测试集，计算由式（７）定义的泛化误差。
例１　求解下述第二类Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程［１７］：

ｆ（ｘ）－
３
２∫

１

０
ｅ　ｘ－ｙ　ｆ（ｙ）ｄｙ＋１＝０ （８）

该方程的精确解是

ｆ＊（ｘ）＝
３
４
３＋ｅ２

ｅ４－９
（ｅ２ｘ ＋ｅ２（１－ｘ））－１［ ］ （９）

　　Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程（８）中核函数是ｋ（ｘ，ｙ）＝ｅ　ｘ－ｙ ，自由项是ｇ（ｘ）＝－１，代入式（５）得残差神经网
络的损失函数。
图５和图６分别给出例１网络训练过程中损失函数和泛化误差的收敛曲线，表１给出损失函数和泛化

误差迭代结果的部分关键数据。

图５　例１的损失函数收敛曲线 图６　例１的泛化误差收敛曲线

表１　例１的损失函数值（ｌｏｓｓ函数值）和泛化误差（Ｅ ａｃｃｕｒａｃｙ）部分迭代结果

迭代次数 Ｅａｃｃｕｒａｃｙ ｌｏｓｓ函数值 迭代次数 Ｅａｃｃｕｒａｃｙ ｌｏｓｓ函数值

５　 ０．６３１２１　 ０．５８４２８　 ６１１　 ０．０７３６２　 ０．０１０１６
６　 ０．６２０８１　 ０．５５７６２ … … …
… … … １００８　 ０．０２０８０　 ０．０００８６

２０６　 ０．１２３３３　 ０．０２４４４　 １００９　 ０．０１９５５　 ０．０００８１
２０７　 ０．１２３２４　 ０．０２３３９ … … …
… … … １９９９　 ０．００７７８　 ０．０００９９

６１０　 ０．０７８６６　 ０．０１１８７　 ２０００　 ０．００８２０　 ０．０００２８

　　图５给出的损失函数收敛曲线表示式（５）定义的损失函数在训练迭代过程中的变化。在训练过程中，前

２００次迭代损失函数下降很快，１０００次迭代后损失函数下降到稳定状态，此后损失函数与１０－３ 同阶。图６
给出由式（７）定义的泛化误差收敛曲线的变化过程。迭代前２００步泛化误差迅速下降，以一定速度下降到

１０００步后，泛化误差稳定下来，与１０－２ 同阶。由此可见泛化误差和损失函数的收敛基本同步。
由图５、图６和表１可知，残差神经网络求解Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程有很好的收敛性，从而说明该方法是可

行的和有效的。
例２　考虑三维的Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程：

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）－∫
１

－１∫
１

－１∫
１

－１
ｋ（ｘ，ｙ，ｚ，ｓ，ｔ，ｖ）ｆ（ｓ，ｔ，ｖ）ｄｓｄｔｄｖ＝ｇ（ｘ，ｙ，ｚ），ｘ，ｙ，ｚ∈ ［－１，１］，

其中：ｋ（ｘ，ｙ，ｚ，ｓ，ｔ，ｖ）＝ｅ－ｘｓ－ｙｔ－ｚｖ，ｇ（ｘ，ｙ，ｚ）＝１－
１
ｘｙｚ

（ｅ－ｘ －ｅｘ）（ｅ－ｙ －ｅｙ）（ｅ－ｚ －ｅｚ），方程的精确解是

ｆ＊（ｘ，ｙ，ｚ）＝１。
图７和图８分别给出例２网络训练过程中损失函数和泛化误差的收敛曲线，表２给出损失函数和泛化

误差迭代结果的部分数据。网络训练迭代３００步时，损失函数和泛化误差同时收敛到稳定状态，损失函数与

１０－３ 同阶，泛化误差与１０－２ 同阶。因此，残差神经网络求解Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程有很好的收敛性，表明该方
法是可行的和有效的。
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图７　例２的损失函数收敛曲线 图８　例２的泛化误差收敛曲线

表２　例２的损失函数值（ｌｏｓｓ函数值）和泛化误差（Ｅａｃｃｕｒａｃｙ）部分迭代结果

迭代次数 Ｅａｃｃｕｒａｃｙ ｌｏｓｓ函数值 迭代次数 Ｅａｃｃｕｒａｃｙ ｌｏｓｓ函数值

５　 ０．６９７００　 ５３．４１０　 ３０３　 ０．０１２７９　 ０．００９１９
６　 ０．６８０８２　 ５０．９４７ … … …
… … … １４９１　 ０．０１０２０　 ０．０１２６９

１４１　 ０．０２１７９　 ０．０１３０５　 １４９２　 ０．０１００８　 ０．００２３３
１４２　 ０．０２１６５　 ０．０１４６８ … … …
… … … １９９９　 ０．００９４９　 ０．００７０３

３０２　 ０．０１３１４　 ０．００４０３　 ２０００　 ０．００９２７　 ０．００３０６

　　例３　考虑四维Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 积分方程［２５］：

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ）＝
１５
１６
ｘｙｚｗ－ｘｙｚｗ∫

１

０∫
１

０∫
１

０∫
１

０
ｆ（ｓ，ｔ，ｖ，ｒ）ｄｓｄｔｄｖｄｒ，　（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ）∈ ［０，１］４，

其中：ｋ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ，ｓ，ｔ，ｖ，ｒ）＝ｘｙｚｗ，ｇ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ）＝
１５
１６
ｘｙｚｗ。 其精确解为ｆ＊（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ）＝ｘｙｚｗ。

图９和图１０分别给出例３网络训练过程中损失函数和泛化误差的收敛曲线，表３给出损失函数和泛化
误差迭代结果的部分数据。网络训练迭代２００步时，损失函数和泛化误差同时收敛到稳定状态，损失函数与

１０－３ 同阶，泛化误差与１０－２ 同阶。

图９　例３的损失函数收敛曲线 图１０　例３的泛化误差收敛曲线

表３　例３的损失函数值（ｌｏｓｓ函数值）和泛化误差（Ｅａｃｃｕｒａｃｙ）部分迭代结果

迭代次数 Ｅａｃｃｕｒａｃｙ ｌｏｓｓ函数值 迭代次数 Ｅａｃｃｕｒａｃｙ ｌｏｓｓ函数值

５　 ０．１４７８６　 ０．０２７９６　 ２０８　 ０．０６２０５　 ０．００６２６
６　 ０．１４４１５　 ０．０２２０３ … … …
… … … １５４１　 ０．０６３５４　 ０．００７７８

１０５　 ０．０５４１０　 ０．００７７６　 １５４２　 ０．０６３１０　 ０．００７４１
１０６　 ０．０５０４７　 ０．００５５３ … … …
… … … １９９９　 ０．０６１６３　 ０．００７６７

２０７　 ０．０６５５６　 ０．００８５１　 ２０００　 ０．０６１５７　 ０．００７２７
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　　数值实验表明，残差神经网络模型求解不同维数的Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程时，当训练集取的数据个数ｎ相
同时，损失函数和泛化误差都能取得很好的收敛性，说明本文提出的方法可以有效求解高维Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分
方程，而计算量不会显著增长。数值结果显示损失函数和泛化误差的误差阶有时优于蒙特卡罗方法的理论

误差Ｏ（１／槡ｎ）。

４　结　论

本文基于深度神经网络可以有效解决高维问题的特性，构造残差神经网络求解Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程，此
方法不仅可以解决一维问题，对二维以及更高维度的积分方程也同样有效，且计算量没有显著提高，因此在
求解高维Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程有显著优势。该方法也可以推广到求解其它类型的积分方程。但该算法计算
精度还不够高，可以通过优化网络结构进一步提高计算精度，提高该方法的实用性，扩大使用范围。
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