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随机修正的Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ方程的大偏差原理

冉丽霞，陈　涌
（浙江理工大学理学院，杭州３１００１８）

　　摘　要：为了得到随机修正的Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ方程中罕见事件发生概率的指数型估计，研究该方程的大偏差原

理。利用弱收敛的方法证明正则化随机修正的Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ方程的解满足大偏差原理；然后通过建立正则化方程

的解的分布与随机修正的Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ方程的解的分布之间的指数等价性，得到随机修正的Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ方程

的解的大偏差原理。结果表明：当随机修正的Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ方程中随机干扰的强度充分小时，罕见事件发生大的

偏差的概率是指数量级的小。
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Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃａｌｌｙ　ｍｏｄｉｆｉｅｄ　Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ　ｅｑｕａｔｉｏｎ；ｒｅｇｕｌａｒｉｔｙ；ｌａｒｇｅ　ｄｅｖｉａｔｉｏｎ　ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ

０　引　言

本文主要考虑随机修正的Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ方程的Ｃａｕｃｈｙ问题，该问题可以描述为：

ｄｍ＋（ｕｍｘ＋２ｍｕｘ）ｄｔ＋槡εｄＷ（ｔ）＝０，ｔ＞０，ｘ∈Ｓ
ｕ（０，ｘ）＝ｕ０（ｘ）
烅
烄

烆
（１）

其中：ｍ＝Λ２ｋｕ＝ （１－２ｘ）ｋｕ；ｕ（ｘ，ｔ）表示在ｔ时刻在空间方向ｘ的流体速度；ｕ０表示初始时刻的速度；Ｗ（ｔ）



是维纳过程；Ｓ是瓗上的一个周期区域；ε＞０。本文主要讨论参数ｋ＝２的情况，即ｍ＝Λ４　ｕ＝ （１－２ｘ）２　ｕ。

　　随机修正的Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ方程是在修正的Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ方程的基础上得到的。Ｃｏｎｓｔａｎｔｉｎ等［１－２］

导出的从同态群扩散到不变空间Ｈｋ的测地线方程即为修正的Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ方程，修正的Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ
方程的Ｃａｕｃｈｙ问题可描述为：

ｍｔ＋ａｕｘｍ＋ｂｕｍｘ＝０，ｔ＞０，ｘ∈ 瓗
ｕ（ｘ，０）＝ｕ０（ｘ）｛ （２）

其中：ａ，ｂ为正常数，ｍ＝Λ２ｋｕ＝（１－２ｘ）ｋｕ，ｋ∈ 瓔；ｍｔ，ｍｘ 分别表示ｍ 关于ｔ和ｘ的偏导数。当ａ＝２，

ｂ＝１，ｋ＝０或者１时，方程（２）分别为ＫｄＶ方程和Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ方程。
关于修正的Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ方程（２）的研究，Ｍａｌａｃｈｌａｎ等［３］讨论了弱解的存在性和解的适定性，并且

证明了周期Ｃａｕｃｈｙ问题的解在空间Ｈｓ（ｓ＞７／２）上是局部适定的；Ｍｕ等［４］讨论了在非周期情况下，解在
Ｈｓ（瓗）（ｓ＞７／２）空间的局部适定性；Ｆｕ等［５］讨论方程（２）的Ｃａｕｃｈｙ问题，证明解在Ｈｓ（瓗）（ｓ＞７／２）空
间是不一致连续的；冉丽霞等［６］证明，对于给定的初值ｕ０ ∈Ｌ２（瓗），耗散修正的Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ方程在低
正则性空间中解的存在唯一性。
由于地球物理和气候动力学中存在一些不确定性，在数学模型中考虑随机效应已被广泛认可。根据随

机变分法［７－８］，Ｃｒｉｓａｎ等［９］引入了如下随机 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ函数：

Ｈ～１（ｍ）＝
１
２∫瓗

（ｕ２＋ｕ２ｘ）ｄｘ＋∫瓗
ｍ∑

Ｎ

ｉ＝１
ξ
ｉ（ｘ）○ｄＷｉ

ｔｄｘ，

得到如下的随机扰动的Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ方程：

ｄｍ＋（ｍｘｕ＋２ｍｕｘ）ｄｔ＋∑
Ｎ

ｉ＝１

（ｍｘξ
ｉ＋２ｍξ

ｉ
ｘ）○ｄＷｉ

ｔ＝０，

其中：ｍ＝（１－２ｘ）ｕ。利用李群上测地线流的一些结果和具有２循环的新Ｃｌｅｂｓｃｈ动量图方法，得到了如下
的随机修正的Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ方程：

ｄｍ＋（ｕｍｘ＋２ｍｕｘ）ｄｔ＋σ（ｋ）ｋｘｍ ○ｄＷ（ｔ）＝０，ｔ＞０，ｘ∈Ｓ
ｕ（０，ｘ）＝ｕ０（ｘ）｛ （３）

　　大偏差理论广泛应用于概率和统计中。Ｖａｒａｄｈａｎ［１０］建立了有限维随机微分方程的大偏差理论。

Ｂｕｄｈｉｒａｊａ等［１１］建立了弱收敛方法，得到了一类无穷维随机偏微分方程的大偏差原理。近年来，文献［１２－１４］
通过弱收敛方法得到了许多随机偏微分方程的大偏差原理。由于方程（１）特殊的非线性结构，无法直接利用
弱收敛方法得到方程（１）解的大偏差原理，可以先得到方程（１）的正则化方程解的大偏差原理，进而等到方程
（１）解的大偏差原理。
本文研究随机修正的Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ方程的大偏差原理。首先建立随机正则化方程的大偏差原理，其

次证明正则化方程解的分布与随机修正的Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ方程的解的分布之间的指数等价性，从而得到了
随机修正的Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ方程的解的大偏差原理。

１　正则化方程的大偏差

方程（１）可以写作：

ｄｕ＋ｕｕｘｄｔ＋ｆ（ｕ）ｄｔ＋（１－２ｘ）－２槡εｄＷ（ｔ）＝０，ｔ＞０，ｘ∈Ｓ
ｕ（０，ｘ）＝ｕ０（ｘ）
烅
烄

烆
（４）

其中：ｆ（ｕ）＝ｘ （１－２ｘ）－２（ｕ２＋２ｕ２ｘ －
５
２
ｕ２ｘｘ －５ｕｘｕｘｘｘ）。 令ｕε 为方程（４）的解，讨论ｕε 在Ｃ（［０，Ｔ］；

Ｈｓ（Ｓ））上的大偏差。
为了讨论方程（４）解的大偏差，首先考虑以下的正则化方程：

ｄｕ＋ｕｕｘｄｔ＋ｆ（ｕ）ｄｔ＋（１－２ｘ）－２槡εｄＷη（ｔ）＝０，ｔ＞０，ｘ∈Ｓ
ｕ（０，ｘ）＝ｕ０η（ｘ）
烅
烄

烆
（５）

这里０＜η＜１／４，ｕ０η＝ｕ０＊λη，Ｗη＝Ｑ＊λη（Ｑ为Ｗ 的协方差算子），λη为Ｆｒｉｅｄｒｉｃｈｓ光滑函数，＊表示卷积。
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设 ε：Ｃ（［０，Ｔ］；Ｌ２）→Ｃ（［０，Ｔ］；Ｈｓ）为一个可测函数，则ｕη＝
ε（Ｗη）

［１４］。这里令ｕｖ（·）＝
ε（Ｗη（·）＋

１

槡ε∫
·

０
ｖη（ｓ）ｄｓ），通过Ｇｉｒｓａｎｏｖ定理可知，ｕｖ（·）是方程在 ［０，Ｔ］上的温和解，方程可以表示为：

ｄｕｖ＋ｕｖｕｖｘｄｔ＋ｆ（ｕｖ）ｄｔ＋（１－２ｘ）－２（ｖｄｔ＋槡εｄＷη（ｔ））＝０，ｔ＞０，ｘ∈Ｓ
ｕｖ（０，ｘ）＝ｕ０η（ｘ）
烅
烄

烆
（６）

令 为Ｈｓ －值Ｆｔ －可料过程，满足 ‖ｖ‖Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｈｓ）＜ ∞，Ｐ－ａ．ｓ．，并且有如下定义：

ＳＭ ｛ｖ∈Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｈｓ）：∫
Ｔ

０
‖ｖ‖２Ｈｓｄｔ≤Ｍ｝，

Ｍ ｛ｖ∈ ：ｖ（ω）∈ＳＭ，Ｐ－ａ．ｓ．｝
其中：Ｍ ＞０。 为了说明当ε→０时ｕη 满足拉普拉斯原理，需要验证如下假设：
假设１　存在一个可测函数 ０：Ｃ（［０，Ｔ］；Ｌ２（瓗））→Ｃ（［０，Ｔ］；Ｈｓ），有：

ａ）如果当ε→０时，｛ｕε∈ Ｍ：ε＞０｝对于０＜Ｍ ＜∞ 在分布意义下收敛到ｖ∈ＳＭ，则 ε（Ｗ０（·）＋
１

槡ε∫
·

０
ｖη（ｓ）ｄｓ）在分布意义下收敛到

０（∫
·

０
ｖη（ｓ）ｄｓ）。 令ｕｖ＝

０（∫
·

０
ｖη（ｓ）ｄｓ），则ｕｖ 为如下方程的解：

ｄｕｖ＋ｕｖｕｖｘｄｔ＋ｆ（ｕｖ）ｄｔ＋（１－２ｘ）－２ｖｄｔ＝０，ｔ＞０，ｘ∈Ｓ
ｕｖ（０，ｘ）＝ｕ０η（ｘ）｛ （７）

　　ｂ）集合ＫＭ ＝｛
０（∫

·

０
ｖη（ｓ）ｄｓ）：ｖ∈ＳＭ｝在空间Ｃ（［０，Ｔ］；Ｈｓ）对任意的Ｍ ＞０是紧的。

为了建立随机正则化方程（６）的大偏差原理，首先建立方程（６）解的估计。
引理１　令ｓ＞７／２，则ｆ（ｕ）在空间Ｃ（［０，Ｔ］；Ｈｓ）上满足：

ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ］

‖ｆ（ｕ）‖２Ｈｓ ≤Ｃ‖ｕ‖４Ｈｓ （８）

其中：Ｃ为常数。

证明　因为ｆ（ｕ）＝ｘ （１－２ｘ）－２［ｕ２＋２ｕ２ｘ －
５
２
ｕ２ｘｘ －５ｕｘｕｘｘｘ），则有：

‖ｆ（ｕ）‖２Ｈｓ ＝‖ｘ （１－２ｘ）－２［ｕ２＋２ｕ２ｘ －
５
２
ｕ２ｘｘ －５ｕｘｕｘｘｘ）‖

２

Ｈｓ

≤Ｃ（‖ｕ２‖２Ｈｓ ＋‖ｕ２ｘ‖２Ｈｓ－３＋‖ｕ２ｘｘ‖２Ｈｓ－３＋‖ｕｘｕｘｘｘ‖２Ｈｓ－３）
≤Ｃ（‖ｕ‖２Ｈｓ ‖ｕ‖２Ｈｓ ＋‖ｕ‖２Ｈｓ ‖ｕ‖２Ｈｓ ＋‖ｕ‖２Ｈｓ ‖ｕ‖２Ｈｓ ＋
　 ‖ｕ‖４Ｈｓ）≤Ｃ‖ｕ‖４Ｈｓ．

　　引理２　令ｓ＞７／２，则ｕｖ、ｕｖ 以及ｕη 在空间Ｃ（［０，Ｔ］；Ｈｓ）上满足：

ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ］

‖ｕｖ‖２Ｈｓ ≤Ｃ （９）

ｌｉｍ
Ｒ→＋∞

ｓｕｐ
０＜ε＜１
εｌｎＰ（ｓｕｐ

ｔ∈［０，Ｔ］
‖ｕｖ‖２Ｈｓ ＞Ｒ）＝－∞ （１０）

ｌｉｍ
Ｒ→＋∞

ｓｕｐ
０＜ε＜１
εｌｎＰ（ｓｕｐ

ｔ∈［０，Ｔ］
‖ｕη‖２Ｈｓ＋ｋ ＞Ｒη－

ｋ
２）＝－∞ （１１）

　　证明　方程（６）两边同乘ΛｓｕｖΛｓ－２，然后对ｘ 和ｔ进行积分，通过引理１，Ｈｌｄｅｒ不等式和Ｙｏｕｎｇ不等
式，可以得到：

‖ｕｖ‖２Ｈｓ ≤Ｃ（１＋∫
ｔ

０
‖ｕｖ‖４ｓｄｒ） ｙ（ｔ）．

　　因为ｙ′（ｔ）≤ｙ２（ｔ），所以ｙ（ｔ）＜
Ｃ
ｔ－１

，则有：

ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ］

‖ｕｖ‖２Ｈｓ ≤Ｃ．

　　由此可得到式（９）成立。

令Φη（ｔ）＝∫
ｔ

０
（１－２ｘ）－２ｄＷη，φ（ｔ）＝ｕｖ（ｔ）－槡εΦη（ｔ），则φ（ｔ）也是具有随机系数的确定性方程的一

个温和解，可以表示为：

φ′＝－ｆ（φ＋槡εΦη，（φ＋槡εΦη）ｘ）－（１－２ｘ）－１（φｖ） （１２）
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这里的ｆ（φ＋εΦη，（φ＋εΦη）ｘ）与方程（４）中的ｆ（ｕ）表达式相同。
对于Ｒ ＞０，定义如下的停时：

τ
Ｒ
＝ｉｎｆ｛ｔ∈ ［０，Ｔ］；槡ε ‖Φη（ｔ）‖２ｓ ＞Ｒ，槡ε ‖Φη（ｔ）‖２ｓ＋１ ＞Ｒ）｝．

其中：Ｔ ＜
１

Ｃ（Ｒ）‖φ０‖
２Ｐ
Ｈｓ
。 类似于式（９）的证明，则有：

‖φ‖
２
Ｈｓ ≤ ‖φ０‖

２
Ｈｓ ＋Ｃ（Ｒ）∫

Ｔ

０
‖φ‖

４
Ｈｓｄｒ，

因为ｐ≥２，则有：

ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ∧τＲ

］
‖φ‖

２ｐ
Ｈｓ ＜

～
‖φ０‖

２ｐ
Ｈｓ ＋Ｃｐ（Ｒ）∫

Ｔ

０
ｓｕｐ

ｒ∈［０，Ｔ∧τＲ
］
‖φ（ｒ）‖

４ｐ
Ｈｓｄｔ （１３）

因此有：

（ ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ∧τＲ

］
‖φ‖

２ｐ
Ｈｓ）１／ｐ ≤ ‖φ０‖

２ｐ
Ｈｓ

１－Ｃ（Ｒ）‖φ０‖
２ｐ
ＨｓＴ（ ）１／ｐ ≤ ‖φ０‖

２
Ｈｓ

１－Ｃ（Ｒ）‖φ０‖
２
ＨｓＴ

（１４）

（ ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ∧τＲ

］）１／ｐ≤ （ ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ∧τＲ

］）１／ｐ＋（ ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ∧τＲ

］）１／ｐ≤ ‖φ０‖
２
Ｈｓ

１－Ｃ（Ｒ）‖φ０‖
２
ＨｓＴ

＋Ｒ （１５）

通过指数鞅不等式［１５］，可以得到：

Ｐ（τ
Ｒ ≤Ｔ）≤ｅ

－Ｒ／ε （１６）

对于以上的Ｒ，令ｑ＝１／ε，通过式（１５）有：

εｌｎＰ（ ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ∧τＲ

］
‖ｕｖ‖２Ｈｓ ＞Ｒ）≤εｌｎ

Ｅ　 ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ∧τＲ

］
‖ｕｖ‖

２ｑ
Ｈｓ

Ｒｑ ≤ｌｎ
‖φ０‖

２
Ｈｓ

１－Ｃ（Ｒ）‖φ０‖
２
ＨｓＴ

＋Ｒ（ ）－ｌｎ（Ｒ）
（１７）

其中：Ｅ表示期望。这里Ｒ →＋∞。
联立式（１６）—（１７）可以得到：

ｌｉｍ
Ｒ→＋∞

ｓｕｐ
０＜ε＜１
εｌｎＰ（ｓｕｐ

ｔ∈［０，Ｔ］
‖ｕｖ‖２Ｈｓ ＞Ｒ）＝－∞．

即证明了式（９）成立方程，式（１０）的证明类似。
以上对正则化方程的解做了非线性估计，下面证明正则化方程解的大偏差原理。
定理１　如果｛ε（Ｗ（·））｝满足假设１，则在空间Ｌ２（Ω；Ｃ（［０，Ｔ］；Ｈｓ））中解集｛ｕη：ε＞０｝满足拉普拉

斯原理，其中速度函数定义为：

Ｉ（ｈ）＝
１
２
ｉｎｆ｛‖ｕｖ‖２Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｈｓ）：ｈ＝ｕｖ，ｖ∈Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｈｓ）｝ （１８）

其中ｉｎｆ ＝∞。
证明　根据文献［１１］中的弱收敛方法，只需证明假设１成立，即可证得定理１成立。

先证明假设１ｂ）成立。通过ＳＭ 的弱紧致性，取集合ｖε ∈ＳＭ 的子序列，该子序列弱收敛到极限ｖ∈
ＳＭ，最终的目的是证明ｕｖε 在Ｃ（［０，Ｔ］；Ｈｓ））中收敛于ｕｖ。 令ｗ＝ｕｖ－ｕｖε，ｇ＝ｕｖ＋ｕｖε，则有：

ｄｗ＝
１
２ｘ

（ｗｇ）ｄｔ＋［ｆ（ｕｖε）－ｆ（ｕｖ）］ｄｔ＋（１－２ｘ）－２（ｖε－ｖ）ｄｔ，

上式两边同乘Λｓ　ｗΛｓ 可得：

‖ｗ‖２Ｈｓ ＝
１
２∫

ｔ

０
（Λｓ　ｗ，Λｓ＋１（ｗｇ））ｄτ＋∫

ｔ

０
（Λｓ　ｗ，Λｓ［ｆ（ｕｖ）－ｆ（ｕｖε）］）ｄτ＋∫

ｔ

０
（Λｓ　ｗ，Λｓ－２（ｖε－ｖ））ｄτ．

通过嵌入定理、Ｈｌｄｅｒ不等式可以得到：

１
２∫

ｔ

０
（Λｓ　ｗ，Λｓ＋１（ｗｇ））ｄτ＋∫

ｔ

０
（Λｓ　ｗ，Λｓ［ｆ（ｕｖ）－ｆ（ｕｖε）］）ｄτ＋∫

ｔ

０
（Λｓ　ｗ，Λｓ－２（ｖε－ｖ））ｄτ≤

Ｃ∫
ｔ

０
‖ｗ‖Ｈｓ［‖ｕｖ‖Ｈｓ＋１ ‖ｕｖε‖Ｈｓ＋１＋（‖ｕｖ‖Ｈｓ ＋‖ｕｖε‖Ｈｓ）‖ｕｖε －ｕｖ‖Ｈｓ ＋

６７３ 　　　　　　　　浙　江　理　工　大　学　学　报（自然科学版） ２０２０年　第４３卷



‖ｖε－ｖ‖２Ｈｓ－２］ｄτ≤Ｃ∫
ｔ

０
‖ｗ‖２Ｈｓｄτ＋∫

ｔ

０
‖ｖε－ｖ‖２Ｈｓ－２ｄτ （１９）

由式（１９）可以得到：

ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ］

‖ｗ‖２Ｈｓ ≤Ｃ∫
Ｔ

０
ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ］

‖ｗ‖２Ｈｓｄτ＋∫
ｔ

０
‖ｖε－ｖ‖２Ｈｓ－２ｄτ，

通过Ｇｒｏｎｗａｌｌ’ｓ不等式，有：

ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ］

‖ｗ‖２Ｈｓ ≤ｅＣＴ∫
ｔ

０
‖ｖε－ｖ‖２Ｈｓ－２ｄτ （２０）

由上可得到在空间Ｃ（［０，Ｔ］；Ｈｓ）上当ε→０时ｕｖε →ｕｖ。

接下来证明假设１ａ）成立。为了验证假设１ａ），假设｛ｖε｝ Ｍ 和ｖε在分布意义下收敛于ｖ∈ＳＭ。证

明当ε→０时 ε（Ｗ０（·）＋
１

槡ε∫
·

０
ｖη（ｓ）ｄｓ）在分布意义下收敛到 ０（∫

·

０
ｖη（ｓ）ｄｓ）。 由于ＳＭ 是Ｐｏｌｉｓｈ空间，根据

Ｓｋｏｒｏｈｏｄ表示定理，可以在概率空间上找到随机变量 （ｖ槇ε，ｖ槇，Ｗ
～

ε，Ｗ
～
），使得 （ｖ槇ε，Ｗ

～

ε）和（ｖ槇，Ｗ
～
）具有与 （ｖε，

Ｗε）和（ｖ，Ｗ）相同的分布，相应地，在ＳＭ 中ｖ槇ε →ｖ槇。 用Ｗ
～

εη、ｖ槇εη 替换Ｗη、ｖη，则ｕｖ槇ε 为方程
（６）的解，同样

地对应ｖ槇η，ｕｖ 为形如方程（７）的方程的解。唯一温和解的存在意味着 （ｖ槇εη，ｕｖε）和（ｖ槇η，ｕｖ）分别具有与（ｖεη，

ｕｖε）和（ｖη，ｕｖ）相同的联合分布。由上可知，若在ＳＭ 中当ε→０时ｖε →ｖ，则在分布意义下ｕｖε →ｕｖ。

令ｗ＝ｕｖ－ｕｖε，ｇ＝ｕｖ＋ｕｖε，则ｗ 满足：

ｄｗ＝
１
２ｘ

（ｗｇ）ｄｔ＋［ｆ（ｕｖ）－ｆ（ｕｖε）］ｄｔ＋（１－２ｘ）－２（（ｖε－ｖ）ｄｔ＋槡εｄＷη）．

定义停时：

τ
Ｒ
＝ｉｎｆ　ｔ∈ ［０，Ｔ］；‖ｕｖε‖２ｓ ＞Ｒ｛ ｝，Ｒ ＞０．

对 ‖ｗ（ｔ∧τＲ）‖
２
ｓ 运用Ｉｔ公式，可以得到：

‖ｗ（ｔ∧τＲ）‖
２
Ｈｓ ≤

１
２∫

ｔ∧τＲ

０
（Λｓ　ｗ，Λｓ＋１（ｗｇ））ｄτ＋∫

ｔ∧τＲ

０
（Λｓ　ｗ，Λｓ［ｆ（ｕｖ）－ｆ（ｕｖε）］）ｄτ＋

∫
ｔ∧τＲ

０
（Λｓ　ｗ，Λｓ－２（ｖε－ｖ））ｄτ＋槡ε∫

ｔ∧τＲ

０
（Λｓ　ｗ，Λｓ－２ｄＷη） （２１）

类似式（１９），可以得到：

１
２∫

ｔ∧τＲ

０
（Λｓ　ｗ，Λｓ＋１（ｗｇ））ｄτ＋∫

ｔ∧τＲ

０
（Λｓ　ｗ，Λｓ［ｆ（ｕｖ）－ｆ（ｕｖε）］）ｄτ＋∫

ｔ∧τＲ

０
（Λｓ　ｗ，Λｓ－２（ｖε－ｖ））ｄτ≤

Ｃ∫
ｔ∧τＲ

０
‖ｗ‖２Ｈｓｄτ＋∫

ｔ∧τＲ

０
‖ｖε－ｖ‖２Ｈｓ－２ｄτ （２２）

通过ＢＤＧ不等式可以得到：

Ｅ　ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ］

槡ε∫
ｔ∧τＲ

０
（Λｓ　ｗ，Λｓ－２ｄＷη）≤Ｃ槡ε∫

Ｔ

０
Ｅ　 ｓｕｐ
ｒ∈［０，ｔ∧τＲ

］
‖ｗ（ｒ）‖２Ｈｓｄｔ （２３）

联立式（２１）—（２３）可以得到：

Ｅ　 ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ∧τＲ

］
‖ｗ‖２ｓ ≤Ｃ（１＋槡ε）∫

Ｔ

０
Ｅ　 ｓｕｐ
ｒ∈［０，ｔ∧τＲ

］
‖ｗ（ｒ）‖２Ｈｓｄｔ＋∫

ｔ∧τＲ

０
‖ｖε－ｖ‖２Ｈｓ－２ｄτ，

通过Ｇｒｏｎｗａｌｌ’ｓ不等式，有：

Ｅ　 ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ∧τＲ

］
‖ｗ‖２ｓ ≤ｅＣ（１＋槡ε）∫

ｔ∧τＲ

０
‖ｖε－ｖ‖２Ｈｓ－２ｄτ （２４）

由上可得在空间Ｃ（［０，Ｔ］；Ｈｓ）上当ε→０时ｕｖε →ｕｖ。
取 δ＞０，由引理１可知存在一个常识Ｍ ＞０，从而对于Ｒ ＞Ｍ 有：

Ｐ（τ
Ｒ ≤Ｔ）≤Ｐ（ｓｕｐｔ∈［０，Ｔ］

‖ｕｖε‖２Ｈｓ ＞Ｒ）≤
δ
２
．

因此有：
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Ｐ（ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ］

‖ｗ（ｔ∧τＲ）‖Ｈｓ ＞λ）≤
δ
２
．

以上证明了ｗ 在空间Ｃ（［０，Ｔ］；Ｈｓ）上的概率收敛到０，则定理１的证明完毕。

２　指数等价性

本节建立方程（４）的解的分布和方程（５）的解的分布之间的指数等价性。

引理３　令ｓ＞７／２，对于 λ＞０有：

ｌｉｍ
ε→０
εｌｎＰ（ｓｕｐ

０∈［０，Ｔ］
‖ｕη－ｕε‖２Ｈｓ ＞λ）＝－∞ （２５）

　　证明　对于Ｒ ＞０，定义停时：

τ
Ｒ
＝ｉｎｆ｛ｔ∈ ［０，Ｔ］；‖ｕε‖２Ｈｓ ＞Ｒ，‖ｕη‖２Ｈｓ＋ｋ ＞Ｒ（ｋ＝０，１）｝．

令ｗ＝ｕη－ｕε，ｇ＝ｕη＋ｕε，则ｗ 满足：

ｄｗ＝
１
２ｘ

（ｗｇ）ｄｔ＋［ｆ（ｕη）－ｆ（ｕε）］ｄｔ＋槡ε （１－２ｘ）－２（ｗｄＷη＋ｄ（Ｗη－Ｗ）），

利用Ｉｔ公式，可以得到：

‖ｗ（ｔ∧τＲ）‖
２
Ｈｓ ≤ ‖ｗ０‖２Ｈｓ ＋

１
２∫

ｔ∧τＲ

０
（Λｓ　ｗ，Λｓ＋１（ｗｇ））ｄτ＋∫

ｔ∧τＲ

０
（Λｓ　ｗ，Λｓ［ｆ（ｕｖ）－ｆ（ｕｖε）］）ｄτ＋

∫
ｔ∧τＲ

０
（Λｓ　ｗ，Λｓ－１ｄＷη）＋∫

ｔ∧τＲ

０
（Λｓ　ｗ，Λｓ－１（ｄＷη－ｄＷ））＝‖ｗ０‖２Ｈｓ ＋Ａ＋Ｂ （２６）

其中：

Ａ＝
１
２∫

ｔ∧τＲ

０
（Λｓ　ｗ，Λｓ＋１（ｗｇ））ｄτ＋∫

ｔ∧τＲ

０
（Λｓ　ｗ，Λｓ［ｆ（ｕｖ）－ｆ（ｕｖε）］）ｄτ＋∫

ｔ∧τＲ

０
（Λｓ　ｗ，Λｓ－１ｄＷη），

Ｂ＝∫
ｔ∧τＲ

０
（Λｓ　ｗ，Λｓ－１（ｄＷη－ｄＷ））．

类似于式（１９），可以得到：

Ｅ　ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ］

Ａ ≤ＣＥ∫
Ｔ∧τＲ

０
‖ｗ‖２Ｈｓｄτ． （２７）

　　为了估计随机项Ｂ，需要以下结论［１６－１７］：存在一个普遍的常数ｃ，使得对于任意的ｑ≥２和连续鞅Ｍｔ，

其中Ｍ０＝０，有：

‖Ｍ ＊
ｔ ‖Ｌｑ（Ω）≤ｃｑ１／２ ‖ 〈Ｍｓ〉１／２‖Ｌｑ （２８）

其中：Ｍ ＊
ｔ ＝ｓｕｐ

０≤ｓ≤ｔ
Ｍｓ 。

由式（２８），以及 Ｈｌｄｅｒ不等式和Ｙｏｕｎｇ不等式，可以得到：

（Ｅ［ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

Ｂ］ｑ）２／ｑ≤Ｃ槡ε ［Ｅ（∫
Ｔ∧τＲ

０
‖ｗ‖２Ｈｓ ‖ｑ‖２Ｌ０，ｓ－１２ ｄｒ）

ｑ／２
］
２／ｑ

≤

Ｃ槡ε ［Ｅ（∫
Ｔ∧τＲ

０
‖ｗ‖４Ｈｓｄｒ）

ｑ／２
］
２／ｑ

≤Ｃ∫
Ｔ∧τＲ

０
（Ｅ‖ｗ‖２ｑＨｓ）２／ｑｄｒ （２９）

根据以上估计可以得到：

（Ｅ［ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

‖ｗ（ｔ∧τＲ）‖
２
Ｈｓ］ｑ）２／ｑ ≤ ‖ｗ０‖２Ｈｓ ＋Ｃ（Ｒ）∫

Ｔ∧τＲ

０
（Ｅ‖ｗ（ｒ）‖２ｑＨｓ）２／ｑｄｔ．

对上式运用Ｇｒｏｎｗａｌｌ’ｓ不等式，可以得到：
（Ｅ［ｓｕｐ

０≤ｔ≤Ｔ
‖ｗ（ｔ∧τＲ）‖

２
Ｈｓ］ｑ）２／ｑ ≤ｅＣ（Ｒ）Ｔ．

由引理１可知，存在一个常数Ｒ，对于任意的ε∈ （０，１］，以下不等式成立：

Ｐ（τ
Ｒ ≤Ｔ）≤ｅ

－Ｍ／ε （３０）

取ｑ＝２，可以得到

εｌｎＰ（ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

‖ｗ（ｔ∧τＲ）‖
２
Ｈｓ ＞λ）≤εｌｎ

Ｅ（ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

‖ｗ（ｒ）‖２Ｈｓ）２ｑ

λｑ ≤εＣ（Ｒ）Ｔ－２ｌｎλ （３１）
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当ε→０时，可知式（３１）趋于－∞，即：

ｌｉｍ
ε→０
εｌｎＰ（ｓｕｐ

０≤ｔ≤Ｔ
‖ｗ（ｔ∧τＲ）‖

２
Ｈｓ ＞λ）＝－∞．

因ｗ＝ｕη－ｕε，可以得到：

ｌｉｍ
ε→０
εｌｎＰ（ｓｕｐ

０∈［０，Ｔ］
‖ｕη－ｕε‖２Ｈｓ ＞λ）＝－∞．

即证明了引理３成立。
定理２　方程（４）的解｛ｕε：ε＞０｝在空间Ｃ（［０，Ｔ］；Ｈｓ）（ｓ＞７／２）满足大偏差原理，其中速度函数由式

（１８）给出。
证明　由定理１知随机正则化方程（５）的解满足大偏差原理；由引理３得到方程（４）的解的分布和方程（５）

的解的分布之间的指数等价性。因此，由文献［１８］中定理４．２．１３得到 ｛ｕε｝满足大偏差原理，即定理２成立。

３　结　论

本文通过验证两个假设，利用弱收敛的方法，首先得到了正则化随机修正的Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ方程解的大
偏差原理，进而通过指数等价性得到了随机修正的Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ方程解的大偏差原理，由此可以得到维纳
噪声对随机修正的Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ方程解的影响。本文考虑的是ｋ＝２的特殊情况，之后的研究中可讨论其
他一般情况。
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