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　　摘　要：通过引进参数，构建一个全平面上的混合双曲函数核，建立了一个新的具有最佳常数因子的 Ｈｉｌｂｅｒｔ型

积分不等式。另外，利用余割函数的有理分式展开，建立了所得结果的特殊形式，并赋予参数特殊的数值，并给出了

若干推论。
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０　引　言

不等式是分析学中的重要内容，以 Ｈｉｌｂｅｒｔ不
等式为代表的 Ｈｉｌｂｅｒｔ型不等式一直是数学工作者
关注的热门课题。经典的 Ｈｉｌｂｅｒｔ不等式可叙述如

下：设ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）≥０，满足０＜∫
∞

０
ｆ２（ｘ）ｄｘ ＜

∞，０＜∫
∞

０
ｇ２（ｘ）ｄｘ＜ ∞，则

∫
∞

０∫
∞

０

ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）
ｘ＋ｙ

ｄｘｄｙ＜

π∫
∞

０
ｆ２（ｘ）ｄ槡 ｘ∫

∞

０
ｇ２（ｘ）ｄ槡 ｘ （１）

其中π是满足式（１）的最佳常数因子［１］。近些年来，
研究者们通过引入新的核函数，借助分析学的相关

　　　技巧，构建了大量的类似于式（１）的 Ｈｉｌｂｅｒｔ型不等

式［２－７］。这些不等式在一定程度上又促进了分析学的

发展和应用［８］。最近，关于核函数关联指数函数的

Ｈｉｌｂｅｒｔ型不等式在一些文献零星出现［９－１２］。值得指出

的是，这些不等式很多是基于第一象限构建的，且最佳

常数因子的表述一般较复杂，如文献［１１］建立了定理

１。为行文方便，下文约定ｐ＞１，
１
ｐ
＋
１
ｑ
＝１。

定理１　设ａ＞０，Γ（ｚ）：＝∫
∞

０
ｘｚ－１ｅ－ｘｄｘ为Γ－

函数，ζ（ｘ）：＝∑
∞

ｋ＝１

１
ｋｘ
是黎曼ζ－函数

［１３］，ｆ（ｘ），

ｇ（ｘ）≥０，满足０＜∫
∞

０
ｘ－（ｐａ＋１）ｆｐ（ｘ）ｄｘ＜∞，０＜

　　　　



∫
∞

０
ｘ－（ｑａ＋１）ｇｑ（ｘ）ｄｘ＜ ∞，则

∫
∞

０∫
∞

０
ｃｓｃｈ（ａｘｙ）ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）ｄｘｄｙ＜Ｃ（ａ）

∫
∞

０
ｘ－（ｐａ＋１）ｆＰ（ｘ）ｄｘ（ ）

１
ｐ

∫
∞

０
ｘ－（ｑａ＋１）ｇｑ（ｘ）ｄｘ（ ）

１
ｑ

（２）

其中：Ｃ（ａ）＝
２
ａａ＋１

１－
１
２ａ＋１（ ）Γ（ａ＋１）ζ（１＋ａ）是

满足式（２）的最佳常数因子。
本文在此仍然考虑以相关双曲函数为核函数、

并定义在全平面上的 Ｈｉｌｂｅｒｔ型不等式，得到：

∫
∞

－∞∫
∞

－∞

｜ｓｉｎｈ（ｘｙ）｜
ｃｏｓｈ（２ｘｙ）ｆ

（ｘ）ｇ（ｙ）ｄｘｄｙ＜槡２π
２

８

∫
∞

－∞
ｘ －（ｐ＋１）ｆｐ（ｘ）ｄｘ（ ）

１
ｐ

∫
∞

－∞
ｘ －（ｑ＋１）ｇｑ（ｘ）ｄｘ（ ）

１
ｑ （３）

下文考虑更一般的情形，通过引入参数，借助余割函
数的有理分式展开，建立式（３）的推广。

１　主要结果

引理１　设λ２ ＞λ１ ＞０，β ≥０，ｋ（ｘ，ｙ）

｜ｓｉｎｈ（λ１ｘｙ）｜
ｃｏｓｈ（λ２ｘｙ）

，且

Ｃβ（λ１，λ２）

∑
∞

ｋ＝０

（－１）ｋ

（２λ２ｋ－λ１＋λ２）β＋１
－

（－１）ｋ

（２λ２ｋ＋λ１＋λ２）β＋１｛ ｝，
则：

ω（ｘ）∫
＋∞

－∞
ｋ（ｘ，ｙ）｜ｙ｜βｄｙ＝

２Ｃβ（λ１，λ２）Γ（β＋１）｜ｘ｜－
（β＋１） （４）

且有：

（ｙ）∫
＋∞

－∞
ｋ（ｘ，ｙ）｜ｘ｜βｄｘ＝

２Ｃβ（λ１，λ２）Γ（β＋１）｜ｙ｜－
（β＋１） （５）

　　证明：作变量替换ｘｙ＝ｔ，当ｘ∈ （０，∞）或ｘ

∈ （－∞，０），都有：

ω（ｘ）＝｜ｘ｜－（β＋１）∫
＋∞

－∞
ｋ（１，ｔ）｜ｔ｜βｄｔ （６）

不难得到：

∫
＋∞

－∞
ｋ（１，ｔ）｜ｔ｜βｄｔ＝２∫

＋∞

０

ｓｉｎｈ（λ１ｔ）
ｃｏｓｈ（λ２ｔ）

ｔβｄｔ＝

２∫
＋∞

０

ｔβｅ（λ１－λ２）ｔ

１＋ｅ－２λ２ｔ
ｄｔ－２∫

＋∞

０

ｔβｅ－（λ１＋λ２）ｔ

１＋ｅ－２λ２ｔ
ｄｔ （７）

　　把
１

１＋ｅ－２λ２ｔ
展开成无穷级数，并交换求和与积

分顺序，可得：

∫
＋∞

０

ｔβｅ（λ１－λ２）ｔ

１＋ｅ－２λ２ｔ
ｄｔ＝∫

∞

０
ｔβ∑

∞

ｋ＝０

（－１）ｋｅ－（２λ２　ｋ－λ１＋λ２）ｔｄｔ＝

∑
∞

ｋ＝０

（－１）ｋ∫
＋∞

０
ｅ－（２λ２　ｋ－λ１＋λ２）ｔｔβｄｔ＝

∑
∞

ｋ＝０

（－１）ｋ

（２λ２ｋ－λ１＋λ２）β＋１∫
∞

０
ｕβｅ－ｕｄｕ＝

∑
∞

ｋ＝０

（－１）ｋΓ（β＋１）
（２λ２ｋ－λ１＋λ２）β＋１

（８）

类似可知：

∫
＋∞

０

ｔβｅ－（λ１＋λ２）ｔ

１＋ｅ－２λ２ｔ
ｄｔ＝∑

∞

ｋ＝０

（－１）ｋΓ（β＋１）
（２λ２ｋ＋λ１＋λ２）β＋１

（９）

把式（８）—（９）代入到式（７），结合Ｃβ（λ１，λ２）的定
义，得：

∫
＋∞

－∞
ｋ（１，ｔ）｜ｔ｜βｄｔ＝２Ｃβ（λ１，λ２）Γ（β＋１）

（１０）
把式（１０）代入到式（６），可得式（４），同理可得式（５）。
引理２　设ｎ∈Ｎ＋，ａ，ｂ＞０，ａ＋ｂ＝１，φ（ｘ）＝

ｃｓｃｘ，则

φ
２ｎ－１（ａπ）＝

１
π（ ）２ｎ（２ｎ－１）！

∑
∞

ｋ＝０

（－１）ｋ

（ｋ＋ｂ）２ｎ
－
（－１）ｋ

（ｋ＋ａ）２ｎ［ ］．
　　证明　由φ（ｘ）＝ｃｓｃｘ 的部分分式展开

［１３］：

φ（ｘ）＝
１
ｘ ＋∑

∞

ｋ＝１

（－１）ｋ
１

ｘ－ｋπ＋
１

ｘ＋ｋπ［ ］，
对其两边关于ｘ 求２ｎ－１阶导数，得：

φ
２ｎ－１（ｘ）＝－（２ｎ－１）！

１
ｘ２ｎ ＋∑

∞

ｋ＝１

（－１）ｋ
１

（ｘ－ｋπ）２ｎ
＋

１
（ｘ＋ｋπ）２ｎ［ ］｛ ｝．

令ｘ＝ａπ，注意到ａ＋ｂ＝１，则：

φ
２ｎ－１（ａπ）＝

１
π（ ）２ｎ（２ｎ－１）！

∑
∞

ｋ＝１

（－１）ｋ＋１

（ｋ－ａ）２ｎ
－∑

∞

ｋ＝０

（－１）ｋ

（ｋ＋ａ）２ｎ［ ］＝
１
π（ ）２ｎ（２ｎ－１）！ ∑

∞

ｋ＝０

（－１）ｋ

（ｋ＋ｂ）２ｎ
－
（－１）ｋ

（ｋ＋ａ）２ｎ［ ］．
引理２得证。
引理３　在引理１的条件下，函数ｆ１（ｘ）和

ｇ１（ｘ）（其中ε＞０，充分小）定义如下：

ｆ１（ｘ）＝
ｘ β－

２ε
ｐ， ｘ∈ （－∞，－１］∪ ［１，∞）

０， ｘ∈ （－１，１）
烅
烄

烆
，

ｇ１（ｘ）＝
０， ｘ∈ （－∞，－１）∪ （１，∞）

ｘ β＋
２ε
ｑ， ｘ∈ －１，１［ ］

烅
烄

烆
，
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则ε→０时，有：

εＩ ε∫
∞

－∞∫
∞

－∞
ｋ（ｘ，ｙ）ｆ１（ｘ）ｇ１（ｙ）ｄｘｄｙ＝

２Ｃβ（λ１，λ２）Γ（β＋１）＋ｏ（１）．
　　证明　通过简单的替换，不难得到：

εＩ＝２∫
１

０
｜ｙ｜β＋

２ε
ｑ∫

∞

１
ｋ（ｘ，ｙ）｜ｘ｜β－

２ε
ｐｄｘ（ ）ｄｙ＋

２∫
０

－１
｜ｙ｜β＋

２ε
ｑ∫

∞

１
ｋ（ｘ，ｙ）｜ｘ｜β－

２ε
ｐｄｘ（ ）ｄｙ Ｉ１＋Ｉ２

（１１）

　　令ｘｙ＝ｔ，由Ｆｕｂｉｎｉ定理，可知：

Ｉ１＝∫
１

０
ｙ２ε－１∫

∞

ｙ
ｋ（１，ｔ）ｔβ－

２ε
ｐｄｔ（ ）ｄｙ＝∫

１

０
ｙ２ε－１

∫
∞

１
ｋ（１，ｔ）ｔβ－

２ε
ｐｄｔ（ ）ｄｙ＋∫

１

０
ｙ２ε－１∫

１

ｙ
ｋ（１，ｔ）ｔβ－

２ε
ｐｄｔ（ ）ｄｙ

＝
１
２ε∫

∞

１
ｋ（１，ｔ）ｔβ－

２ε
ｐｄｔ＋∫

１

０
ｋ（１，ｔ）ｔβ－

２ε
ｐ∫
ｔ

０
ｙ２ε－１ｄｙｄｔ

＝
１
２ε∫

∞

１
ｋ（１，ｔ）ｔβ－

２ε
ｐｄｔ＋

１
２ε∫

１

０
ｋ（１，ｔ）ｔβ＋

２ε
ｑｄｔ（１２）

　　类似地，作变量替换ｘｙ＝－ｔ，可知：

Ｉ２＝
１
２ε∫

∞

１
ｋ（１，－ｔ）ｔβ－

２ε
ｐｄｔ＋

１
２ε∫

１

０
ｋ（１，－ｔ）ｔβ＋

２ε
ｑｄｔ

（１３）

　　结合式（１１）—（１３）并令ε→０可得：

εＩ＝∫
∞

０
ｋ（１，ｔ）ｔβｄｔ＋∫

∞

０
ｋ（１，－ｔ）ｔβｄｔ＋ｏ（１）＝

∫
＋∞

－∞
ｋ（１，ｔ）ｔ βｄｔ＋ｏ（１） （１４）

把式（１０）代入式（１４），即得引理３。

定理２　设λ２＞λ１＞０，ｎ∈Ｎ＋，φ（ｘ）＝ｃｓｃｘ，

ｋ（ｘ，ｙ）和Ｃβ（λ１，λ２）由引理１定义，ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）

≥０，０＜∫
＋∞

－∞
｜ｘ｜－（ｐβ＋１）ｆｐ（ｘ）ｄｘ＜∞，且０＜∫

＋∞

－∞

｜ｘ｜－（ｑβ＋１）ｇｑ（ｘ）ｄｘ ＜ ∞，则：

∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｋ（ｘ，ｙ）ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）ｄｘｄｙ＜

２Ｃβ（λ１，λ２）Γ（β＋１）∫
＋∞

－∞
｜ｘ｜－（ｐβ＋１）ｆｐ（ｘ）ｄｘ（ ）

１
ｐ

∫
＋∞

－∞
｜ｘ｜－（ｑβ＋１）ｇｑ（ｘ）ｄｘ（ ）

１
ｑ （１５）

特别地，若β＝２ｎ－１，则式（１５）转化为：

∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｋ（ｘ，ｙ）ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）ｄｘｄｙ＜－

１
２２ｎ－１

π
λ２（ ）２ｎ

φ
２ｎ－１λ２－λ１

２λ２
π（ ）×∫

＋∞

－∞
｜ｘ｜－（２ｐｎ－ｐ＋１）ｆｐ（ｘ）ｄｘ（ ）

１
ｐ

∫
＋∞

－∞
｜ｘ｜－（２ｑｎ－ｑ＋１）ｇｑ（ｘ）ｄｘ（ ）

１
ｑ （１６）

其中：２Ｃβ（λ１，λ２）Γ（β＋１）及－
１
２２ｎ－１

π
λ２（ ）２ｎφ２ｎ－１λ２－λ１２λ２

π（ ）
分别是满足式（１５）及式（１６）的最佳常数因子。
证明　由 Ｈｌｄｅｒ不等式，并利用引理１的结

果，可知：

∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｋ（ｘ，ｙ）ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）ｄｘｄｙ＝∫

＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
｛［ｋ（ｘ，ｙ）］１ｐ

｜ｙ｜β／ｐ

｜ｘ｜β／ｑ
ｆ（ｘ）｝［ｋ（ｘ，ｙ）］１ｑ ｜ｘ｜β

／ｑ

｜ｙ｜β／ｐ
ｇ（ｙ）｛ ｝ｄｘｄｙ≤

∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｋ（ｘ，ｙ）

｜ｙ｜β

｜ｘ｜ｐβ／ｑ
ｆｐ（ｘ）ｄｘｄｙ｛ ｝

１
ｐ

∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｋ（ｘ，ｙ）

｜ｘ｜β

｜ｙ｜ｑβ／ｐ
ｇｑ（ｙ）ｄｘｄｙ｛ ｝

１
ｑ

＝∫
＋∞

－∞
ω（ｘ）｜ｘ｜－ｐβ／ｑｆｐ（ｘ）ｄｘ｛ ｝

１
ｐ｛∫

∞

－∞
（ｙ）｜ｙ｜－ｑβ／ｐ

ｇｑ（ｙ）ｄｙ｝
１
ｑ
＝２Ｃβ（λ１，λ２）Γ（β＋１）

∫
＋∞

－∞
｜ｘ｜－（ｐβ＋１）ｆｐ（ｘ）ｄｘ（ ）

１
ｐ

∫
＋∞

－∞
｜ｘ｜－（ｑβ＋１）ｇｑ（ｘ）ｄｘ（ ）

１
ｑ （１７）

若式（１７）取等号，则有不全为零的实数Ａ１ 与Ａ２，
使得：

Ａ１ｋ（ｘ，ｙ）
｜ｙ｜β

｜ｘ｜ｐβ／ｑ
ｆｐ（ｘ）＝

Ａ２ｋ（ｘ，ｙ）
｜ｘ｜β

｜ｘ｜ｑβ／ｐ
ｇｑ（ｙ）

ａ．ｅ．于Ｒ２（见［１４］），即Ａ１｜ｘ｜－ｐβｆｐ（ｘ）＝Ａ２｜ｙ
｜－ｑβｇｑ（ｙ）ａ．ｅ．于Ｒ２。 于是，必有常数Ａ，使得：

Ａ１｜ｘ｜－ｐβｆｐ（ｘ）＝Ａ，ａ．ｅ．于Ｒ；

Ａ２｜ｙ｜－ｑβｇｑ（ｙ）＝Ａ，ａ．ｅ．于Ｒ。

　　不妨设Ａ１≠０，则｜ｘ｜－ｐβ－１　ｆｐ（ｘ）＝
Ａ

Ａ１｜ｘ｜

ａ．ｅ．于Ｒ，与∫
∞

０
｜ｘ｜－ｐβ－１　ｆｐ（ｘ）ｄｘ＜ ∞ 矛盾。因

此式（１７）不取等号。
下证式（１５）中的常数因子２Ｃβ（λ１，λ２）Γ（β＋

１）最佳。事实上，若此常数因子不为最佳，则存在
更小实数ｋ（０＜ｋ＜２Ｃβ（λ１，λ２）Γ（β＋１）），使得
式（１５）中的常数因子换成ｋ后式（１５）仍成立。即：

∫
∞

０∫
∞

０
ｋ（ｘ，ｙ）ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）ｄｘｄｙ＜ｋ

∫
＋∞

－∞
｜ｘ｜－（ｐβ＋１）ｆｐ（ｘ）ｄｘ（ ）

１
ｐ

∫
＋∞

－∞
｜ｘ｜－（ｑβ＋１）ｇｑ（ｘ）ｄｘ（ ）

１
ｑ
．
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用引理３中的ｆ１ 和ｇ１ 分别取代上式中的ｆ 和ｇ，
则：

ε∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｋ（ｘ，ｙ）ｆ１（ｘ）ｇ１（ｙ）ｄｘｄｙ＜

εｋ∫
－１

－∞
ｘ －２ε－１ｄｘ＋∫

∞

１
ｘ －２ε－１ｄｘ（ ）

１
ｐ

∫
１

－１
ｘ　２ε－１ｄｘ（ ）

１
ｑ
＝ｋ．

把引理３的结论代入，并令ε→０，可得：２Ｃβ（λ１，

λ２）Γ（β＋１）≤ｋ，矛盾。因此式（１５）的常数因子最
佳。结合Ｃβ（λ１，λ２）的定义、引理２（令引理２中

ａ＝
λ２－λ１
２λ２

）以及式（１５），可得式（１６）。定理２证毕。

通过定理１与定理２对比，不难发现，定理２中
的最佳常数因子的表达更对称，结构更精美。特别
是β＝２ｎ－１时，常数因子的计算非常便捷，在定理

２中，赋予参数一些特殊的 数值，则可得到一些有
意义的推论。如在定理２中，若令β＝２ｎ－１，ｎ∈
Ｎ＋，λ２＝２λ１，由式（１６）便得：

推论１　设λ１＞０，ｎ∈Ｎ＋，ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）≥０，

０＜∫
＋∞

－∞
｜ｘ｜－２ｐｎ－ｐ－１　ｆｐ（ｘ）ｄｘ ＜ ∞，０＜∫

＋∞

－∞
｜ｘ

｜－２ｑｎ－ｑ－１　ｇｑ（ｘ）ｄｘ ＜ ∞，φ（ｘ）＝ｃｓｃｘ 则：

∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞

｜ｓｉｎｈ（λ１ｘｙ）｜
ｃｏｓｈ（２λ１ｘｙ）ｆ

（ｘ）ｇ（ｙ）ｄｘｄｙ＜
－１
２４ｎ－１

π
λ１（ ）２ｎφ２ｎ－１ π４（ ）∫

＋∞

－∞
｜ｘ｜－（２ｐｎ－ｐ＋１）ｆｐ（ｘ）ｄｘ（ ）

１
ｐ

∫
＋∞

－∞
｜ｘ｜－２ｑｎ－ｑ＋１）ｇｑ（ｘ）ｄｘ（ ）

１
ｑ （１８）

特别地，令ｎ＝λ１＝１，则式（１８）转化为式（３）。另
外，注意到

｜ｓｉｎｈ（λ１ｘｙ）｜
ｃｏｓｈ（２λ１ｘｙ）

＝
１
２
ｓｅｃｈ（λ１ｘｙ）｜ｔａｎｈ（２λ１ｘｙ）｜，

则式 （１８）左 边 的 积 分 核 函 数 还 可 替 换 为

ｓｅｃｈ（λ１ｘｙ）｜ｔａｎｈ（２λ１ｘｙ）｜，因此式（３）还可以表
述为：

∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｓｅｃｈ（ｘｙ）｜ｔａｎｈ（２ｘｙ）｜ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）ｄｘｄｙ

＜
槡２π２
４ ∫

＋∞

－∞
｜ｘ｜－ｐ－１　ｆｐ（ｘ）ｄｘ（ ）

１
ｐ

∫
＋∞

－∞
｜ｘ｜－ｑ－１　ｇｑ（ｘ）ｄｘ（ ）

１
ｑ
．

　　若在定理２中，令β＝２ｎ－１，ｎ∈Ｎ＋，λ２＝３λ１，
由式（１６）便得推论２：

推论２　设λ１＞０，ｎ∈Ｎ＋，ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）≥０，０＜

∫
＋∞

－∞
｜ｘ｜－２ｐｎ－ｐ－１　ｆｐ（ｘ）ｄｘ＜∞，０＜∫

＋∞

－∞
｜ｘ｜－２ｑｎ－ｑ－１

ｇｑ（ｘ）ｄｘ＜ ∞，φ（ｘ）＝ｃｓｃｘ则：

∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
｜ｓｉｎｈ（λ１ｘｙ）｜ｓｅｃｈ（３λ１ｘｙ）ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）ｄｘｄｙ

＜
－１

２２ｎ－１３２ｎ
π
λ１（ ）２ｎφ２ｎ－１ π３（ ）

∫
＋∞

－∞
｜ｘ｜－（２ｐｎ－ｐ＋１）ｆｐ（ｘ）ｄｘ（ ）

１
ｐ

∫
＋∞

－∞
｜ｘ｜－２ｑｎ－ｑ＋１）ｇｑ（ｘ）ｄｘ（ ）

１
ｑ
．

其它的一些赋值如β＝２ｎ－１，λ２＝
３λ１
２
也可以得到

一些最佳常数因子容易计算的 Ｈｉｌｂｅｒｔ型不等式，
不再一一赘述。

２　结　语

通过研究一类全平面上混合双曲函数核的二重

积分，本文建立了一个新的 Ｈｉｌｂｅｒｔ型积分不等式。
在最佳常数因子的处理上，采用了余割函数的有理
分式展开这一新的方法，解决了系数中级数求和的
问题，这具有一定的价值，并对其他一些类似的

Ｈｉｌｂｅｒｔ型积分不等式的探索有一定的借鉴意义。
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