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热防护服中反常热扩散方程Ｒｏｂｉｎ问题的条件适定性

彭　鹏，徐定华
（浙江理工大学理学院，杭州３１００１８）

　　摘　要：根据连续时间随机游走理论，建立热防护服中具有反常热扩散规律和分数阶Ｒｏｂｉｎ边界条件的空间分

数阶模型，用以描述高温环境下各向同性材料内部及边界上的热传递规律。针对该模型，首先提出了该模型的变分

形式，并通过乘以一个简单函数因子，消除了此模型齐次问题的奇异性，给出了变分问题弱解的定义；然后根据分数

阶导数算子和分数阶积分算子的性质证明了该模型的条件适定性，即弱解的能量估计和弱解的唯一性。反常扩散

方程Ｒｏｂｉｎ问题的条件适定性结果有利于分析数值算法的收敛性，并为热防护服性能评估提供理论指导。
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０　引　言

热防护服的隔热性能由“人体－服装－环境”系统
的热湿传递规律和服装的参数共同决定。系统的热

湿传递规律是一个重要问题，一般用经典的热传导
来刻画，但在高温高湿的环境中用经典的热传导往
往不适用。因此，本文提出一类包含 Ｒｉｅｍａｎｎ－
Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ分数阶方程和分数阶Ｒｏｂｉｎ边界条件的空



间分数阶模型来描述高温高湿环境下的热传递

规律。
针对“人体－服装－环境”系统的热湿传递规律国

内外的学者进行了大量的研究。Ｈｅｎｒｙ［１］首次提出
和分析了织物的热湿传递性，采用两个抛物型偏微
分方程分别描述热、湿传递过程；Ｔｏｒｖｉ等［２］研究了
长时间暴露在辐射下热防护服织物的单层传热模

型；Ｍｅｌｌ等［３］在单层织物模型的基础上研究了多层
织物层的传热模型，其中考虑了系统的热传导、热辐
射过程；Ｍｅｒｃｅｒ等［４］研究了相变材料的多层织物的
热传递模型，并分析了相变材料对热传递的影响。
此后，Ｆａｎ等［５－６］、Ｗｕ等［７］、Ｙｅ等［８］都对系统的热湿
传递规律进行了深入研究，提出了有价值的数学模
型。但是，以上这些模型的适定性往往没有经过数
学理论的验证，对模型解的能量估计、唯一性也少有
数学分析。
本文在Ｙｕ等［９］的基础上进一步研究了系统的

热湿传递规律。首先在服装的左、右边界上采用分
数阶Ｒｏｂｉｎ边界条件，以便更好地描述边界上的热
交换过程。然后对所提出的空间分数阶模型进行条
件适定性分析，由于分数阶导数算子导致的奇性，空
间分数阶偏微分方程的经典解难以给出，故基于模
型的变分形式给出了弱解的能量估计，并证明了弱
解的唯一性，为热防护服的性能评价与参数优化设
计提供理论指导。

１　热防护服中反常热扩散方程Ｒｏｂｉｎ问题
的数学模型

　　针对热防护服的“人体－服装－环境”系统，该系
统包含人体皮肤、服装织物和环境，并由热辐射、热
传导和热对流实现系统中的热传递。
在高温条件下，本文对单层织物结构及其内部

热传递过程作如下假设：

ａ）单层纺织材料都是各向同性的；

ｂ）在外界环境变化不大的情况下，织物的有效
热传导系数为常数；

ｃ）织物结构几乎不变，有效曲折系数为常数；

ｄ）系统热传递只考虑热传导的传热，热传导是

ｎｏｎ－Ｆｏｕｒｉｅｒ热传导，且符合超扩散规律。
根据ＣＴＲＷ（Ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ　Ｔｉｍｅ　Ｒａｎｄｏｍ　Ｗａｌｋ）

理论，反常热扩散方程可以表示为：

Ｗ
ｔ ＝

Ｋμ－∞ＤμｘＷ（ｘ，ｔ），１＜μ＜２。

其中：Ｗ（ｘ，ｔ）是粒子ｔ时刻ｘ 位置的概率密度函

数；Ｋμ 是物质的扩散系数；－∞Ｄμｘ 是 Ｗｅｙｌ算子，在
一维情形下等价于Ｒｉｅｓｚ算子

Δ

μ ［１０］。而本文只考
虑有限的区间，Ｗｅｙｌ算子 －∞Ｄμｘ 可由 Ｒｉｅｍａｎｎ－
Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ分数阶导数算子 Ｄ２－γ

０＋ ，１＜２－γ ＜２
代替。
记Ω＝（０，１）×（０，ｔｆ），Ｉ＝（０，１），Λ＝（０，ｔｆ）。

本文基于物理和数学上的考虑，提出了空间分数阶
模型，以描述高温环境下各向同性材料内部及边界
上的热传递规律。温度Ｔ（ｘ，ｔ）满足如下的初边值
问题：

ＣｖＴｔ（ｘ，ｔ）＝ｋγＤ２－γ
０＋ Ｔ（ｘ，ｔ），（ｘ，ｔ）∈Ω

Ｔ（ｘ，０）＝Ｔ１（ｘ），ｘ∈Ｉ
ｋａｉｒＤ１－γ

０＋ Ｔ（ｘ，ｔ）∣ｘ＝０＝

ｈａｉｒ（Ｔ ∣ｘ＝０－Ｔａｉｒ），ｔ∈Λ
ｋｅＤ１－γ

１－ Ｔ（ｘ，ｔ）∣ｘ＝１＝

ｈｅ（Ｔｅ－Ｔ ∣ｘ＝１），ｔ∈Λ

烅

烄

烆

（１）

其中：Ｄ２－γ
０＋ Ｔ、Ｄ２－γ

１－ Ｔ 是左、右Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ分
数阶导数；分数阶γ ∈ （０，１）；Ｔｔ（ｘ，ｔ）指Ｔ（ｘ，ｔ）
对ｔ求一阶导数；Ｃｖ为织物体积热容；Ｔ１（ｘ）为初
始值；Ｔａｉｒ 表示人体的温度；Ｔｅ 表示环境的温度；

ｋγ为织物热传导系数；ｋａｉｒ为微气候区的热传导系
数；ｋｅ为环境的热传导系数；ｈａｉｒ为微气候区中的对
流热交换系数；ｈｅ为环境与织物外表面之间的对流
热交换系数，均近似地视为常数。

令ｃ２＝
ｋγ
Ｃｖ
，α＝

ｈａｉｒ
ｋａｉｒ
，β＝

ｈｅ
ｋｅ
，式（１）可以简化为：

Ｔｔ（ｘ，ｔ）＝ｃ２　Ｄ２－γ０＋Ｔ（ｘ，ｔ），（ｘ，ｔ）∈Ω

Ｔ（ｘ，０）＝Ｔ１（ｘ），ｘ∈Ｉ

Ｄ１－γ０＋Ｔ∣ｘ＝０－αＴ∣ｘ＝０＝ －αＴａｉｒ，ｔ∈Λ

Ｄ１－γ１－Ｔ∣ｘ＝１＋βＴ∣ｘ＝１＝βＴｅ，ｔ∈Λ

烅

烄

烆

（２）

２　变分形式及弱解的唯一性

２．１　预备知识
定义１（Ｒ－Ｌ左、右分数阶积分）［１１－１２］　　Ｒ－Ｌ

左、右分数阶积分定义为：

Ｉα０＋ｆ（ｘ）
１
Γ（α）∫

ｘ

０

ｆ（ｓ）
（ｘ－ｓ）１－α

ｄｓ，

Ｉα１－ｆ（ｘ）
１
Γ（α）∫

１

ｘ

ｆ（ｓ）
（ｓ－ｘ）１－α

ｄｓ，

其中：Γ（·）指的是Ｇａｍｍａ函数。
定义２（Ｒ－Ｌ左、右分数阶导数）［１１－１２］　　Ｒ－Ｌ

左、右分数阶导数定义为：

Ｄα０＋ｆ（ｘ）ＤｎＩｎ－α０＋ｆ（ｘ），
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Ｄα１－ｆ（ｘ） （－Ｄ）ｎＩｎ－α１－ｆ（ｘ），

其中：ｎ＝［α］＋１。

定义３　（Ｒ－Ｌ左、右分数阶导数空间）［１３］引入
函数：

κ（β）
２， ０＜β＜１／２
（１－ε（β））／β， １／２≤β＜１｛ ，

其中：ε（β）为一极小的数。
令０＜μ＜１，左、右Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ分数阶

导数空间的定义为：

Ｈμ
ｌ（０，１） ｛ｖ∈Ｌ

κ（０，１）：Ｄμ０＋ｖ∈Ｌ２（０，１）｝，

Ｈμ
ｒ（０，１） ｛ｖ∈Ｌ

κ（０，１）：Ｄμ１－ｖ∈Ｌ２（０，１）｝，
则对应的分数阶导数空间的（半）范数定义为：

ｖ Ｈμｌ（０，１） ‖Ｄ
μ
０＋ｖ‖Ｌ２（０，１），

‖ｖ‖Ｈμｌ
（０，１） ｛‖ｖ‖２Ｌκ（０，１）＋ ｖ　２Ｈμｌ（０，１）｝

１
２，

ｖ Ｈμｒ（０，１） ‖Ｄ
μ
１－ｖ‖Ｌ２（０，１），

‖ｖ‖Ｈμｒ（０，１） ｛‖ｖ‖
２
Ｌκ（０，１）＋ ｖ　２Ｈμｒ（０，１）｝

１
２。

同时给出了空间Ｈμ，０
ｌ （０，１）Ｈ

μ
ｌ（０，１），Ｈ

μ，０
ｒ （０，１）

Ｈμ
ｒ（０，１）的定义：

Ｈμ，０
ｌ （０，１） ｛ｖ∈Ｈμ

ｌ（０，１）∶∫
１

０
Ｉ１－μ０＋ｖ（ｘ）ｄｘ＝０｝，

Ｈμ，０
ｒ （０，１） ｛ｖ∈Ｈμ

ｒ（０，１）∶∫
１

０
Ｉ１－μ１－ｖ（ｘ）ｄｘ＝０｝，

或

Ｈμ，０

ｌ （０，１）

ｖ－∫
１

０
Ｉ１－μ０＋ｖ（ｘ）ｄｘ

Γ（μ）
ｘμ－１ ｖ∈Ｈ

μ
ｌ（０，１）烅

烄

烆
烍
烌

烎
。

对应的范数定义为：

‖ｖ‖Ｈμ，０ｌ （０，１） ｖ Ｈμｌ（０，１）
，

‖ｖ‖Ｈμ，０ｒ （０，１） ｖ Ｈμｒ（０，１）
。

　　注１：子空间 Ｈμ，０
ｌ （０，１），Ｈ

μ，０
ｒ （０，１）意味着空

间Ｈμ
ｌ（０，１），Ｈ

μ
ｒ（０，１）的边界齐次化。举例：ｘμ－

１

∈ Ｈμ
ｌ（０，１），ｖ（ｘ）＝ｘμ－

１ － Γ（３－μ）Γ（μ）∈

Ｈμ，０
ｌ （０，１）。

注２（分数阶分部积分公式）：Ｒ－Ｌ分数阶积分
算子在Ｌ２ 空间下是伴随算子，即

（Ｉα０＋ｗ，ｖ）Ｌ２（０，１）＝（ｗ，Ｉ
α
１－ｖ）Ｌ２（０，１），

ｗ，ｖ∈Ｌ２（０，１）。

２．２　变分形式与弱解定义
基于上述函数空间定义和分部积分公式，先对

边界条件齐次化，再推导弱解满足的变分形式。

对式（２）边界齐次化后，得：

ｕｔ＝ｃ２　Ｄ２－γ
０＋ｕ＋Θ（ｘ，ｔ），（ｘ，ｔ）∈Ω

ｕ（ｘ，０）＝ｕ０（ｘ），ｘ∈Ｉ

Ｄ１－γ
０＋ｕ∣ｘ＝０－αｕ∣ｘ＝０＝０，ｔ∈Λ

Ｄ１－γ
１－ｕ∣ｘ＝１＋βｕ∣ｘ＝１＝０，ｔ∈Λ

烅

烄

烆

（３）

其 中：ｕ（ｘ，ｔ）＝ Ｔ（ｘ，ｔ）－ ｈ（ｘ，ｔ）；Θ（ｘ，ｔ）＝
ｃ２　Ａ（ｔ）
Γ（γ）

ｘγ－１＋
ｃ２　Ｂ（ｔ）
Γ（γ－１）

ｘγ－２－Ａ′（ｔ）ｘ－Ｂ′（ｔ）；ｕ０（ｘ）

＝Ｔ１（ｘ）－ｈ（ｘ，０）；ｈ（ｘ，ｔ）＝Ａ（ｔ）ｘ＋Ｂ（ｔ）；Ａ（ｔ）＝

－ β＋
１
Γ（γ）（ ）Ｔａｉｒ＋βＴｅ
１

Γ（１－γ）＋β

；Ｂ（ｔ）＝Ｔａｉｒ。

对式（３）两边同时乘以Ｉγ０＋ｖ∈Ｌ２（Λ；Ｈ
～
１（Ｉ）），

并在Ω 上积分可以得到：
（ｕｔ，Ｉγ０＋ｖ）＝ｃ

２（Ｄ２－γ
０＋ｕ，Ｉγ０＋ｖ）＋（Θ（ｘ，ｔ），Ｉγ０＋ｖ），

ｖ∈Ｌ２（Λ；Ｈ１－γ，０（Ｉ）），
利用分部积分公式有：

（Ｄ２－γ
０＋ｕ，Ｉγ０＋ｖ）＝－（Ｄ

１－γ
０＋ｕ，Ｄ１－γ

０＋ｖ）＋

∫
ｔ
ｆ

０
ｕ｜ｘ＝０Ｉγ０＋ｖ｜ｘ＝０ｄｔ＋∫

ｔ
ｆ

０
ｕ｜ｘ＝１Ｉ

γ
０＋ｖ｜ｘ＝１ｄｔ＝

－（Ｄ１－γ
０＋ｕ，Ｄ１－γ

０＋ｖ），

故式（３）的变分形式为：求ｕ ∈ Ｌ２（Λ；Ｈ１－γ，０（Ｉ））
满足

（ｕｔ，Ｉγ０＋ｖ）＝－ｃ
２（Ｄ１－γ

０＋ｕ，Ｄ１－γ
０＋ｖ）＋（Θ（ｘ，ｔ），

Ｉγ０＋ｖ），ｖ∈Ｌ
２（Λ；Ｈ１－γ，０

ｌ （Ｉ）） （４）

　　由于Θ（ｘ，ｔ）＝
ｃ２

Γ（γ）
Ａ（ｔ）ｘγ－１＋

ｃ２

Γ（γ－１）
Ｂ（ｔ）ｘγ－２－

Ａ′（ｔ）ｘ－Ｂ′（ｔ）带有奇性，所（Θ（ｘ，ｔ），Ｉγ０＋ｖ）可能不收敛。
为了消除分数阶算子带来的奇性，对式（４）两边同乘以

ｘ２－γ，显然当ｕ∈Ｌ２（Λ；Ｈ１－γ，０ｌ （Ｉ））时，ｘ２－γｕ∈Ｌ２（Λ；

Ｈ１－γ，０ｌ （Ｉ）），这样由式（４），本文可给出式（３）的弱解定义：

定义４　（弱解）如果存在ｕ～ ＝ｘ２－γｕ∈Ｌ２（Λ；

Ｈ１－γ，０
ｌ （Ｉ））使得：

（ｕ～ｔ，Ｉγ０＋ｖ）＝－ｃ２（Ｄ１－γ
０＋ｕ～，Ｄ１－γ

０＋ｖ）＋
（ｘ２－γΘ（ｘ，ｔ），Ｉγ０＋ｖ），ｖ∈Ｌ２（Λ；Ｈ１－γ，０

ｌ （Ｉ））

ｕ～（ｘ，０）＝ｕ～０（ｘ）
烅

烄

烆
（５）

成立，其中ｕ～０（ｘ）＝ｘ２－γｕ０（ｘ），那么本文称ｕ是式
（３）的弱解。

２．３　弱解的能量估计
基于弱解的定义，利用空间范数表达式和不等

式技巧，下面推导弱解的能量估计表达式。根据积
分中值定理，存在ξ∈ （０，ｘ），使得：

９６２第２期 彭　鹏等：热防护服中反常热扩散方程Ｒｏｂｉｎ问题的条件适定性



Ｉγ０＋ｆ（ｘ）＝
１
Γ（γ）∫

ｘ

０
（ｘ－ｓ）γ－１　ｆ（ｓ）ｄｓ＝

１
Γ（γ）ｆ

（ξ）∫
ｘ

０
（ｘ－ｓ）γ－１ｄｓ＝

１
Γ（γ＋１）ｆ

（ξ）ｘγ，

由于

（Ｉγ０＋ｕ～）
２

ｔ ＝２Ｉγ０＋ｕ～
Ｉγ０＋ｕ～

ｔ ＝２Ｉγ０＋ｕ～
ｘγ

Γ（γ＋１）
ｕ～ｔ（ξ，ｔ），

所以

∫
１

０
ｕ～ｔ（ξ，ｔ）Ｉ

γ
０＋ｕ～ｄｘ＝∫

１

０

（Ｉγ０＋ｕ～）
２

ｔ
ｄｘ／

∫
１

０

２ｘγ

Γ（γ＋１）
ｄｘ＝Γ

（γ＋１）
２（γ＋１）

·ｄ
ｄｔ‖Ｉ

γ
０＋ｕ～‖２Ｌ２（０，１），

故当ξ→ｘ时，

∫
１

０
ｕ～ｔ（ｘ，ｔ）Ｉγ０＋ｕ～ｄｘ＝

Γ（γ＋１）
２（γ＋１）

·ｄ
ｄｔ‖Ｉ

γ
０＋ｕ～‖

２
Ｌ２（０，１）。

又根据变分形式，式（４）有：
（ｕ～ｔ，Ｉγ０＋ｖ）＋ｃ

２（Ｄ１－γ０＋ｕ～，Ｄ
１－γ
０＋ｖ）＝ （ｘ２－γΘ（ｘ，ｔ），Ｉγ０＋ｖ），

ｖ∈Ｌ２（Λ；Ｈ１－γ，０
ｌ （Ｉ）），

令ｖ＝ｕ～，有：

（ｕ～ｔ，Ｉγ０＋ｕ～）Ｌ２（０，１）＝
Γ（γ＋１）
２（γ＋１）

·ｄ
ｄｔ‖Ｉ

γ
０＋ｕ～‖２Ｌ２（０，１），

ｃ２（Ｄ１－γ
０＋ｕ～，Ｄ１－γ

０＋ｕ～）Ｌ２（０，１）＝ｃ２ ‖Ｄ１－γ
０＋ｕ～‖２Ｌ２（０，１）＝

ｃ２ ‖ｕ～‖２Ｈ１－γ，０ｌ （０，１），
（ｘ２－γΘ（ｘ，ｔ），Ｉγ０＋ｕ～）Ｌ２（０，１）≤

‖ｘ２－γΘ（ｘ，ｔ）‖Ｌ２（０，１）‖Ｉγ０＋ｕ～‖Ｌ２（０，１）≤
１
２ ‖

ｘ２－γΘ（ｘ，ｔ）‖２Ｌ２（０，１）＋
１
２ ‖

Ｉγ０＋ｕ～‖２Ｌ２（０，１），

整理后得：

Γ（γ＋１）
（γ＋１）

·ｄ
ｄｔ‖Ｉ

γ
０＋ｕ～‖２Ｌ２（０，１）＋２ｃ２ ‖ｕ～‖２Ｈ１－γ，０ｌ （０，１）

≤ ‖ｘ２－γΘ（ｘ，ｔ）‖２Ｌ２（０，１）＋‖Ｉγ０＋ｕ～‖２Ｌ２（０，１），
在 ［０，ｔｆ］上积分得：

Γ（γ＋１）
（γ＋１）

·‖Ｉγ０＋ｕ～（·，ｔｆ）‖
２
Ｌ２（０，１）＋

２ｃ２∫
ｔｆ

０
‖ｕ～‖２Ｈ１－γ，０ｌ （０，１）ｄｔ≤

Γ（γ＋１）
（γ＋１）

·

‖Ｉγ０＋ｕ～０‖２Ｌ２（０，１）＋∫
ｔｆ

０
‖ｘ２－γΘ（ｘ，ｔ）‖２Ｌ２（０，１）ｄｔ＋

∫
ｔｆ

０
‖Ｉγ０＋ｕ～‖

２
Ｌ２（０，１）ｄｔ， （６）

又因对 ｕ∈Ｈ１－γ
ｌ （０，１），存在一正常数Ｃ１，使得

‖Ｉγ０＋ｕ‖Ｌ２（０，１）≤Ｃ１‖ｕ‖Ｈ１－γｌ （０，１）成立
［１３］。因此式

（６）可简化为：

Γ（γ＋１）
（γ＋１）

·‖Ｉγ０＋ｕ～（·，ｔｆ）‖
２
Ｌ２（０，１）＋

Ｃ∫
ｔｆ

０
‖ｕ～‖２Ｈ１－γ，０ｌ （０，１）ｄｔ≤

Γ（γ＋１）
（γ＋１）

·

‖ｕ～０‖２Ｌ２（０，１）＋∫
ｔｆ

０
‖ｘ２－γΘ（ｘ，ｔ）‖２Ｌ２（０，１）ｄｔ。

其中：Ｃ＝２ｃ２－Ｃ２１。 故可以得到定理１：
定理１（弱解的能量估计）　　对任意的γ ∈

（０，１），若ｕ是式（３）的弱解，则本文可以得到如下
的能量估计：

Γ（γ＋１）
（γ＋１）

·‖Ｉγ０＋ｕ～（·，ｔｆ）‖
２
Ｌ２（０，１）＋

Ｃ∫
ｔｆ

０
‖ｕ～‖２Ｈ１－γ，０ｌ （０，１）ｄｔ≤

Γ（γ＋１）
（γ＋１）

·

‖ｕ～０‖２Ｌ２（０，１）＋∫
ｔｆ

０
‖ｘ２－γΘ（ｘ，ｔ）‖２Ｌ２（０，１）ｄｔ，

或

Γ（γ＋１）
（γ＋１）

·‖Ｉγ０＋ｘ
２－γｕ（·，ｔｆ）‖２Ｌ２（０，１）＋

Ｃ∫
ｔｆ

０
‖ｘ２－γｕ‖２Ｈ１－γ，０ｌ （０，１）ｄｔ≤

Γ（γ＋１）
（γ＋１）

·

‖ｘ２－γｕ０‖２Ｌ２（０，１）＋∫
ｔｆ

０
‖ｘ２－γΘ（ｘ，ｔ）‖２Ｌ２（０，１）ｄｔ。

２．４　弱解的唯一性
根据定理１中弱解的能量估计，可推导出式（３）

弱解的唯一性，该结果说明了空间分数阶模型的合
理性。
引理１　（弱解的唯一性）对任意的γ∈（０，１），

若ｕ１，ｕ２∈Ｌ２（Λ；Ｈ１－γ，０（Ｉ））都是式（３）的弱解，则
ｕ１，ｕ２ 在其定义域上几乎处处相等。
证明　若ｕ１，ｕ２都是式（３）的弱解，则存在ｕ～１＝

ｘ２－γｕ１，ｕ～２＝ｘ２－γｕ２ 分别满足：

（（ｕ～１）ｔ，Ｉγ０＋ｖ）＝－ｃ
２（Ｄ１－γ

０＋ｕ～１，Ｄ１－γ
０＋ｖ）＋

（ｘ２－γΘ（ｘ，ｔ），Ｉγ０＋ｖ），

ｖ∈Ｌ２（Λ；Ｈ１－γ，０
ｌ （Ｉ））

ｕ～１（ｘ，０）＝ｕ～０（ｘ）

烅

烄

烆

，

（（ｕ～２）ｔ，Ｉγ０＋ｖ）＝－ｃ
２（Ｄ１－γ

０＋ｕ～２，Ｄ１－γ
０＋ｖ）＋

（ｘ２－γΘ（ｘ，ｔ），Ｉγ０＋ｖ），

ｖ∈Ｌ２（Λ；Ｈ１－γ，０
ｌ （Ｉ））

ｕ～２（ｘ，０）＝ｕ～０（ｘ）

烅

烄

烆

，

令ｕ＝ｕ１－ｕ２，ｕ～＝ｕ～１－ｕ～２，则ｕ～ 满足：
（ｕ～ｔ，Ｉγ０＋ｖ）＝－ｃ２（Ｄ１－γ

０＋ｕ～，Ｄ１－γ
０＋ｖ），

ｖ∈Ｌ２（Λ；Ｈ１－γ，０
ｌ （Ｉ））

ｕ～（ｘ，０）＝０
烅

烄

烆

（７）

根据变分形式的推导及弱解的定义可知，式（７）满足

ｕ～＝ｘ２－γｕ的ｕ是
ｕｔ＝ｃ２　Ｄ２－γ

０＋ｕ，　（ｘ，ｔ）∈Ω

ｕ（ｘ，０）＝０，　ｘ∈Ｉ
－

Ｄ１－γ
０＋ｕ∣ｘ＝０－αｕ∣ｘ＝０＝０，　ｔ∈Λ

Ｄ１－γ
１－ｕ∣ｘ＝１＋βｕ∣ｘ＝１＝０，　ｔ∈Λ

烅

烄

烆
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的弱解，故由弱解的能量估计知：

Γ（γ＋１）
（γ＋１）

·‖Ｉγ０＋ｕ～（·，ｔｆ）‖
２
Ｌ２（０，１）＋

Ｃ∫
ｔ
ｆ

０
‖ｕ～‖２Ｈ１－γ，０ｌ （０，１）ｄｔ≤０，

故ｕ～ ≡０，即在Ｌ２（Λ；Ｈ１－γ，０
ｌ （Ｉ＼Ｅ０））中有ｕ１＝ｕ２，

这里Ｅ０ 指的是零测度集。

□
定理２　对任意的γ∈ （０，１），若ｕ∈Ｌ２（Λ；

Ｈ１－γ，０
ｌ （Ｉ））是式（３）的弱解，则式（２）的弱解Ｔ＝ｕ＋

ｈ∈Ｌ２（Λ；Ｈ１－γ，０
ｌ （Ｉ＼（０，ε）））是唯一的。

３　结　语

本文基于反常热扩散规律，建立了一个包含分
数阶方程和分数阶Ｒｏｂｉｎ边界条件的空间分数阶模
型，用以描述高温环境下更快的热传递过程，以便更
好地应用于热力学与热工程应用研究，如热防护服
的参数优化等问题。本文对所提出的模型进行了条
件适定性分析，为了消除分数阶导数算子导致的奇
性，给出了弱解的新定义，由此推证了弱解的能量估
计式，并证明了弱解的唯一性。
本文提出的空间分数阶模型只考虑了热传导对

温度的影响，没有考虑辐射、湿传递等因素对温度的
影响。然而，这些因素在消防救火等高温环境下往
往不能忽略。因此，后续研究可考虑在模型中加入
辐射项和凝结率等因素。另外，本文提出的模型只
考虑了单层织物的“人体－服装－环境”系统，后续研
究可考虑双层织物或多层织物模型。
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