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伸缩不变Ｃａｓｓｉｎｉ度量的精确不等式
许小雪，王根娣

（浙江理工大学理学院，杭州３１００１８）

摘　要：研究了伸缩不变Ｃａｓｓｉｎｉ度量与一些双曲型度量的精确比较关系，还证明了伸缩不变Ｃａｓｓｉｎｉ度量在单位球映到

自身或半空间映到自身的 Ｍｂｉｕｓ变换下的精确偏差不等式。

关键词：伸缩不变Ｃａｓｓｉｎｉ度量；双曲型度量；Ｍｂｉｕｓ变换
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Ｔｈｅ　ａｂｓｏｌｕｔｅ　ｒａｔｉｏ　ｍｅｔｒｉｃ　ａｎｄ　ｔｈｅ　Ａｐｏｌｌｏｎｉａｎ　ｍｅｔｒｉｃ　ｃｏｉｎｃｉｄｅ　ｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ　ｍｅｔｒｉｃ　ｉｆ　Ｄｉｓ　ｔｈｅ　ｕｎｉｔ
ｂａｌｌ　Ｂｎ　ｏｒ　ｔｈｅ　ｕｐｐｅｒ　ｈａｌｆ　ｓｐａｃｅ　Ｈｎ，ｓｅｅ［８，Ｌｅｍｍａ　８．３９］ａｎｄ［７，Ｅｘａｍｐｌｅ　３．２，Ｌｅｍｍａ　３．１］．Ｉｔ　ｉｓ　ｅａｓｙ　ｔｏ
ｓｅｅ　ｔｈａｔ　ｂｏｔｈ　ｔｈｅ　ａｂｓｏｌｕｔｅ　ｒａｔｉｏ　ｍｅｔｒｉｃ　ａｎｄ　ｔｈｅ　Ａｐｏｌｌｏｎｉａｎ　ｍｅｔｒｉｃ　ａｒｅ　Ｍｂｉｕｓ　ｉｎｖａｒｉａｎｔ．Ｔｈｅｙ　ａｒｅ　ｕｓｅｆｕｌ　ｉｎ
ｔｈｅ　ｓｔｕｄｙ　ｏｆ　ｕｎｉｆｏｒｍ　ｄｏｍａｉｎｓ．

Ｉｎ［９］，Ｈｓｔａｎｄ　Ｌｉｎｄéｎ　ｇａｖｅ　ａｎｏｔｈｅｒ　ｆｏｒｍ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ａｐｏｌｌｏｎｉａｎ　ｍｅｔｒｉｃ：

αＤ（ｘ，ｙ）＝ｓｕｐ
ａ∈Ｄ
ｌｏｇ
｜ａ－ｙ｜
｜ａ－ｘ｜＋

ｓｕｐ
ｂ∈Ｄ
ｌｏｇ
｜ｂ－ｘ｜
｜ｂ－ｙ｜

（１）

０３８ 　　　　　　　　浙　江　理　工　大　学　学　报（自然科学版） ２０１９年　第４１卷



　　Ｕｓｉｎｇ　ｏｎｌｙ　ｏｎｅ　ｔｅｒｍ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｒｉｇｈｔ－ｈａｎｄ　ｓｉｄｅ　ｏｆ（１），Ｈｓｔｄｅｆｉｎｅｄ　ｔｈｅ　ｈａｌｆ－Ａｐｏｌｌｏｎｉａｎ　ｍｅｔｒｉｃ　ａｓ
ｆｏｌｌｏｗｓ．

Ｌｅｔ　Ｄｂｅ　ａ　ｐｒｏｐｅｒ　ｏｐｅｎ　ｓｕｂｓｅｔ　ｏｆ　Ｒｎ　ａｎｄ　ｆｏｒ　ａｌｌ　ｘ，ｙ∈Ｄ，ｔｈｅ　ｈａｌｆ－Ａｐｏｌｌｏｎｉａｎ　ｍｅｔｒｉｃηＤｉｓ　ｄｅｆｉｎｅｄ　ａｓ
（ｓｅｅ［９］）

ηＤ（ｘ，ｙ）＝ｓｕｐ
ｐ∈Ｄ

ｌｏｇ
｜ｘ－ｐ｜
｜ｙ－ｐ｜

．

Ｎｏｔｅ　ｔｈａｔηＤｉｓ　ａｌｓｏ　ａ　ｐｓｅｕｄｏ－ｍｅｔｒｉｃ　ｉｎ　Ｄ，ａｎｄ　ａ　ｐｒｏｐｅｒ　ｍｅｔｒｉｃ　ｗｈｅｎｅｖｅｒ　Ｒ
ｎ＼Ｄｉｓ　ｎｏｔ　ａ　ｓｕｂｓｅｔ　ｏｆ　ａ

ｈｙｐｅｒｐｌａｎｅ（ｓｅｅ［９，Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．２］）．Ｂｙ［７，Ｌｅｍｍａ　２．２（ｉ）］，

αＤ（ｘ，ｙ）＝ηＤ（ｘ，ｙ）

ｗｈｅｒｅ　Ｄ＝Ｒｎ＼｛ζ，∞｝ｆｏｒ　ａｎｙζ∈Ｒ
ｎ．

Ｔｈｅ　ｈａｌｆ－Ａｐｏｌｌｏｎｉａｎ　ｍｅｔｒｉｃ　ｉｓ　ｂｉｌｉｐｓｃｈｉｔｚ　ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ　ｔｏ　ｔｈｅ　Ａｐｏｌｌｏｎｉａｎ　ｍｅｔｒｉｃ．
Ｌｅｍｍａ　２　［９，Ｔｈｅｏｒｅｍ　２．１］Ｌｅｔ　Ｄ Ｒｎ　ｂｅ　ａ　ｄｏｍａｉｎ．Ｔｈｅｎ　ｔｈｅ　ｄｏｕｂｌｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ

１
２αＤ

（ｘ，ｙ）≤ηＤ（ｘ，ｙ）≤αＤ（ｘ，ｙ）

ｈｏｌｄｓ　ｆｏｒ　ａｌｌ　ｘ，ｙ∈Ｄ．Ｂｏｔｈ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ａｒｅ　ｓｈａｒｐ．
Ｌｅｔ　Ｄｂｅ　ａ　ｐｒｏｐｅｒ　ｓｕｂｄｏｍａｉｎ　ｏｆ　Ｒｎ　ａｎｄ　ｆｏｒ　ａｌｌ　ｘ，ｙ∈Ｄ，ｔｈｅ　Ｃａｓｓｉｎｉａｎ　ｍｅｔｒｉｃ　ｃＤｉｓ　ｄｅｆｉｎｅｄ　ａｓ（ｓｅｅ［１０］）

ｃＤ（ｘ，ｙ）＝ｓｕｐ
ｐ∈Ｄ

｜ｘ－ｙ｜
｜ｘ－ｐ｜｜ｙ－ｐ｜

．

　　Ｔｈｅ　Ｃａｓｓｉｎｉａｎ　ｍｅｔｒｉｃ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ　ｍｅｔｒｉｃ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｕｎｉｔ　ｂａｌｌ　ａｒｅ　ｒｅｌａｔｅｄ　ｂｙ［１１，Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ　３．３］：

ｃＢｎ（ｘ，ｙ）≥
１
２ρＢ

ｎ（ｘ，ｙ）．

２　Ｔｈｅτ～ －ｍｅｔｒｉｃ　ａｎｄ　ｓｏｍｅ　ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ　ｔｙｐｅ　ｍｅｔｒｉｃｓ

　　Ｉｎ　ｔｈｉｓ　ｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅ　ｃｏｍｐａｒｅ　ｔｈｅτ
～
Ｄ －ｍｅｔｒｉｃ　ｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ａｂｓｏｌｕｔｅ　ｒａｔｉｏ　ｍｅｔｒｉｃδＤ，ｔｈｅ　ｈａｌｆ－Ａｐｏｌｌｏｎｉａｎ

ｍｅｔｒｉｃηＤ，ｔｈｅ　Ａｐｏｌｌｏｎｉａｎ　ｍｅｔｒｉｃαＤ，ａｎｄ　ｔｈｅ　Ｃａｓｓｉｎｉａｎ　ｍｅｔｒｉｃ　ｃＤ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｉｎ　ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，ｔｈｅ　ｓｈａｒｐ

ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｔｈｅτ
～
Ｄ －ｍｅｔｒｉｃ　ａｎｄ　ｔｈｅｓｅ　ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ　ｔｙｐｅ　ｍｅｔｒｉｃｓ　ａｒｅ　ｓｔｕｄｉｅｄ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ　１　Ｌｅｔ　Ｄ Ｒｎ　ｂｅ　ａ　ｄｏｍａｉｎ．Ｔｈｅｎ　ｔｈｅ　ｄｏｕｂｌｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ
１
４δＤ

（ｘ，ｙ）≤τ
～
Ｄ（ｘ，ｙ）≤δＤ（ｘ，ｙ） （２）

ｈｏｌｄｓ　ｆｏｒ　ａｌｌ　ｘ，ｙ∈Ｄ．Ｂｏｔｈ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ａｒｅ　ｔｈｅ　ｂｅｓｔ　ｐｏｓｓｉｂｌｅ．
Ｐｒｏｏｆ．Ｔｈｅ　ｄｏｕｂｌｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｓｈａｒｐｎｅｓｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｒｉｇｈｔ－ｈａｎｄ　ｓｉｄｅ　ｏｆ（２）ａｒｅ　ｔｈｅ　ｆａｃｔｓ　ｏｆ［４，

Ｔｈｅｏｒｅｍ　５．２］．
Ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｓｈａｒｐｎｅｓｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｌｅｆｔ－ｈａｎｄ　ｓｉｄｅ　ｏｆ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ（２），ｗｅ　ｃｏｎｓｉｄｅｒ　ｔｈｅ　ｄｏｍａｉｎ　Ｄ＝Ｂｎ，ｔｈｅｎδＢｎ＝

ρＢｎ．Ｂｙ　Ｌｅｍｍａ　１，ｔｈｅ　ｃｏｎｓｔａｎｔ
１
４
ｉｓ　ｔｈｅ　ｂｅｓｔ　ｐｏｓｓｉｂｌｅ．

Ｔｈｉｓ　ｃｏｍｐｌｅｔｅｓ　ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ．□
Ｔｈｅｏｒｅｍ　２　Ｌｅｔ　Ｄ Ｒｎ　ｂｅ　ａ　ｄｏｍａｉｎ　ｗｉｔｈＤ ≠ ．Ｔｈｅｎ　ｔｈｅ　ｄｏｕｂｌｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ

１
２ηＤ

（ｘ，ｙ）≤τ
～
Ｄ（ｘ，ｙ）≤

１
２ηＤ

（ｘ，ｙ）＋ｌｏｇ３ （３）

ｈｏｌｄｓ　ｆｏｒ　ａｌｌ　ｘ，ｙ∈Ｄ．Ｔｈｅ　ｃｏｎｓｔａｎｔ
１
２
ｉｎ　ｔｈｅ　ｌｅｆｔｈａｎｄ　ｓｉｄｅ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｃｏｎｓｔａｎｔ　ｌｏｇ３ｉｎ　ｔｈｅ　ｒｉｇｈｔｈａｎｄ　ｓｉｄｅ　ｏｆ

ｔｈｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ａｒｅ　ｔｈｅ　ｂｅｓｔ　ｐｏｓｓｉｂｌｅ．
Ｐｒｏｏｆ．Ｔｈｅ　ｄｏｕｂｌｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ　ｉｓ　ｔｈｅ　ｆａｃｔ　ｏｆ［１，Ｔｈｅｏｒｅｍ　３．５］．

Ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｓｈａｒｐｎｅｓｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｃｏｎｓｔａｎｔ
１
２
ｉｎ　ｔｈｅ　ｌｅｆｔｈａｎｄ　ｓｉｄｅ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｓｈａｒｐｎｅｓｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｃｏｎｓｔａｎｔ　ｌｏｇ３ｉｎ　ｔｈｅ

１３８第６期 许小雪等：伸缩不变Ｃａｓｓｉｎｉ度量的精确不等式



ｒｉｇｈｔ－ｈａｎｄ　ｓｉｄｅ　ｏｆ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ（３），ｗｅ　ｃｏｎｓｉｄｅｒ　ｔｈｅ　ｄｏｍａｉｎ　Ｄ＝Ｒｎ＼｛ｅ１｝．Ｌｅｔ　ｙ＝－ｘ＝ｔｅ１ｗｉｔｈｔ＞１．Ｂｙ
［２，Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ　３．１］，ｗｅ　ｈａｖｅ

τ
～
Ｄ（ｘ，ｙ）＝ｌｏｇ１＋

２ｔ
ｔ２－槡 １（ ）ａｎｄηＤ（ｘ，ｙ）＝ｌｏｇｔ＋１ｔ－１

．

Ｗｅ　ｆｕｒｔｈｅｒ　ｏｂｔａｉｎ

ｌｉｍ
ｔ→１＋

τ
～
Ｄ（ｘ，ｙ）

ηＤ（ｘ，ｙ）
＝ｌｉｍ
ｔ→１＋

ｌｏｇ　１＋
２ｔ
ｔ　２－槡 １（ ）

ｌｏｇ１＋
２

ｔ－１（ ）
＝
１
２

ａｎｄ

ｌｉｍ
ｔ→∞
τ
～
Ｄ（ｘ，ｙ）－

１
２ηＤ

（ｘ，ｙ）（ ）＝ｌｉｍｔ→∞ｌｏｇ２ｔ＋ ｔ　２－槡 １
ｔ　２　－槡 １

．ｔ－１ｔ＋１槡
烄

烆

烌

烎
＝ｌｏｇ３．

　　Ｔｈｉｓ　ｃｏｍｐｌｅｔｅｓ　ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ．□
Ｔｈｅｏｒｅｍ　３　Ｌｅｔ　Ｄ Ｒｎ　ｂｅ　ａ　ｄｏｍａｉｎ．Ｔｈｅｎ　ｔｈｅ　ｄｏｕｂｌｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ

１
４αＤ

（ｘ，ｙ）≤τ
～
Ｄ（ｘ，ｙ）≤

１
２αＤ

（ｘ，ｙ）＋ｌｏｇ３ （４）

ｈｏｌｄｓ　ｆｏｒ　ａｌｌ　ｘ，ｙ∈Ｄ．Ｔｈｅ　ｃｏｎｓｔａｎｔ
１
４
ｉｎ　ｔｈｅ　ｌｅｆｔｈａｎｄ　ｓｉｄｅ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｃｏｎｓｔａｎｔ　ｌｏｇ３ｉｎ　ｔｈｅ　ｒｉｇｈｔｈａｎｄ　ｓｉｄｅ　ｏｆ

ｔｈｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ａｒｅ　ｔｈｅ　ｂｅｓｔ　ｐｏｓｓｉｂｌｅ．
Ｐｒｏｏｆ．Ｔｈｅ　ｄｏｕｂｌｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ　ｆｏｌｌｏｗｓ　ｅａｓｉｌｙ　ｆｒｏｍ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　２ａｎｄ　Ｌｅｍｍａ　２．

Ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｓｈａｒｐｎｅｓｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｃｏｎｓｔａｎｔ
１
４
ｉｎ　ｔｈｅ　ｌｅｆｔｈａｎｄ　ｓｉｄｅ　ｏｆ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ（４），ｗｅ　ｃｏｎｓｉｄｅｒ　ｔｈｅ　ｄｏｍａｉｎ

Ｄ＝Ｈｎ，ｔｈｅｎαＨｎ ＝ρＨｎ．Ｂｙ　Ｌｅｍｍａ　１，ｔｈｅ　ｃｏｎｓｔａｎｔ
１
４
ｉｓ　ｔｈｅ　ｂｅｓｔ　ｐｏｓｓｉｂｌｅ．

Ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｓｈａｒｐｎｅｓｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｃｏｎｓｔａｎｔ　ｌｏｇ３ｉｎ　ｔｈｅ　ｒｉｇｈｔｈａｎｄ　ｓｉｄｅ　ｏｆ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ（４），ｗｅ　ｃｏｎｓｉｄｅｒ　ｔｈｅ
ｄｏｍａｉｎ　Ｄ＝Ｒｎ＼｛ｅ１，∞｝，ｔｈｅｎαＤ ＝ηＤ．Ｂｙ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　２，ｔｈｅ　ｃｏｎｓｔａｎｔ　ｌｏｇ３ｉｓ　ｔｈｅ　ｂｅｓｔ　ｐｏｓｓｉｂｌｅ．

Ｔｈｉｓ　ｃｏｍｐｌｅｔｅｓ　ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ．□
Ｔｈｅｏｒｅｍ　４　Ｆｏｒ　ｅｖｅｒｙ　ｄｏｍａｉｎ　Ｄ Ｒｎ　ｔｈｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ

τ
～
Ｄ（ｘ，ｙ）≥ｌｏｇ（１＋ｒｃＤ（ｘ，ｙ））

ｈｏｌｄｓ　ｆｏｒ　ａｌｌ　ｘ，ｙ∈Ｄ，ｗｈｅｒｅ　ｒ＝ｍｉｎ｛ｄ（ｘ），ｄ（ｙ）｝ａｎｄ　ｄ（ｘ）ｉｓ　ｔｈｅ　ｄｉｓｔａｎｃｅ　ｆｒｏｍｘｔｏ　ｔｈｅ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｏｆ　Ｄ．
Ｔｈｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ　ｉｓ　ｓｈａｒｐ．

Ｐｒｏｏｆ．　Ｌｅｔ　ｐ∈Ｄｓｕｃｈ　ｔｈａｔ

ｃＤ（ｘ，ｙ）＝
｜ｘ－ｙ｜

｜ｘ－ｐ｜｜ｐ－ｙ｜
．

Ｔｈｅｎ

τ
～
Ｄ（ｘ，ｙ）＝ｌｏｇ１＋

｜ｘ－ｙ｜
｜ｘ－ｐ｜｜ｐ－ｙ槡 ｜（ ）

＝ｌｏｇ　１＋ ｜ｘ－ｐ｜｜ｐ－ｙ槡 ｜ｃＤ（ｘ，ｙ）（ ）
≥ｌｏｇ（１＋ｒｃＤ（ｘ，ｙ））．

　　Ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｓｈａｒｐｎｅｓｓ，ｗｅ　ｃｏｎｓｉｄｅｒ　ｔｈｅ　ｐｕｎｃｔｕｒｅｄ　ｓｐａｃｅ　Ｄｐ ＝Ｒｎ＼｛ｐ｝．Ｌｅｔ　ｘ，ｙ ∈Ｄｐ ｗｉｔｈ｜ｘ－ｐ｜＝
｜ｙ－ｐ｜．Ｉｔ　ｉｓ　ｃｌｅａｒ　ｔｈａｔ

τ
～
Ｄ（ｘ，ｙ）＝ｌｏｇ　１＋

｜ｘ－ｙ｜
｜ｘ－ｐ｜（ ）＝ｌｏｇ（１＋｜ｙ－ｐ｜ｃＤ（ｘ，ｙ））．

　　Ｈｅｎｃｅ　ｔｈｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ　ｉｓ　ｓｈａｒｐ．□

２３８ 　　　　　　　　浙　江　理　工　大　学　学　报（自然科学版） ２０１９年　第４１卷



３　Ｔｈｅτ～ －ｍｅｔｒｉｃ　ａｎｄ　Ｍｂｉｕｓ　ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ

Ｉｎ［２，Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ　３．１］，Ｍｏｈａｐａｔｒａ　ａｎｄ　Ｓａｈｏｏ　ｇａｖｅ　ａ　ｆｏｒｍｕｌａ　ｆｏｒ　ｔｈｅτ
～
Ｂｎ －ｍｅｔｒｉｃ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｓｐｅｃｉａｌ　ｃａｓｅ

ｗｈｅｎ　ｘ＝ｔｙ（ｘ，ｙ∈Ｂｎ）ｗｉｔｈｔ∈Ｒ＼｛０｝．Ｉｎ［３］，ｔｈｅ　ａｕｔｈｏｒｓ　ｓｔｕｄｉｅｄ　ｔｈｅ　ｇｅｏｍｅｔｒｙ　ｏｆ　ｔｈｅτ
～
Ｂｎ －ｍｅｔｒｉｃ　ａｎｄ

ｏｂｔａｉｎｅｄ　ｆｏｒｍｕｌａｓ　ｆｏｒ　ｔｈｉｓ　ｍｅｔｒｉｃ　ｉｎ　ｍｏｒｅ　ｓｐｅｃｉａｌ　ｃａｓｅｓ，ｓｏｍｅ　ｏｆ　ｗｈｉｃｈ　ｗｉｌｌ　ｂｅ　ｕｓｅｄ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ　ｏｆ　ｔｈｅ
ｔｈｅｏｒｅｍｓ　ｉｎ　ｔｈｉｓ　ｓｅｃｔｉｏｎ．Ｔｈｅｙ　ａｌｓｏ　ｐｒｏｖｅｄ　ｔｈａｔτ

～
Ｄ －ｍｅｔｒｉｃ　ｉｓ　ｎｏｔ　ｃｈａｎｇｅｄ　ｂｙ　ｍｏｒｅ　ｔｈａｎ　ａ　ｆａｃｔｏｒ　２ｕｎｄｅｒ

Ｍｂｉｕｓ　ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ，ｓｅｅ［３，Ｔｈｅｏｒｅｍ　５．１］．
Ｉｎ［１］，Ｉｂｒａｇｉｍｏｖ　ｓｈｏｗｅｄ　ｔｈｅ　ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ　ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ｏｆτ

～
Ｂｎ －ｍｅｔｒｉｃ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ　５　［１，Ｔｈｅｏｒｅｍ　４．２］Ｌｅｔ　ｆｂｅ　ａ　Ｍｂｉｕｓ　ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｂｎ．Ｔｈｅｎ
１
２τ
～
Ｂｎ（ｘ，ｙ）－ｌｏｇ

５
４ ≤τ

～
Ｂｎ（ｆ（ｘ），ｆ（ｙ））≤２τ

～
Ｂｎ（ｘ，ｙ）＋ｌｏｇ

５
４

ｆｏｒ　ａｌｌ　ｘ，ｙ∈Ｂｎ．
Ｔｈｅ　ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ　ｔｈｅｏｒｅｍ　ｉｍｐｒｏｖｅｓ　ｔｈｅ　ｒｅｓｕｌｔ　ｉｎ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　５ｗｈｅｎ　ｆｉｓ　ａｎ　ｉｎｖｅｒｓｉｏｎ　ｉｎ　ｓｏｍｅ　ｓｐｈｅｒｅ

Ｓｎ－１（ａ＊，ｒ）ｗｉｔｈ　ｃｅｎｔｅｒ　ａ＊ａｎｄ　ｒａｄｉｕｓ　ｒ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ　６　Ｆｏｒ　ａ∈Ｂｎ＼｛０｝．Ｌｅｔ　ａ＊＝
ａ
｜ａ｜２

，ｒ＝ ｜ａ＊｜２－槡 １ａｎｄ　ｆ（ｚ）＝ａ＊＋ｒ２
（ｚ－ａ＊）
｜ｚ－ａ＊｜２

ｂｅ　ｔｈｅ

ｉｎｖｅｒｓｉｏｎ　ｉｎ　Ｓｎ－１（ａ＊，ｒ）．Ｔｈｅｎ　ｆ（Ｂｎ）＝Ｂｎ　ａｎｄ　ｆｏｒ　ａｌｌ　ｘ，ｙ∈Ｂｎ，

１
２τ
～
Ｂｎ（ｘ，ｙ）≤τ

～
Ｂｎ（ｆ（ｘ），ｆ（ｙ））≤２τ

～
Ｂｎ（ｘ，ｙ）．

Ｂｏｔｈ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ａｒｅ　ｔｈｅ　ｂｅｓｔ　ｐｏｓｓｉｂｌｅ．
Ｐｒｏｏｆ．Ｔｈｅ　ｄｏｕｂｌｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ　ｉｓ　ｃｌｅａｒ　ｂｙ［３，Ｔｈｅｏｒｅｍ　５．１］．

Ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｓｈａｒｐｎｅｓｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｒｉｇｈｔ－ｈａｎｄ　ｓｉｄｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ，ｌｅｔ　ａ＝ｔｅ１ ｗｉｔｈ
１
２ ＜

ｔ＜１．Ｔｈｅｎ　ｒ＝

１－ｔ槡 ２

ｔ ．Ｐｕｔｔｉｎｇ　ｘ＝（１－ｔ）ｅ１ａｎｄ　ｙ＝－（１－ｔ）ｅ１，ｗｅ　ｈａｖｅ

ｆ（ｘ）＝
２ｔ－１
１－ｔ＋ｔ　２

ｅ１ａｎｄ　ｆ（ｙ）＝
１

１＋ｔ－ｔ　２
ｅ１．

Ｂｙ［２，Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ　３．１］，ｗｅ　ｈａｖｅ

ｌｉｍ
ｔ→１－

τ
～
Ｂｎ（ｆ（ｘ），ｆ（ｙ））

τ
～
Ｂｎ（ｘ，ｙ）

＝ｌｉｍ
ｔ→１－

ｌｏｇ　１＋
２（１－ｔ）（１＋ｔ）

ｔ（２－ｔ）（１－ｔ＋ｔ　２）（１＋ｔ－ｔ２槡 ）（ ）
ｌｏｇ１＋

２（１－ｔ）

ｔ（２－ｔ槡 ）（ ）
＝２．

Ｔｈｕｓ　ｔｈｅ　ｃｏｎｓｔａｎｔ　２ｉｓ　ａｔｔａｉｎｅｄ．Ｔｈｅ　ｓｈａｒｐｎｅｓｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｌｅｆｔ－ｈａｎｄ　ｓｉｄｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ｃａｎ　ｂｅ　ｓｅｅｎ　ｂｙ

ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ　ｔｈｅ　ｉｎｖｅｒｓｅ　ｏｆ　ｆａｎｄ　ｈｅｎｃｅ　ｔｈｅ　ｃｏｎｓｔａｎｔ
１
２
ｉｓ　ａｌｓｏ　ｔｈｅ　ｂｅｓｔ　ｐｏｓｓｉｂｌｅ．

Ｔｈｉｓ　ｃｏｍｐｌｅｔｅｓ　ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ．□

Ｔｈｅｏｒｅｍ　７　Ｌｅｔ　ｆ（ｚ）＝ａ＋ｒ２
（ｚ－ａ）
｜ｚ－ａ｜２

ｂｅ　ｔｈｅ　ｉｎｖｅｒｓｉｏｎ　ｉｎ　Ｓｎ－１（ａ，ｒ）ｗｉｔｈ　Ｉｍａ＝０．Ｔｈｅｎ　ｆ（Ｈｎ）＝Ｈｎ

ａｎｄ　ｆｏｒ　ａｌｌ　ｘ，ｙ∈Ｈｎ，

１
２τ
～
Ｈｎ（ｘ，ｙ）≤τ

～
Ｈｎ（ｆ（ｘ），ｆ（ｙ））≤２τ

～
Ｈｎ（ｘ，ｙ）．

Ｂｏｔｈ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ａｒｅ　ｔｈｅ　ｂｅｓｔ　ｐｏｓｓｉｂｌｅ．
Ｐｒｏｏｆ．Ｔｈｅ　ｄｏｕｂｌｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ　ｉｓ　ｃｌｅａｒ　ｂｙ［３，Ｔｈｅｏｒｅｍ　５．１］．
Ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｓｈａｒｐｎｅｓｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｌｅｆｔ－ｈａｎｄ　ｓｉｄｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ，ｌｅｔ　ａ＝０ａｎｄ　ｒ＝１．Ｐｕｔ　ｘ＝ｅ１＋ｔｅ２ａｎｄ　ｙ＝

ｅ１＋
１
ｔｅ２ｗｉｔｈ　０＜ｔ＜槡２－１

，ｔｈｅｎ
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ｆ（ｘ）＝
１

１＋ｔ　２
ｅ１＋

ｔ
１＋ｔ　２

ｅ２ａｎｄ　ｆ（ｙ）＝
ｔ　２

１＋ｔ　２
ｅ１＋

ｔ
１＋ｔ　２

ｅ２．

Ｂｙ［３，Ｌｅｍｍａ　３．１１（１），Ｌｅｍｍａ　３．１２］，ｗｅ　ｈａｖｅ

ｌｉｍ
ｔ→０＋

τ
～
Ｈｎ（ｆ（ｘ），ｆ（ｙ））

τ
～
Ｈｎ（ｘ，ｙ）

＝ｌｉｍ
ｔ→０＋

ｌｏｇ１＋
１－ｔ２

ｔ槡（ ）
ｌｏｇ　１＋

１
ｔ－ｔ（ ）

＝
１
２
．

Ｔｈｕｓ　ｔｈｅ　ｃｏｎｓｔａｎｔ
１
２
ｉｓ　ａｔｔａｉｎｅｄ．Ｔｈｅ　ｓｈａｒｐｎｅｓｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｒｉｇｈｔ－ｈａｎｄ　ｓｉｄｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ｃａｎ　ｂｅ　ｓｅｅｎ　ｂｙ

ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ　ｔｈｅ　ｉｎｖｅｒｓｅ　ｏｆ　ｆａｎｄ　ｈｅｎｃｅ　ｔｈｅ　ｃｏｎｓｔａｎｔ　２ｉｓ　ａｌｓｏ　ｔｈｅ　ｂｅｓｔ　ｐｏｓｓｉｂｌｅ．
Ｔｈｉｓ　ｃｏｍｐｌｅｔｅｓ　ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ．□

４　Ｃｏｎｃｌｕｄｉｎｇ　Ｒｅｍａｒｋ

Ｔｈｅｒｅ　ａｒｅ　ｓｅｖｅｒａｌ　ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ　ｔｙｐｅ　ｍｅｔｒｉｃｓ　ｗｈｉｃｈ　ｐｒｅｓｅｒｖｅ　ｓｏｍｅ　ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ
ｍｅｔｒｉｃ　ａｎｄ　ｈｅｎｃｅ　ａｒｅ　ｕｓｅｆｕｌ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｔｈｅｏｒｙ．Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ　ｔｙｐｅ　ｍｅｔｒｉｃｓ　ｈａｖｅ　ｔｈｅｉｒ
ｏｗｎ　ｉｎｔｅｒｅｓｔｓ　ｉｎ　ｔｈｅ　ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ　ｔｏ　ｓｐｅｃｉｆｉｃ　ｐｒｏｂｌｅｍｓ．Ｔｈｅｒｅ　ａｒｅ　ｃｌｏｓｅ　ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ
ｔｙｐｅ　ｍｅｔｒｉｃｓ　ａｓ　ｔｈｅ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｐｒｅｓｅｎｔ　ｐａｐｅｒ　ｓｈｏｗ．Ｔｈｅ　ｓｈａｒｐ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ｏｂｔａｉｎｅｄ　ｉｎ　ｔｈｉｓ　ｐａｐｅｒ　ａｒｅ
ｅｘｐｅｃｔｅｄ　ｔｏ　ｂｅ　ｈｅｌｐｆｕｌ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｓｔｕｄｙ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｍｅｔｒｉｃ　ｂａｌｌ　ｉｎｃｌｕｓｉｏｎ　ｐｒｏｂｌｅｍｓ．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ：
［１］Ｉｂｒａｇｉｍｏｖ　Ｚ．Ａ　ｓｃａｌｅ－ｉｎｖａｒｉａｎｔ　Ｃａｓｓｉｎｉａｎ　ｍｅｔｒｉｃ［Ｊ］．Ｔｈｅ　Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ａｎａｌｙｓｉｓ，２０１６，２４（１）：１１１－１２９．
［２］Ｍｏｈａｐａｔｒａ　Ｍ　Ｒ，Ｓａｈｏｏ　Ｓ　Ｋ．Ｍａｐｐｉｎｇ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ｏｆ　ａ　ｓｃａｌｅ　ｉｎｖａｒｉａｎｔ　Ｃａｓｓｉｎｉａｎ　ｍｅｔｒｉｃ　ａｎｄ　ａ　Ｇｒｏｍｏｖ　ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ　ｍｅｔｒｉｃ［Ｊ］．

Ｂｕｌｌｅｔｉｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ａｕｓｔｒａｌｉａｎ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ｓｏｃｉｅｔｙ，２０１８，９７（１）：１４１－１５２．
［３］Ｗａｎｇ　Ｇ　Ｄ，Ｘｕ　Ｘ　Ｘ，Ｖｕｏｒｉｎｅｎ　Ｍ．Ｒｅｍａｒｋｓ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｓｃａｌｅ　ｉｎｖａｒｉａｎｔ　Ｃａｓｓｉｎｉａｎ　ｍｅｔｒｉｃ［ＥＢ／ＯＬ］．（２０１９－０３－２１）［２０１９－０６－２６］．

ｈｔｔｐｓ：／／ａｒｘｉｖ．ｏｒｇ／ａｂｓ／１９０３．０９０９９．
［４］Ｍｏｈａｐａｔｒａ　Ｍ　Ｒ，Ｓａｈｏｏ　Ｓ　Ｋ．Ａ　Ｇｒｏｍｏｖ　ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ　ｍｅｔｒｉｃ　ｖｓ　ｔｈｅ　ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ　ａｎｄ　ｏｔｈｅｒ　ｒｅｌａｔｅｄ　ｍｅｔｒｉｃｓ［Ｊ］．Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ

Ｍｅｔｈｏｄｓ　ａｎｄ　Ｆｕｎｃｔｉｏｎ　Ｔｈｅｏｒｙ，２０１８，１８（３）：４７３－４９３．
［５］Ｂｅａｒｄｏｎ　Ａ　Ｆ．Ｔｈｅ　ｇｅｏｍｅｔｒｙ　ｏｆ　ｄｉｓｃｒｅｔｅ　ｇｒｏｕｐｓ［Ｍ］．Ｎｅｗ　Ｙｏｒｋ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ－Ｖｅｒｌａｇ，１９８３．
［６］Ｓｅｉｔｔｅｎｒａｎｔａ　Ｐ．Ｍｂｉｕｓ－ｉｎｖａｒｉａｎｔ　ｍｅｔｒｉｃｓ［Ｊ］．Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ　Ｐｈｉｌｏｓｏｐｈｉｃａｌ　Ｓｏｃｉｅｔｙ，１９９９，１２５（３）：

５１１－５３３．
［７］Ｂｅａｒｄｏｎ　Ａ　Ｆ．Ｔｈｅ　Ａｐｏｌｌｏｎｉａｎ　ｍｅｔｒｉｃ　ｏｆ　ａ　ｄｏｍａｉｎ　ｉｎ　Ｒｎ ［Ｍ］／／Ｑｕａｓｉｃｏｎｆｏｒｍａｌ　Ｍａｐｐｉｎｇｓ　ａｎｄ　Ａｎａｌｙｓｉｓ．Ｎｅｗ　Ｙｏｒｋ，ＮＹ：

Ｓｐｒｉｎｇｅｒ　Ｎｅｗ　Ｙｏｒｋ，１９９８：９１－１０８．
［８］Ｖｕｏｒｉｎｅｎ　Ｍ．Ｃｏｎｆｏｒｍａｌ　Ｇｅｏｍｅｔｒｙ　ａｎｄ　Ｑｕａｓｉｒｅｇｕｌａｒ　Ｍａｐｐｉｎｇｓ［Ｍ］．Ｂｅｒｌｉｎ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，１９８８．
［９］ＨｓｔＰ，Ｌｉｎｄéｎ　Ｈ．Ｉｓｏｍｅｔｒｉｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｈａｌｆ－Ａｐｏｌｌｏｎｉａｎ　ｍｅｔｒｉｃ［Ｊ］．Ｃｏｍｐｌｅｘ　Ｖａｒｉａｂｌｅｓ，Ｔｈｅｏｒｙ　ａｎｄ　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ：ａｎ

Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ　Ｊｏｕｒｎａｌ，２００４，４９（６）：４０５－４１５．
［１０］Ｉｂｒａｇｉｍｏｖ　Ｚ．Ｔｈｅ　Ｃａｓｓｉｎｉａｎ　ｍｅｔｒｉｃ　ｏｆ　ａ　ｄｏｍａｉｎ　ｉｎ　Ｒｎ ［Ｊ］．ＵｚｂｅｋｓｋｉǐＭａｔｅｍａｔｉｃｈｅｓｋｉǐＺｈｕｒｎａｌ，２００９（１）：５３－６７．
［１１］Ｉｂｒａｇｉｍｏｖ　Ｚ，Ｍｏｈａｐａｔｒａ　Ｍ　Ｒ，Ｓａｈｏｏ　Ｓ　Ｋ，ｅｔ　ａｌ．Ｇｅｏｍｅｔｒｙ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｃａｓｓｉｎｉａｎ　ｍｅｔｒｉｃ　ａｎｄ　ｉｔｓ　ｉｎｎｅｒ　ｍｅｔｒｉｃ［Ｊ］．Ｂｕｌｌｅｔｉｎ　ｏｆ　ｔｈｅ

Ｍａｌａｙｓｉａｎ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ　Ｓｏｃｉｅｔｙ，２０１７，４０（１）：３６１－３７２．
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