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零平衡超几何函数的几个性质
马晗茜，裘松良，鲍　琪

（浙江理工大学理学院，杭州３１００１８）

摘　要：通过研究、揭示由零平衡超几何函数Ｆ（ａ，ｂ；ａ＋ｂ；ｘ）与三角函数等初等函数的适当组合的分析性质，获得了

Ｆ（ａ，ｂ；ａ＋ｂ；ｘ）的单调性、绝对单调性和由初等函数给出的上下界等性质，从而将完全椭圆积分的相关已知结果推广到零平

衡超几何函数。

关键词：零平衡超几何函数；单调性；绝对单调性；不等式
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ｒ１］ａｎｄ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ［ｒ１，１）．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｆ１（－ｆ１）ｉｓ　ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙ　ｍｏｎｏｔｏｎｅ　ｏｎ（０，１）ｉｆλ ≤１（λ ≥Ｂ，

ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ）．
ｃ）Ｉｆ　ａｂ≥ｍａｘ｛１，ｃ／２｝，ｔｈｅｎ　ｆ１ｉｓ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ（ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ）ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆλ≤Ｂ（λ≥１，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ）．

Ｉｆ　Ｂ ＜λ＜１，ｔｈｅｎ　ｔｈｅｒｅ　ｅｘｉｓｔｓ　ａ　ｎｕｍｂｅｒ　ｒ２∈（０，１）ｓｕｃｈ　ｔｈａｔ　ｆ１ｉｓ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，ｒ２］ａｎｄ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ
［ｒ２，１）．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｆ１（－ｆ１）ｉｓ　ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙ　ｍｏｎｏｔｏｎｅ　ｏｎ（０，１）ｉｆλ≤Ｂ （λ≥１，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ）．
ｄ）Ｉｎ　ｔｈｅ　ｃａｓｅ　ｗｈｅｎ　ａｂ≤ｍｉｎ｛３－ｃ，（ｃ＋１）／３｝，ｉｆ　λ≤ｍｉｎ｛ａｂ，２αＢ｝（λ≥２αＢ），ｔｈｅｎ　ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｆ２

ｉｓ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ（ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ）ｆｒｏｍ（０，１）ｏｎｔｏ（Ｂ－λ，ｆ１（１－））（（ｆ１（１－），Ｂ－λ），ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ）．
ｅ）Ｉｎ　ｔｈｅ　ｃａｓｅ　ｗｈｅｎ　ａｂ ≥ ｍａｘ｛３－ｃ，（ｃ＋１）／３｝，ｉｆλ ≤２αＢ （λ ≥ ｍａｘ｛ａｂ，２αＢ｝），ｔｈｅｎ　ｆ２ｉｓ

ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ（ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ）ｆｒｏｍ（０，１）ｏｎｔｏ（Ｂ－λ，ｆ１（１－））（（ｆ１（１－），Ｂ－λ），ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ）．
Ｔｈｅｏｒｅｍ　２　Ｌｅｔ　ｃ＝ａ＋ｂｆｏｒ　ａ，ｂ∈ （０，∞）．
ａ）Ｉｆα≤１／４，ｔｈｅｎ　ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｇ１（ｘ）≡（１－ｘ）－１／２ｓｉｎ（π（１－ｘ）２αＦ（ｘ）／２）ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ

［０，１）ｏｎｔｏ［１，∞）．Ｉｎ　ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，ｆｏｒ　ｅａｃｈ　ａ∈ （０，１／２］，ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｇ２（ｒ）≡
１
ｒ′ｓｉｎ

（ｒ′Ｋａ（ｒ））ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ

ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ［０，１）ｏｎｔｏ［１，∞）．
ｂ）Ｆｏｒ　ｅａｃｈβ ∈ （－ ∞，∞），ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｇ３（ｘ）≡ （１－ｘ）－βｓｉｎ（π（１－ｘ）αＦ（ｘ）／２）ｉｓ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ

（ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ）ｆｒｏｍ［０，１）ｏｎｔｏ［１，∞）（（０，１））ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆβ≥α（β≤０，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ）．Ｉｆ　０＜β＜α，

ｔｈｅｎ　ｔｈｅｒｅ　ｅｘｉｓｔｓ　ａ　ｎｕｍｂｅｒ　ｒ３ ∈ （０，１）ｓｕｃｈ　ｔｈａｔ　ｇ３ｉｓ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，ｒ３］ａｎｄ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ［ｒ３，１）．

ｃ）Ｉｆα≤１／３，ｔｈｅｎ　ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｇ４（ｘ）≡
１
ｘｃｏｓ

（π（１－ｘ）２αＦ（ｘ）／２）ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ（０，１）ｏｎｔｏ

（απ／２，１）．Ｉｎ　ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，ｆｏｒ　ｅａｃｈ　ａ∈（０，１／２］，ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｇ５（ｘ）≡ｒ－２ｃｏｓ（ｒ′Ｋａ（ｒ））ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ
（０，１）ｏｎｔｏ（πａ（１－ａ）／２，１）．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｆｏｒ　ａ，ｂ∈ （０，∞）ｗｉｔｈ　α≤１／３ａｎｄ　ｆｏｒ　ａｌｌ　ｘ∈ （０，１），

２ａｒｃｃｏｓｘ
π（１－ｘ）２α ＜

Ｆ（ａ，ｂ；ａ＋ｂ；ｘ）＜
２ａｒｃｃｏｓ（απｘ／２）
π（１－ｘ）２α

（５）

ａｎｄ　ｆｏｒ　ａ∈ （０，１／２］，ｒ∈ ［０，１），ａｎｄρ＝ａ（１－ａ），

ａｒｃｃｏｓｒ２
（１－ｒ２）２ρ ＜

Ｋａ（ｒ）＜
ａｒｃｃｏｓ（πρｒ

２／２）
（１－ｒ２）２ρ

（６）

１　Ｐｒｅｌｉｍｉｎａｒｉｅｓ

Ｉｎ　ｔｈｉｓ　ｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅ　ｐｒｏｖｅ　ｔｗｏ　ｌｅｍｍａｓ　ｎｅｅｄｅｄ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆｓ　ｏｆ　ｏｕｒ　ｍａｉｎ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｓｔａｔｅｄ　ｉｎ　Ｓｅｃｔｉｏｎ　０．
Ｆｉｒｓｔ，ｌｅｔ　ｕｓ　ｒｅｃａｌｌ　ｔｈｅ　ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ　ｃｏｎｃｅｐｔ：Ａｎ　ｉｎｆｉｎｉｔｅｌｙ－ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｂｌｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｆｄｅｆｉｎｅｄ　ｏｎ　ａｎ　ｉｎｔｅｒｖａｌ

Ｉ　ｉｓ　ｓａｉｄ　ｔｏ　ｂｅ　ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙ　ｍｏｎｏｔｏｎｅ　ｏｎ　Ｉｉｆ　ｆａｎｄ　ｉｔｓ　ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ　ｏｆ　ａｌｌ　ｏｒｄｅｒｓ　ａｒｅ　ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ　ａｔ　ａｌｌ　ｐｏｉｎｔｓ　ｉｎ
Ｉ．Ｓｕｃｈ　ｋｉｎｄ　ｏｆ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　ｗｅｒｅ　ｆｉｒｓｔ　ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ　ｂｙ　Ｓ．Ｎ．Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ（ｓｅｅ［１６］）．

Ｎｅｘｔ，ｗｅ　ｒｅｃａｌｌ　ｔｈｅ　ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ　ｗｅｌｌ－ｋｎｏｗｎ　ｆｏｒｍｕｌａｓ［１］：

Ｆ（ａ，ｂ；ｃ；１）＝Γ
（ｃ）Γ（ｃ－ａ－ｂ）
Γ（ｃ－ａ）Γ（ｃ－ｂ）

，ａ＋ｂ＜ｃ （７）

ｄＦ（ａ，ｂ；ｃ；ｘ）
ｄｘ ＝

ａｂ
ｃＦ

（ａ＋１，ｂ＋１；ｃ＋１；ｘ） （８）

Ｆ（ａ，ｂ；ｃ；ｘ）＝（１－ｘ）ｃ－ａ－ｂ　Ｆ（ｃ－ａ，ｃ－ｂ；ｃ；ｘ） （９）

ＢＦ（ａ，ｂ；ａ＋ｂ；ｘ）＝Ｒ－ｌｏｇ（１－ｘ）＋Ｏ（（１－ｘ）ｌｏｇ（１－ｘ））（ｘ→１） （１０）

　　Ｗｅ　ｎｏｗ　ｐｒｏｖｅ　ｔｗｏ　ｌｅｍｍａｓ．
Ｌｅｍｍａ　１　Ｆｏｒ　ａ，ｂ∈ （０，∞）ｗｉｔｈ　ｃ＝ａ＋ｂ，ａｎｄ　ｆｏｒ　ｎ∈ 瓔０＝｛ｍ｜ｍｉｓ　ａ　ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ　ｉｎｔｅｇｅｒ｝，ｓｅｔ

ａｎ＝
（ｎ＋１）（ａ，ｎ）（ｂ，ｎ）

（ｃ，ｎ）ｎ！ ａｎｄ　ｂｎ＝
（ｎ＋１）（ｎ＋２）（ａ，ｎ）（ｂ，ｎ）

（ｃ，ｎ＋１）ｎ！
．

　　ａ）Ｉｆ　ａｂ≤ｍｉｎ｛１，ｃ／２｝（ａｂ≥ｍａｘ｛１，ｃ／２｝），ｔｈｅｎ　ｔｈｅ　ｓｅｑｕｅｎｃｅ｛ａｎ｝ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ（ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ，

ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ）ｉｎ　ｎ∈ 瓔０，ｗｉｔｈ　ａ０＝１ａｎｄ　ａ∞ ＝ｌｉｍｎ→∞ａｎ＝１／Ｂ．Ｉｎ　ｏｔｈｅｒ　ｃａｓｅｓ，ｎａｍｅｌｙ，ｃ／２＜ａｂ＜１（ｏｒ
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１＜ａｂ＜ｃ／２），ｔｈｅｒｅ　ｅｘｉｓｔｓ　ａ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ｉｎｔｅｇｅｒ　ｎ１＝ｎ１（ａ，ｂ）ｓｕｃｈ　ｔｈａｔ｛ａｎ｝ｉｓ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ（ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ）ｉｎ　ｎ≤
ｎ１，ａｎｄ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ（ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ）ｉｎ　ｎ≥ｎ１．

ｂ）Ｉｆ　ａｂ≤ｍｉｎ｛３－ｃ，（ｃ＋１）／３｝（ａｂ≥ｍａｘ｛３－ｃ，（ｃ＋１）／３｝），ｔｈｅｎ　ｔｈｅ　ｓｅｑｕｅｎｃｅ｛ｂｎ｝ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ
（ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ）ｉｎｎ∈瓔０，ｗｉｔｈｂ０＝２／ｃａｎｄｂ∞＝ｌｉｍｎ→∞ｂｎ＝１／Ｂ．Ｉｎ　ｏｔｈｅｒ　ｃａｓｅｓ，ｔｈａｔ　ｉｓ，（ｃ＋１）／３

＜ａｂ＜３－ｃ（ｏｒ　３－ｃ＜ａｂ＜（ｃ＋１）／３），ｔｈｅｒｅ　ｅｘｉｓｔｓ　ａ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ｉｎｔｅｇｅｒ　ｎ２＝ｎ２（ａ，ｂ）ｓｕｃｈ　ｔｈａｔ｛ｂｎ｝ｉｓ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ
（ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ）ｉｎ　ｎ≤ｎ２，ａｎｄ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ（ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ）ｉｎ　ｎ≥ｎ２．
ｃ）Ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｈ１（ｘ）≡ （ｔａｎｘ）／ｘｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ（０，π／２）ｏｎｔｏ（１，∞）．
Ｐｒｏｏｆ．ａ）Ｃｌｅａｒｌｙ，ａ０＝１．Ｂｙ　ｔｈｅ　ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ　ｆｏｒｍｕｌａ　ｏｆΓ（ｘ）［１，６．１．４６］，

ｌｉｍ
ｎ→∞
ａｎ＝

１
Ｂｌｉｍｎ→∞

（ｎ＋１）Γ（ｎ＋ａ）Γ（ｎ＋ｂ）
Γ（ｎ＋１）Γ（ｎ＋ｃ） ＝

１
Ｂ．

Ｉｔ　ｉｓ　ｅａｓｙ　ｔｏ　ｖｅｒｉｆｙ　ｔｈａｔ
ａｎ＋１
ａｎ

＝１＋
（ａｂ－１）ｎ＋２ａｂ－ｃ
（ｎ＋１）２（ｎ＋ｃ）

，

ｂｙ　ｗｈｉｃｈ　ｏｎｅ　ｃａｎ　ｅａｓｉｌｙ　ｏｂｔａｉｎ　ｔｈｅ　ａｓｓｅｒｔｉｏｎｓ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｅｑｕｅｎｃｅ｛ａｎ｝．
ｂ）Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｗｅ　ｈａｖｅ　ｔｈｅ　ｌｉｍｉｔｉｎｇ　ｖａｌｕｅｓ　ｂ０＝２／ｃ　ａｎｄ　ｂ∞ ＝１／Ｂ．Ｉｔ　ｉｓ　ｅａｓｙ　ｔｏ　ｓｈｏｗ　ｔｈａｔ

ｂｎ＋１
ｂｎ
＝１＋

（ａｂ＋ｃ－３）ｎ＋３ａｂ－ｃ－１
（ｎ＋１）２（ｎ＋ｃ＋１）

，

ｆｒｏｍ　ｗｈｉｃｈ　ｐａｒｔ　ｂ）ｆｏｌｌｏｗｓ．
ｃ）Ｉｔ　ｉｓ　ｗｅｌｌ－ｋｎｏｗｎ，ａｎｄ　ｃａｎ　ｂｅｅｎ　ｅａｓｉｌｙ　ｐｒｏｖｅｄ　ｂｙ　ａｐｐｌｙｉｎｇ　ｔｈｅ　Ｍｏｎｏｔｏｎｅ　ｌ‘Ｈｐｉｔａｌ’ｓ　Ｒｕｌｅ［３，

Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．２５］．□
Ｌｅｍｍａ　２　Ｆｏｒ　ａ，ｂ∈（０，∞），ｃ＝ａ＋ｂ，μ∈（－∞，∞）ａｎｄ　ｆｏｒ　ｘ∈［０，１），ｌｅｔ　ｈ２（ｘ）＝Ｆ（ａ，ｂ；ｃ＋１；

ｘ）／Ｆ（ａ，ｂ；ｃ；ｘ）ａｎｄ　ｈ３（ｘ）＝（１－ｘ）μＦ（ａ，ｂ；ｃ；ｘ）．
ａ）ｈ２ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ（０，１）ｏｎｔｏ（０，１）．
ｂ）ｈ３ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ（ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ）ｆｒｏｍ（０，１）ｏｎｔｏ（０，１）（（１，∞））ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆμ≥α（μ≤０，

ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ）．
Ｐｒｏｏｆ．ａ）Ｔｈｅ　ｌｉｍｉｔｉｎｇ　ｖａｌｕｅｓ　ｏｆ　ｈ２ａｒｅ　ｃｌｅａｒ．Ｂｙ（１），

ｈ２（ｘ）＝∑
∞

ｎ＝０ｃｎｘ
ｎ

∑
∞

ｎ＝０ｄｎｘ
ｎ
，ｃｎ＝

（ａ，ｎ）（ｂ，ｎ）
（ｃ＋１，ｎ）ｎ！

，ｄｎ＝
（ａ，ｎ）（ｂ，ｎ）
（ｃ，ｎ）ｎ！ ．

Ｓｉｎｃｅ　ｃｎ／ｄｎ＝ｃ／（ｎ＋ｃ）ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ｉｎ　ｎ∈瓔０，ｔｈｅ　ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ　ｐｒｏｐｅｒｔｙ　ｏｆ　ｈ２ｆｏｌｌｏｗｓ　ｆｒｏｍ［１５，

Ｌｅｍｍａ　２．１］．
ｂ）Ｉｔ　ｆｏｌｌｏｗｓ　ｆｒｏｍ ［８，Ｌｅｍｍａ　２．１５（１）］ａｎｄ　ｉｔｓ　ｐｒｏｏｆ．□

２　Ｐｒｏｏｆｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｔｈｅｏｒｅｍｓ

２．１　Ｐｒｏｏｆ　ｏｆ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　１
Ｌｅｔ　ａｎａｎｄ　ｂｎｂｅ　ａｓ　ｉｎ　Ｌｅｍｍａ　１，ａｎｄ　ｌｅｔ　Ｈ１（ｘ）＝ Ｂ（１－ｘ）Ｆ（ｘ）＋αＢｘＧ（ｘ）－λ．Ｂｙ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ，

（１）－（２）ａｎｄ（８），ｗｅ　ｏｂｔａｉｎ

ｆ１′（ｘ）＝
Ｈ１（ｘ）
１－ｘ

，ｆ１（ｘ）＝ｘｆ２（ｘ）＝ｘ∑
∞

ｎ＝０

Ｂａｎ－λ
ｎ＋１

ｘｎ （１１）

Ｈ１′（ｘ）＝Ｂ　２αＧ（ｘ）－Ｆ（ｘ）＋
ａｂα
ｃ＋１

ｘＦ＋ （ｘ）［ ］＝Ｂ∑
∞

ｎ＝０
ｅｎｘｎ （１２）

ｘ２（１－ｘ）ｆ２′（ｘ）＝Ｈ２（ｘ）≡ｘＨ１（ｘ）－（１－ｘ）ｆ１（ｘ） （１３）

１
ｘＨ２′（ｘ）＝Ｈ３（ｘ）≡Ｈ１′（ｘ）＋ｆ２（ｘ）＝∑

∞

ｎ＝０

ａｂＢｂｎ－λ
ｎ＋１

ｘｎ （１４）

ｗｈｅｒｅ　ｅｎ＝ （ａ，ｎ）（ｂ，ｎ）［（ａｂ－１）ｎ＋２ａｂ－ｃ］／［（ｃ，ｎ＋１）ｎ！］．Ｉｔ　ｉｓ　ｃｌｅａｒ　ｔｈａｔ　Ｈ１（０）＝Ｂ－λａｎｄ　Ｈ１（１－）＝
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１－λ．Ｂｙ（１２），（４）ａｎｄ（１０），ｗｅ　ｏｂｔａｉｎ

Ｈ１′（０）＝（２α－１）Ｂ，Ｈ１′（１－）＝２＋ｌｉｍ
ｘ→１
ａｂｘｌｏｇ

ｅ　Ｒ＋

１－ｘ－
ｌｏｇ

ｅ　Ｒ

１－ｘ（ ）＝
－∞，ｉｆ　ａｂ＜１
２－ｃ， ｉｆ　ａｂ＝１
∞， ｉｆ　ａｂ＞１

烅
烄

烆

（１５）

　　ａ）Ｃｌｅａｒｌｙ，ｆ１（０）＝０．Ｂｙ（１０），

ｆ１（１－）＝ｌｉｍ
ｘ→１
ｘｌｏｇ

ｅ　Ｒ

１－ｘ－λ
ｌｏｇ

１
１－ｘ（ ）＝

Ｒ， ｉｆλ＝１
∞， ｉｆλ＜１
－∞，ｉｆλ＞１
烅
烄

烆

．

　　ｂ）Ｉｎ　ｔｈｅ　ｃａｓｅ　ｗｈｅｎ　ａｂ≤ｍｉｎ｛１，ｃ／２｝，ｗｅ　ｓｅｅ　ｔｈａｔα≤１／２，ａｎｄ　ｃ≥２ｉｆ　ａｂ＝１．Ｈｅｎｃｅ　ｅｎ ≥０，ａｎｄ　ｉｔ
ｆｏｌｌｏｗｓ　ｆｒｏｍ （１２）ｔｈａｔ　Ｈ１′ｉｓ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，１）ｗｉｔｈ　Ｈ１′（０）＝（２α－１）Ｂ ≤０，ｓｏ　ｔｈａｔ　Ｈ１ｉｓ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ
ｆｒｏｍ（０，１）ｏｎｔｏ（１－λ，Ｂ－λ）．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｂｙ（１１），ｔｈｅ　ｆｉｒｓｔ　ｔｗｏ　ａｓｓｅｒｔｉｏｎｓ　ｉｎ　ｐａｒｔ　ｂ）ｆｏｌｌｏｗ．

Ｓｕｐｐｏｓｅ　ｔｈａｔ　ａｂ≤ｍｉｎ｛１，ｃ／２｝．Ｔｈｅｎ　ｂｙ　Ｌｅｍｍａ　１（ａ）ａｎｄ（１１），ａｌｌ　ｔｈｅ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｍａｃｌａｕｒｉｎ
ｓｅｒｉｅｓ　ｏｆ　ｆ１ａｒｅ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ（ｎｅｇａｔｉｖｅ）ｉｆλ≤１（λ≥Ｂ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ）．Ｔｈｉｓ　ｙｉｅｌｄｓ　ｔｈｅ　ａｂｓｏｌｕｔｅ　ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ
ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ｏｆ　ｆ１．

ｃ）Ｏｂｓｅｒｖｅ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ　ａｂ≥ｍａｘ｛１，ｃ／２｝ｉｍｐｌｉｅｓ　ｔｈａｔα≥１／２，ａｎｄｃ≤２ｉｆ　ａｂ＝１．Ｈｅｎｃｅ　ｉｔ　ｆｏｌｌｏｗｓ
ｆｒｏｍ（１２）ｔｈａｔ　Ｈ１′ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，１）ｗｉｔｈ　Ｈ１′（０）＝ （２α－１）Ｂ≥０，ｓｏ　ｔｈａｔ　Ｈ１ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ
ｆｒｏｍ（０，１）ｏｎｔｏ（Ｂ－λ，１－λ）．Ｔｈｉｓ　ｓｈｏｗｓ　ｔｈａｔ　ｆ１ｉｓ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ（ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ）ｏｎ（０，１）ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆλ≤Ｂ
（λ≥１，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ），ａｎｄ　ｉｆ　Ｂ＜λ＜１，ｔｈｅｎ　ｔｈｅｒｅ　ｅｘｉｓｔｓ　ａ　ｎｕｍｂｅｒ　ｒ２∈（０，１）ｓｕｃｈ　ｔｈａｔ　ｆ１ｉｓ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ
ｏｎ（０，ｒ２］ａｎｄ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ［ｒ２，１）．

Ｎｅｘｔ，ｉｎ　ｔｈｉｓ　ｃａｓｅ，ｉｔ　ｆｏｌｌｏｗｓ　ｆｒｏｍ　Ｌｅｍｍａ　１ｔｈａｔ　ｆｏｒ　ｎ∈ 瓔０，Ｂａｎ－λ＞０ｉｆλ≤Ｂ，ａｎｄ　Ｂａｎ－λ＜
０ｉｆλ≥１．Ｔｈｉｓ，ｔｏｇｅｔｈｅｒ　ｗｉｔｈ（１１），ｙｉｅｌｄｓ　ｔｈｅ　ａｂｓｏｌｕｔｅ　ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ｏｆ　ｆ１ａｎｄ－ｆ１．

ｄ）Ｔｈｅ　ｌｉｍｉｔｉｎｇ　ｖａｌｕｅｓ　ｏｆ　ｆ２ｆｏｌｌｏｗ　ｆｒｏｍ （１１）．
Ｓｕｐｐｏｓｅ　ｔｈａｔ　ａｂ≤ｍｉｎ｛３－ｃ，（ｃ＋１）／３｝．Ｆｒｏｍ（１０），（１２）ａｎｄ（１５），ｗｅ　ｏｂｔａｉｎ　ｔｈｅ　ｌｉｍｉｔｉｎｇ　ｖａｌｕｅｓ　Ｈ２（０）＝

－ｆ１（０）＝０，Ｈ２（１－）＝ Ｈ１（１－）＝１－λ．

Ｈ３（０）＝２αＢ－λ，Ｈ３（１－）＝
ａｂＲ＋２－ｃ，ｉｆλ＝ａｂ

∞， ｉｆλ＜ａｂ
－∞， ｉｆλ＞ａｂ

烅
烄

烆

（１６）

Ｉｔ　ｆｏｌｌｏｗｓ　ｆｒｏｍ　Ｌｅｍｍａ　１（ｂ），（１４）ａｎｄ（１６）ｔｈａｔ　Ｈ３ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ａｎｄ　ｃｏｎｖｅｘ（ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ａｎｄ　ｃｏｎｃａｖｅ）ｏｎ
（０，１）ｉｆ　λ≤ａｂ（λ≥２αＢ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ），ｗｉｔｈ　Ｈ３（０）＝２αＢ－λ．Ｈｅｎｃｅ　ｂｙ（１４），ｉｆ　λ≤ｍｉｎ｛ａｂ，２αＢ｝（λ
≥２αＢ），ｔｈｅｎ　Ｈ２ｉｓ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ（ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ）ｆｒｏｍ（０，１）ｏｎｔｏ（０，１－λ）（（１－λ，０），ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ）．Ｔｈｉｓ，

ｔｏｇｅｔｈｅｒ　ｗｉｔｈ（１３），ｙｉｅｌｄ　ｔｈｅ　ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ｏｆ　ｆ２．
ｅ）Ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ　ｏｆ　ｐａｒｔ　ｅ）ｉｓ　ｓｉｍｉｌａｒ　ｔｏ　ｔｈａｔ　ｏｆ　ｐａｒｔ　ｄ）．□

２．２　Ｐｒｏｏｆ　ｏｆ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　２
ａ）Ｃｌｅａｒｌｙ，ｇ１（０）＝１，ａｎｄ　ｉｆα≤１／４，ｔｈｅｎ

ｇ１（１－）＝
π
２
ｌｉｍ
ｘ→１

ｓｉｎπ（１－ｘ）２αＦ（ｘ）／２（ ）
π（１－ｘ）２αＦ（ｘ）／２

· Ｆ（ｘ）
（１－ｘ）（１－４α）／２

＝π２
ｌｉｍ
ｘ→１

Ｆ（ｘ）
（１－ｘ）（１－４α）／２

＝∞．

　　Ｌｅｔ　ｈ１ｂｅ　ａｓ　ｉｎ　Ｌｅｍｍａ　１（ｃ），ｈ２ａｓ　ｉｎ　Ｌｅｍｍａ　２，ａｎｄ　ｓｅｔ　ｕ＝π（１－ｘ）２αＦ（ｘ）／２．Ｂｙ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ，

２（１－ｘ）３／２

ｕｃｏｓｕ ｇ１′（ｘ）＝Ｇ１（ｘ）≡ｈ１（ｕ）＋２αｈ２（ｘ）－４α．

Ｂｙ　Ｌｅｍｍａｓ　１（ｃ）ａｎｄ　Ｌｅｍｍａ　２，ｗｅ　ｓｅｅ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　Ｇ１ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ（０，１）ｏｎｔｏ（１－４α，∞）．
Ｈｅｎｃｅ　ｔｈｅ　ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ　ｐｒｏｐｅｒｔｙ　ｏｆ　ｇ１ｆｏｌｌｏｗｓ．Ｔｈｅ　ｓｅｃｏｎｄ　ａｓｓｅｒｔｉｏｎ　ｉｎ　ｐａｒｔ　ａ）ｉｓ　ｃｌｅａｒ．
ｂ）Ｃｌｅａｒｌｙ，ｇ３（０）＝１，ａｎｄ

ｇ３（１－）＝
π
２
ｌｉｍ
ｘ→１

Ｆ（ｘ）
（１－ｘ）β－α

·ｓｉｎπ
（１－ｘ）αＦ（ｘ）／２（ ）

π（１－ｘ）αＦ（ｘ）／２
＝
∞，ｉｆβ≥α
０， ｉｆβ≥０｛ ．

７２８第６期 马晗茜等：零平衡超几何函数的几个性质



Ｐｕｔ　ｔ＝π（１－ｘ）αＦ（ｘ）／２．Ｔｈｅｎ　ｂｙ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ，
（１－ｘ）β＋１　ｇ３′（ｘ）／ｓｉｎｔ＝Ｇ２（ｘ）≡β－αＧ３（ｘ），

ｗｈｅｒｅ　Ｇ３（ｘ）＝［ｈ１（ｔ）］－１·［１－ｈ２（ｘ）］．Ｂｙ　Ｌｅｍｍａｓ　１（ｃ）ａｎｄ　Ｌｅｍｍａ　２，ｗｅ　ｓｅｅ　ｔｈａｔ　Ｇ３（ｘ）ｉｓ　ａ　ｐｒｏｄｕｃｔ　ｏｆ
ｔｗｏ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ａｎｄ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　ｏｎ（０，１），ｗｉｔｈ　Ｇ３（０）＝０ａｎｄ　Ｇ３（１－）＝１．Ｔｈｉｓ　ｓｈｏｗｓ　ｔｈａｔ　Ｇ２
ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ（０，１）ｏｎｔｏ（β－α，β），ａｎｄ　ｈｅｎｃｅ　ｔｈｅ　ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ　ｉｎ　ｐａｒｔ　ｂ）ｆｏｌｌｏｗ．

ｃ）Ｌｅｔ　Ｇ４（ｘ）＝ｃｏｓ（π （１－ｘ）２αＦ（ｘ）／２）ａｎｄ　Ｇ５（ｘ）＝ｘ．Ｔｈｅｎ　Ｇ４（０）＝Ｇ５（０）＝０，ｇ４（ｘ）＝
Ｇ４（ｘ）／Ｇ５（ｘ），ａｎｄ　ｂｙ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ，

２
πα
·Ｇ４′

（ｘ）
Ｇ５′（ｘ）

＝Ｇ６（ｘ）≡Ｆ（ｘ）·［２－ｈ２（ｘ）］·
ｓｉｎ（π（１－ｘ）２αＦ（ｘ）／２）

（１－ｘ）１－２α
．

Ｂｙ　ｐａｒｔ（ｂ）ａｎｄ　Ｌｅｍｍａ　２（ａ），ｉｆ　１－２α≥α，ｎａｍｅｌｙ，α≤１／３，ｔｈｅｎ　Ｇ６ｉｓ　ａ　ｐｒｏｄｕｃｔ　ｏｆ　ｔｈｒｅｅ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ａｎｄ
ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　ｏｎ（０，１），ｓｏ　ｔｈａｔ　Ｇ６ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，１）．Ｈｅｎｃｅ　ｔｈｅ　ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ
ｐｒｏｐｅｒｔｙ　ｏｆ　ｇ４ｆｏｌｌｏｗｓ　ｆｒｏｍ ［３，Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．２５］．

Ｔｈｅ　ｒｅｍａｉｎｉｎｇ　ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ　ｉｎ　ｐａｒｔ　ｃ）ａｒｅ　ｃｌｅａｒ．□

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ：
［１］Ｏｗｅｎ　Ｄ　Ｂ，Ａｂｒａｍｏｗｉｔｚ　Ｍ，Ｓｔｅｇｕｎ　Ｉ　Ａ．Ｈａｎｄｂｏｏｋ　ｏｆ　ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　ｗｉｔｈ　ｆｏｒｍｕｌａｓ，ｇｒａｐｈｓ，ａｎｄ　ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　ｔａｂｌｅｓ［Ｊ］．

Ｔｅｃｈｎｏｍｅｔｒｉｃｓ，１９６５，７（１）：７８．
［２］Ａｎｄｅｒｓｏｎ　Ｇ　Ｄ，Ｖａｍａｎａｍｕｒｔｈｙ　Ｍ　Ｋ，Ｖｕｏｒｉｎｅｎ　Ｍ．Ｃｏｎｆｏｒｍａｌ　Ｉｎｖａｒｉａｎｔｓ，Ｑｕａｓｉｃｏｎｆｏｒｍａｌ　Ｍａｐｓ，ａｎｄ　Ｓｐｅｃｉａｌ　Ｆｕｎｃｔｉｏｎ
［Ｍ］．Ｈｅｉｄｅｌｂｅｒｇ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ　Ｂｅｒｌｉｎ　Ｈｅｉｄｅｌｂｅｒｇ，１９９２：１－１９．

［３］Ａｎｄｅｒｓｏｎ　Ｇ　Ｄ，Ｖｕｏｒｉｎｅｎ　Ｍ．Ｃｏｎｆｏｒｍａｌ　Ｉｎｖａｒｉａｎｔｓ，Ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ，ａｎｄ　Ｑｕａｓｉｃｏｎｆｏｒｍａｌ　Ｍａｐｓ［Ｍ］．Ｊｏｈｎ　Ｗｉｌｅｙ　ａｎｄ　Ｓｏｎｓ，

１９９７：４８－７３．
［４］Ｑｉｕ　Ｓ　Ｌ，Ｖｕｏｒｉｎｅｎ　Ｍ．Ｈａｎｄｂｏｏｋ　ｏｆ　Ｃｏｍｐｌｅｘ　Ａｎａｌｙｓｉｓ：Ｓｐｅｃｉａｌ　Ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｉｎ　Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ　Ｆｕｎｃｔｉｏｎ　Ｔｈｅｏｒｙ［Ｍ］．Ｌａｎｄｏｎ：

Ｅｌｓｅｖｉｅｒ　Ｂｅｓｌｏｔｅｎ　Ｖｅｎｎｏｏｔｓｃｈａｐ，２００５：６２１－６５９．
［５］Ｑｉｕ　Ｓ　Ｌ，Ｖｕｏｒｉｎｅｎ　Ｍ．Ｉｎｆｉｎｉｔｅ　ｐｒｏｄｕｃｔｓ　ａｎｄ　ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ　ｑｕｏｔｉｅｎｔｓ　ｏｆ　ｈｙｐｅｒｇｅｏｍｅｔｒｉｃ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＳＩＡＭ　Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｎ

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ａｎａｌｙｓｉｓ，１９９９，３０（５）：１０５７－１０７５．
［６］Ａｎｄｅｒｓｏｎ　Ｇ　Ｄ，Ｖａｍａｎａｍｕｒｔｈｙ　Ｍ　Ｋ，Ｖｕｏｒｉｎｅｎ　Ｍ．Ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ｆｏｒ　ｈｙｐｅｒｇｅｏｍｅｔｒｉｃ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　ａｎｄ　ｃｏｍｐｌｅｔｅ

ｅｌｌｉｐｔｉｃ　ｉｎｔｅｇｒａｌｓ［Ｊ］．ＳＩＡＭ　Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｎ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ａｎａｌｙｓｉｓ，１９９２，２３（２）：５１２－５２４．
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