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广义可压缩杠杆方程的精确行波解

王　越,张丽俊
(浙江理工大学理学院,杭州３１００１８)

　　摘　要:运用微分方程定性理论和动力系统分支方法研究了一类广义可压缩杠杆方程的有界行波解.再次说

明了行波系统的奇直线对非线性波方程行波解光滑性的影响,奇直线的存在使得非线性波方程的行波解产生了奇

异性.通过对奇异行波系统的与奇直线相交或趋于奇直线的轨道的分析,得到了该方程的奇异行波解.结果证明,

广义可压缩杠杆方程具有光滑孤波解、光滑周期波解、孤立peakon、周期peakon、周期cuspon和compacton.
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０　引　言

非线性方程是描述自然现象的一种重要数学模

型,对其行波解的研究是近年来非线性动力系统中

的热点之一.为了研究非线性方程的行波解,人们

已经提出了一些行之有效的方法,其中动力系统研

究方法[１Ｇ２]已经很好地应用于非线性方程行波解的

研究中.本文主要运用动力系统的分支方法研究下

列广义可压缩杠杆方程[３Ｇ４]:

ut－utxx＋ g(u)
２
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＝γ(２uxuxx＋uuxxx) (１)

其中:g是给定的C∞ 函数,γ是与材料常数和杆的

感应力有关的常数.当γ＝１,g(u)＝３u２ 时,方程

(１)为CamassaＧHolm方程[５]:

ut－uxxt＋３uux＋kux＝２uxuxx＋uuxxx (２)
方程(２)具有双哈密顿结构、可积性、有无穷多

个守恒律,且已经得到了方程(２)的周期解、孤波解、

Peakon等[６Ｇ７].当 g(u)＝３u２,γ∈ (－２９．４７６０,

３．４１７４)时,方程(１)为超弹性杆波方程[５].当γ＝
０,g(u)＝３u２ 时,方 程 (１)为 BenjaminＧBonaＧ
Machony方程[３].本文主要研究当γ＝１,g(u)＝
３au２＋２ku(a≠０)时,方程(１)的行波解.

为了研究方程(１)的行波解,首先令u(x,t)＝
u(ξ),ξ＝x－ct,并代入方程(１),再关于ξ积分一次

并取积分常数为０可得:
１
２

(u′)２＋(u－c)u″＋cu－１
２

(３au２＋２ku)＝０ (３)

本文通过研究常微分方程(３)参数a,c和k 的

分支和相图将得到方程(１)的各类行波解.

１　行波系统的分支与相图

令u′＝v,若u≠c,方程(３)可转化为平面系统

u′＝v

v′＝
(３au２＋２ku)－２cu－v２

２(u－c){ (４)

u＝c是系统(４)的奇直线.时间尺度变换dξ＝(u－
c)dη将系统(４)化为

du
dη

＝２(u－c)v
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dη

＝３au２＋２(k－c)u－v２
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(５)

其首次积分为

H(u,v)＝(c－k－au)u２＋(u－c)v２ (６)
系统(４)和系统(５)除奇直线u＝c外有相同的

拓扑结构.本文仅考虑a＜０和a＞２
３

,当a为其他



情形时方程只有孤波解和周期波解.由动力系统的

理论[９]可知系统的分支曲线为:

C１:k＝c,C２:c＝０,C３:k＝－３a－２
２ c,C４:k＝０.

１．１　a＞２
３

的情形

分支曲线把参数平面(c,k)分为八个区域:
D１＝{(c,k)|c＞k＞０},
D２＝{(c,k)|k＞c＞０},

D３＝ (c,k)|c＜０＜－３a－２
２ c＜k{ },

D４＝ (c,k)|c＜０＜k＜－３a－２
２ c{ },

D５＝{(c,k)|c＜k＜０},
D６＝{(c,k)|k＜c＜０},

D７＝ (c,k)|k＜－３a－２
２ c＜０＜c{ },

D８＝ (c,k)|－３a－２
２ c＜k＜０＜c{ }.

引理１　令v１＝(３a－２)c２＋２kc,u１＝２(c－k)
３a

,

则系统(５)在每个参数区域和分支集上的奇点类型

如下所示:
a)当(c,k)∈D１∪D４∪D５∪D８∪C４ 时,系统

(５)有鞍点(０,０)与(c,± v１)和中心(u１,０).
b)当(c,k)∈D２∪D６ 时,系统(５)有鞍点(u１,

０)与(c,± v１)和中心(０,０).
c)当(c,k)∈D３∪D７ 时,系统(５)有鞍点(０,０)

和(u１,０).
d)当(c,k)∈C１ 时,系统(５)有尖点(０,０)和鞍

点(c,± ３ac).
e)当(c,k)∈C２ 且k≠０时,系统(５)有尖点(０,

０)和鞍点 －２k
３a

,０æ

è
ç

ö

ø
÷.

f)当(c,k)∈C３ 时,系统(５)有尖点(c,０)和鞍

点(０,０).
系统(５)的相图见图１.

１．２　a＜０的情形

分支曲线把参数平面(c,k)分为八个区域:

D１＝ (c,k)|０＜k＜c＜－３a－２
２ c{ },

D２＝ (c,k)|０＜c＜k＜－３a－２
２ c{ },

D３＝ (c,k)|０＜c＜－３a－２
２ c＜k{ },

D４＝ (c,k)|－３a－２
２ c＜c＜０＜k{ },

D５＝ (c,k)|－３a－２
２ c＜c＜k＜０{ },

D６＝ (c,k)|－３a－２
２ c＜k＜c＜０{ },

D７＝ (c,k)|k＜－３a－２
２ c＜c＜０{ },

D８＝ (c,k)|k＜０＜c＜－３a－２
２ c{ }.

引理２　当a＜０时,系统(５)在每个参数区域

和分支集上的奇点类型如下所示:

a)当(c,k)∈D１∪D４∪D５∪D８∪C４ 时,系统

(５)有鞍点(０,０)和中心(u１,０).

b)当(c,k)∈D２∪D６ 时,系统(５)有鞍点(u１,

０)为鞍点和中心(０,０).

c)当(c,k)∈D３∪D７ 时,系统(５)有中心(u１,

０)与(０,０)和鞍点(c,± v１).

d)当(c,k)∈C１ 时,系统(５)仅有一个尖点(０,０).

e)当(c,k)∈C２ 且k≠０时,系统(５)有尖点(０,

０)和中心(－２k
３a

,０).

f)当(c,k)∈C３ 时,系统(５)有尖点(c,０)和中

心(０,０).
系统(５)的相图见图２.
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图１　当a＞２
３

时,系统(５)的相图
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图２　当a＜０时,系统(５)的相图

２　方程(１)的有界光滑行波解

注意u＝c为系统(４)的奇直线.众所周知,与
奇直线不相交的轨线对应于方程的光滑行波解.在

物理中令人感兴趣的光滑行波解一般是周期波、孤
波、扭波或反扭波,它们分别对应于相图中的周期

轨、同宿轨和异宿轨[１].系统(５)的轨道由下列方程

确定

(c－k－au)u２＋(u－c)v２＝h (７)
当u≠c时,方程(７)可以写成

v２＝
(au＋k－c)u２＋h

u－c
(８)

令u２ ＝c－k
a

和I(u;u０,c,k,h)＝

∫
u

u０

u－c
(au＋k－c)u２＋h

du,则在c,k和h 给定时,

I(u,u０,c,k,h)＝±ξ (９)
是方程(１)的隐式解.

定理１　当a＞２
３

时,方程(１)有如下有界光滑

行波解:

a)当(c,k)∈D１((c,k)∈D５)且h＝H(u０,０)

时,若u０∈(u１,u２)(u０∈(u２,u１)),式(９)确定了方

程(１)的周期行波解;若u０＝u２,则确定了方程(１)
的孤波解.

b)当(c,k)∈D２((c,k)∈D６)且h＝H(u０,０)

时,若u０∈ ０,－１
３u２

æ

è
ç

ö

ø
÷ u０∈ －１

３u２,０æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷,式(９)确

定了方程(１)的周期行波解;若u０＝－１
３u２,则确定

了方程(１)的孤波解.

c)当(c,k)∈D４∪C４(c＜０)((c,k)∈D８∪C４(c＞０))
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且h＝H(u０,０)时,若u０∈(c,u１)(u０∈(u１,c)),式
(９)确定了方程(１)的周期行波解.

定理２　当a＜０时,方程(１)有如下的有界光

滑行波解:

a)当(c,k)∈D１∪D８∪C４(c＞０)((c,k)∈D４∪
D５∪C４(c＜０))和h＝H(u０,０)时,若u０∈(u２,u１)
(u０∈(u１,u２)),式(９)确定了方程(１)的周期行波

解;若u０＝u２,则确定了方程(１)的孤波解.

b)当(c,k)∈D２((c,k)∈D６)和h＝H(u０,０)

时,若u０∈ －１
３u２,０æ

è
ç

ö

ø
÷ u０∈ ０,－１

３u２
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷,则式(９)

确定了方程(１)的周期行波解;若u０＝－１
３u２,则确

定了方程(１)的孤波解.

c)当(c,k)∈D３((c,k)∈D７)和h＝H(u０,０)
时,若u０∈(０,c)∪(c,u１)(u０∈(u１,c)∪(c,０)),则
式(９)确定了方程(１)的两族周期行波解.

d)当(c,k)∈C２ 和h＝H(u０,０)时,若u０∈

０,－２k
３a

æ

è
ç

ö

ø
÷,式(９)确定了方程(１)的周期行波解.

e)当(c,k)∈C３ 和h＝H(u０,０)时,若u０∈(０,

c),式(９)确定了方程(１)的周期行波解.

３　方程(１)的奇异行波解

定义１　若u(ξ)∈H１
loc(R)且存在常数h和可

数集 tk{ tk∈R,k∈Z,－∞≤tk－１≤tk≤∞} 使得在

每个开集(tk－１,tk)上,u(ξ)为方程(８)的古典解,且

lim[
ξ→tk

(c－k－au)u２＋(u－c)u′２]＝h,则称u(ξ)＝

u(x－ct)是方程(１)的奇异行波解.
行波系统的与奇直线相交的有界轨道对应于奇

异行波解.当u≠c时,方程(８)可以写成

u′２＝
(au＋k－c)u２＋h

u－c
(１０)

若u(ξ)∈C１(I)且在I的任何子区间上不恒等

于常数,对方程(１０)求导并代入方程(３)可知u(ξ)
必为方程(３)的解,所以若u≠c,方程(８)所定义的

古典解u(ξ)自然满足上面的定义.若u→c,则解的

奇异性将出现,它对应于系统的渐近于或与奇直线

相交的轨线.本节将解从C１(R)推广到H１
loc(R),推

广方法参见文献[９Ｇ１０].
通过分析相图中趋于或与奇直线相交的轨线可

得方程(３)的奇异行波解.令T＝I(c;u０,c,k,h),

u± ＝
(c－k－ac)± (c－k－ac)(c－a＋３ac)

２a
并假

设u＝p(ξ;u０,c,k,h)表示I(u,u０,c,k,h)＝ξ确定

的函数,则有定理３和定理４.

定理３　若a＞２
３

,方程(１)有下列有界行波解.

a)当(c,k)∈D４ 且h＝H(u０,０)时,若u０∈
(u－ ,０),则

u(ξ)＝
p(ξ;u０,c,k,h),　　２nT＜ξ≤(２n＋１)T
p(－ξ;u０,c,k,h),　(２n－１)T＜ξ≤２nT{

(１１)
是方程(１)的周期cuspon;若u０＝u－ 且h＝H(u０,

０),则式(１１)是方程(１)的周期peakon.

b)当(c,k)∈D８ 且h＝H(u０,０)时,若u０∈(０,

u＋ ),则式(１１)是方程(１)的周期cuspon;若u０＝
u＋ ,则式(１１)是方程(１)的周期peakon.

c)当(c,k)∈C４ 时,u(ξ)＝ce－ v１ξ是方程的孤

立peakon.
定理４　若a＜０,方程(１)有如下的有界行波解.

a)当(c,k)∈D３∪D７ 且h＝H(u０,０)时,若u０

∈(－∞,u－ )∪(u＋ ,＋∞),则式(１１)是方程(１)的
周期cuspon;若u０＝u－ (u０＝u＋ ),则式(１１)是方程

(３)的周期peakon.

b)当(c,k)∈C２((c,k)∈C３)且h＝H(u０,０)
时,若u０＝u＋ (u０＝u－ ),则

u(ξ)＝
p(ξ;u０,c,k,h), ξ ＜T

c, ξ ≥T{ (１２)

是方程(１)的compacton.

４　结　语

动力系统研究方法是研究非线性方程行波解的

重要方法之一.本文运用这一方法研究其分支并得

到广义可压缩杠杆方程在各种不同参数条件下的有

界行波解,包括光滑行波解和奇异行波解,其中光滑

行波解有光滑孤波解和周期波解,奇异行波解有周期

cuspon、周期peakon、孤立peakon和compacton.本

文研究的是取积分常数为零的特殊情形,当积分常

数不为零时,方程中将出现四个参数,从而研究其分

支就更加困难,对于一般的情形是否可以得到方程

新类型的行波解,将是下一步深入探讨的问题.
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Theaccuratetravelingwavesolutiontoageneralized
compressibleleverequation

WANGYue,ZHANGLijun
(SchoolofSciences,ZhejiangSciＧTechUniversity,Hangzhou３１００１８,China)

Abstract:Theboundedtraveling wavesolutionstoageneralizedcompressibleleverequationare
studiedwithqualitativetheoryofdifferentialequationanddynamicalsystembifurcationtheory．Theeffect
ofthesingularlineoftravelingwavesystemonthesmoothnessoftravelingwavesolutionstothenonlinear
waveequationisillustratedagain．Theexistenceofthesingularlineleadstothesingularityofthetraveling
wavesolutiontothenonlinearwaveequation．Thesingularwavesolutionsareobtainedviaanalysisofthe
orbitsintersecting with orapproaching the singularline．Theresults show thatthe generalized
compressibleleverequationhassmoothsolitarywavesolutions,smoothperiodicwavesolutions,solitary
peakons,periodicpeakons,periodiccusponsandcompactonaswell．

Keywords:travelingwavesolution;dynamicalsystem;bifurcationtheory;compressibleleverequation
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