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云制造环境下资源受限的同类机调度问题

刘淑丹,蒋义伟,周天和
(浙江理工大学理学院,杭州３１００１８)

　　摘　要:研究云制造环境下资源受限的同类机调度问题,目标函数为在不超过成本上限的情况下,极小化最大

完工时间,每台机器有不同的机器速度和不同的固定加工成本.针对工件长度相同和不同的两种情况分别给出了

一个近似算法,并得到算法的最坏情况界.

关键词:资源受限;同类机调度;完工时间;近似算法

中图分类号:O２４２．１　　　　　　　　文献标志码:A　　　　　　　文章编号:１６７３Ｇ３８５１(２０１８)０３Ｇ０２０６Ｇ０５

０　引　言

云制造(Cloudmanufacturing)是一种新型制造

模式,能够把分散的资源整合在一起,然后经过虚拟

化实时发布资源的利用状态,实现资源共享,提高资

源的利用率.因此云制造对于我国的经济发展有着

深远的意义.本文主要研究了在云制造背景下资源

受限的同类平行机调度问题.机器的所有者通过云

制造平台把机器的现有状态包括租用成本、加工速

度、机器的使用情况进行虚拟化发布.生产方通过

云制造平台获知机器的现有状态,根据自己的成本

预算选择最适合自己的机器,并安排工件加工.
本文考虑以下问题:每台机器都有一个加工速

度和租用的固定成本,其中固定成本不随加工时间

变化而变化,生产方的成本预算(资源)是一个固定

常数;目标是在给定的成本预算情形下,租用相应的

机器并加工工件使得最大完工时间(Makespan)
最小.

目前,云制造资源调度问题已经吸引了国内外

众多学者的关注.李伯虎等[１Ｇ３]根据我国工业的发

展状况,针对云制造模式在我国的发展提出了一些

建议.１９９９年 Noga等[４]首次在生产调度问题中引

入了加工成本的因素,把每台机器的加工成本设为

固定的单位１,证明了在线情况下求机器极小化最

大完工时间的问题,在不带释放时间的情况下的竞

争比为１＋ ５
２

,带释放时间的情况下的竞争比为

６＋ ２０５
１２

.２００６年Imreh[５]把机器的固定成本为１

的条件去掉,考虑两种不同加工成本的机器,其中一

种机器的成本比另一种机器的加工成本高,在加工

工件的时候尽可能多地选择加工成本较低的机器,
但是也用一部分成本较高的机器加工工件.Jiang
等[６]研究了可中断情况下的在线调度问题,目标函

数是使得总完工时间和机器的加工成本最小,他们

假设机器的加工成本与机器的数量是线性相关关

系,提出了一个新算法,该算法的竞争比为１．３７９８,

问题的下界为４
３

.Dosa等[７]继续研究了在线调度

问题,目标函数是极小化最大完工时间和机器总加

工成本,设计了一个新算法,得到问题的下界为 ２,

而之前的问题下界为４
３

,并且得到问题的竞争比为

２＋ ７
３ ≈１．５４８６,而改进前的算法竞争比为２６＋３

５



≈１．５７９８.Rustogi等[８]研究了增加机器数目对极

小化最大完工时间和总完工时间的影响.Jiang
等[９]把问题扩展到半在线情况,预先知道工件的总

长度,假设购买一台器的成本为单位数量１,目标是

获得极小化总完工时间和最小的购买机器的成本,
得到一些结论.He等[１０]考虑了单台机的平行机调

度问题,机器允许拒绝加工的工件,但是要支付一定

的拒绝惩罚成本,目标函数一个是在不超过给定的

惩罚成本上限的情况下使得总完工时间尽可能的

小,另一个是在不超过预先给定的完工时间的情况

下使得机器的总惩罚成本最小,提出了一个动态规

划算法和完全多项式时间算法.Lee等[１１]考虑了

平行机调度问题中双目标函数问题,一个是总完工

时间和机器的总加工成本最小,另一个是机器的最

大完工时间和加工总成本最小,提出了启发式算法

和最坏情况界.Li等[１２]研究了每台机器的单位时

间加工成本不同的同型机调度问题,目标函数是极

小化最大完工时间的调度问题,分为可中断和不可

中断两种情况.当工件可中断时,设计出一个最优

算法,对于不可中断问题设计一个近似算法,得到问

题的最坏情况界为２.Li等[１３]研究了同类机的调

度问题,目标函数是极小化最大完工时间,假设每个

工件的长度为一个固定的常数,每台机器的租用成

本是固定的但不相同,不随加工时间的长短发生变

化,机器的速度越大,相应的租用加工成本越高,分
为可中断和不可中断两种情况,分别设计近似算法

并给出算法的最坏情况界.
本文考虑文献[１３]所提问题的两种更一般的情

况.第一种情况假设工件的长度不完全相同,机器

速度越大,其单位成本速度也越大;第二种情况中工

件的长度相同但对机器没有要求.本文分别对上述

两种情形给出了近似算法及其最坏情况界.

１　符号定义

本文引入以下符号.

m:云制造平台提供的的机器数;

n:云制造平台得到的需要加工的工件数,n≥m;

M＝{Mi|i＝１,２,􀆺,m}:云制造平台提供的机

器集合;

J＝{Jj|j＝１,２,􀆺,n}:云制造得到的需要加工

的工件集合;

pj:工件Jj 的长度;

si:机器 Mi 的加工速度,即单位时间加工的工

件长度;

Ki:机器Mi 的加工成本;

U:给定的总预算成本;

U:机器加工工件需要的总成本;

Li:机器Mi 的负载;

Cmax(A):算法 A的目标函数值(makespan);

Cmax(opt):最优调度的 makespan.

２　工件长度不同的同类机调度问题

假设机器速度越大其单位成本速度也越大,即

s１≥s２≥􀆺≥sm 且s１

K１
≥s２

K２
≥􀆺≥sm

Km
.设工件的总

长度为P ＝ ∑
n

j＝１
pj.目标函数是在不超过给定的总

预算成本U的情况下极小化最大完工时间.为了方

便表述,问题可用三参数法表示为Qm U≤U Cmax.
对于此类问题,首先选择租用的机器,用 M′来

表示选择的机器集合.这些机器的总加工成本U

不超过给定的成本上界U,即 ∑i∈MKi ≤U.注意

到有的机器的速度虽快但其加工成本超过了给定的

成本上界,则这些机器就不能被租用.此时用h表

示第一个不被选择的机器,这台机器的速度为sh,由

假设可知s１≥s２≥􀆺≥sm,s１

K１
≥s２

K２
≥􀆺≥sm

Km
,因此

在机器Mh 之后被选择的机器的速度和不超过sh.
用a表示集合M′中机器的数量.这样问题就可以简

化为Qa Cmax.下面设计算法A１ 来解决这个问题.
算法 A１:

１)令U＝０,h＝０,M′＝⌀,i＝１．
２)如果U＋Ki≤U,则M′＝M′∪Mi,U＝U＋Ki．
３)i＋＋,若i≤m,返回第２步;否则进行到下

一步.

４)令h＝argmin{U＋Ki＞U}.

５)令a＝ M′ ,选择的机器集合 M′＝{M１,

M２,􀆺,Mh－１}∪{Mj１
,Mj２

,􀆺,Mjk
},其中k＋h－

１＝a且jk＞jk－１＞􀆺j１＞h.

６)把工件按照其加工时间从大到小进行排序

即p１≥p２≥􀆺≥pn.

７)令j＝１;ti＝０,Li＝⌀．

８)令g＝argmina
i＝１ ti＋pj

si
{ },Lg＝Lg∪pj,tg

＝tg＋pj

sg
;j＝j＋１.

９)若j≤n,则返回第上一步;否则,停止.
在给出算法的最坏情况界之前,首先给出问题
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Qa Cmax的最优解Cmax(opt)的下界和算法 A１ 的目

标函数值的上界,用 M[i]表示选择的a台机器中的

第i台机器,s[i]
表示对应的加工速度.

引理１　(ⅰ)Cmax(opt)≥ P

∑
h－１

i＝１
si＋sh

．

(ⅱ)Cmax(A１)≤P＋(a－１)pn

∑
h－１

i＝１
si

．

证明:(ⅰ)令Γ表示前h台机器的集合,即Γ＝
{M１,M２,􀆺,Mh}.设 M∗ 表示最优排序中机器的集

合,根据假设可以得到

∑
i∈Γ

si ≥ ∑
i∈M∗

si.又Cmax(opt)≥ P

∑
i∈M∗

si

,

故Cmax(opt)≥ P

∑
i∈Γ

si

,即

Cmax(opt)≥ P

∑
h－１

i＝１
si＋sh

.

(ⅱ)设工件Jn 是最后一个加工的工件.用

C[i]表示在加工工件Jn 之前的机器M[i]的完工时

间,i＝１,２,􀆺,a.如果算法把工件Jn 放在机器

M[k]上进行加工,１≤k≤a,即Cmax(A１)＝C[k]＋pn

s[k]

,

则对任意的i＝１,２,􀆺,a,都有

Cmax(A１)＝C[k]＋pn

s[k]
≤C[i]＋pn

s[i]

,

化简可得

Cmax(A１)s[i]≤C[i]s[i]＋pn.
由此可得

Cmax(A１)∑
a

i＝１
s[i] ≤ ∑

a

i＝１
C[i]s[i]＋apn.

由∑
a

i＝１
C[i]s[i]＋apn ＝ ∑

n－１

j＝１
pj＋apn ＝ ∑

n－１

j＝１
pj＋pn ＋

(a－１)pn ＝P＋(a－１)pn 可知

Cmax(A１)∑
a

i＝１
s[i] ≤P＋(a－１)pn,

因此

Cmax(A１)≤P＋(a－１)pn

∑
a

i＝１
s[i]

.

又因为∑
h－１

i＝１
si ≤ ∑

a

i＝１
s[i]

,可得

Cmax(A１)≤P＋(a－１)pn

∑
h－１

i＝１
si

.

定理１　Cmax(A１)
Cmax(opt)≤２１＋ １

h－１
æ

è
ç

ö

ø
÷.

证明:由引理１可知

Cmax(A１)
Cmax(opt)≤

P＋(a－１)pn

∑
h－１

i＝１
si

P

∑
h－１

i＝１
si＋sh

.

化简可得

Cmax(A１)
Cmax(opt)≤P＋(a－１)pn

P
􀅰
∑
h－１

i＝１
si＋sh

∑
h－１

i＝１
si

.

又根据P＋(a－１)pn

P ≤２和
∑
h－１

i＝１
si＋sh

∑
h－１

i＝１
si

＝１＋ sh

∑
h－１

i＝１
si

≤

１＋ sh

(h－１)sh
≤１＋ １

h－１
.因此,

Cmax(A１)
Cmax(opt)≤２１＋ １

h－１
æ

è
ç

ö

ø
÷.

３　工件长度相同的同类机调度问题

在工件长度相同(pj＝p)的情形中,对机器没

有约束条件,即机器速度和固定成本是任意的,问题

表示为Qm U≤U,pj＝pCmax.
与上一节的问题类似,假设租用的机器集合为

B,则有 ∑i∈BKi≤U.用h表示第一个不被选择的

机器,这台机器的速度为sh.用b表示集合B 中机

器的数目,问题可以简化为Qb Cmax.下面设计算

法 A２ 来解决这个问题.
算法 A２:

１)把机器按照si

Ki
,i＝１,２,􀆺,m 的大小进行非

增的顺序重新排序,即满足

s１

K１
≥s２

K２
≥􀆺sm

Km
.

２)令U＝０,h＝０,B＝⌀,i＝１.

３)如果U＋Ki≤U,则B＝B∪Mi,U＝U＋Ki.

４)i＝i＋１,若i≤m,则返回第３步;否则进行

到下一步.

５)h＝argmin{U＋Ki＞U}.

６)令b＝ B ,选择的机器B＝{M１,M２,􀆺,

Mh－１}∪{Mj１
,Mj２

,􀆺,Mjk
},其中k＋h－１＝b且

jk′＞jk－１′＞􀆺＞j１′＞h.

８０２ 　　　　　　　　　　　　　　浙　江　理　工　大　学　学　报 ２０１８年　第３９卷



７)令j＝１;ti＝０,Li＝⌀.

８)令l＝argminb
i＝１ ti＋p

si{ },则Ll＝Ll∪p,

ti＝ti＋p
sl

;j＝j＋１.

９)若j≤n,则返回第上一步;否则,停止.
同样地,首先给出问题Qb Cmax的最优解C∗

max的

下界和算法 A２的目标函数值的上界.设最优解的

机器集合B∗ ,用M[i]表示选择的b台机器中的第i
台机器,s[i]

表示对应的加工速度.

引理２　(ⅰ)C∗
max ≥ np

∑
i∈B∗

si

．

(ⅱ)Cmax(A２)≤
(n＋b－１)p

∑
b

i＝１
s[i]

．

证明:(ⅰ)由于每个工件的长度都相等为p,

则n个工件的总长度为np,显然有C∗
max ≥ np

∑
i∈B∗

si

.

(ⅱ)设工件Jn 是最后一个加工的工件,它的

完工时间决定了最大完工时间.用C[i]表示在加工

工件Jn 之前的机器M[i]的完工时间,i＝１,２,􀆺,b.
如果最后把工件Jn 放在机器M[k]上进行加工,１≤

k≤b,即Cmax(A２)＝C[k]＋ p
s[k]

,则对任意的i＝１,２,

􀆺,b,都有

Cmax(A２)＝C[k]＋p
s[k]

≤C[i]＋p
s[i]

,

化简可得

Cmax(A２)s[i]≤C[i]s[i]＋p.
由此可得

Cmax(A２)∑
b

i＝１
s[i] ≤ ∑

b

i＝１
C[i]s[i]＋bp ≤ (n－１)p＋bp

≤ (n＋b－１)p.
即

Cmax(A２)≤
(n＋b－１)p

∑
b

i＝１
s[i]

.

定理２　Cmax(A２)
C∗

max
≤２(１＋ε)１－１

m
æ

è
ç

ö

ø
÷．

证明:由引理２可知

Cmax(A２)
C∗

max
≤

(n＋b－１)p

∑
b

i＝１
s[i]

np
∑

i∈B∗
si

≤
(n＋b－１)p

np
􀅰

∑
i∈B∗

si

∑
b

i＝１
s[i]

.

算法 A２ 选择的机器数为b,且b≤m－１.结合n≥
m 可得

　
(n＋b－１)p

np ≤
(n＋b－１)

n ≤１＋b－１
n ≤１＋m－２

n

≤２－２
m

.

根据１９７４年 Horowit等[１４]给出背包问题的多

项式时间近似方案(PTAS)的最坏情况界为１＋ε,

可以类似得到
∑

i∈B∗
si

∑
b

i＝１
s[i]

≤１＋ε.由此可证

Cmax(A２)
C∗

max
≤２(１＋ε)１－１

m
æ

è
ç

ö

ø
÷.

４　结　论

本文主要研究云制造环境下受资源限制的同类

机的调度问题,对工件长度是否相同两种情况进行

讨论.当工件长度不相同时,给出了最坏情况界为

２１＋ １
h－１

æ

è
ç

ö

ø
÷的近似算法.当工件长度相同时,给出

了最坏情况界为２(１＋ε)１－１
m

æ

è
ç

ö

ø
÷的近似算法.
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Abstract:Inthispaper,resourceＧconstraineduniformparallelmachineschedulingincloudmanufacturingis
studied．Thegoalistominimizethemakespanwithinagivencost．Eachmachinehasdifferentspeedand
fixedmachiningcost．Approximationalgorithmsaregivenforbothcasesofthejobswithsamesizesor
differentsizes,andtheirworstＧcaseboundariesaregained,respectively．
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