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加权差异测度与模糊推理的鲁棒性分析

王　龙,裴道武
(浙江理工大学理学院,杭州３１００１８)

　　摘　要:针对差异测度概念的缺陷,提出了加权差异测度的概念.基于加权差异测度分析了模糊集运算的扰动

性,给出了相应的扰动参数.进一步利用加权差异测度分析了模糊推理中两种重要方法的鲁棒性.这些研究结果

推广了基于差异测度得出的相关结论,为模糊推理的鲁棒性分析提供了更多的依据.
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０　引　言

对于 FMP(Fuzzymodusponens)和 FMT(Fuzzy
modustollens)这两种模糊推理形式,Zadeh[１]提出

了合成推理算法(简称 CRI算法).鉴于 CRI算法

缺乏严格的逻辑基础,王国俊[２]提出了全蕴涵三I
算法(简称三I算法).Ying等[３]提出了模糊集最

大扰动和平均扰动的概念,分析了模糊推理算法的

最大和平均扰动参数.戴松松等[４]提出了相对扰动

的概念,并利用相对扰动的概念分析了 CRI算法的

鲁棒性.Wang等[５]比较了由不同类型测度诱导的

δ等价的概念.Jin等[６]也研究了基于逻辑等价测

度模糊集的扰动.

Montes等[７]提出了一种差异函数的概念来度

量模糊集之间的距离.之后,Li等[８]基于不相似函

数和模糊等价提出了两种构造差异测度的方法.在

这两种构造差异测度的基础上,Li等[９]用不相似函

数构造出差异测度的公式,并延拓了模糊集之间的

扰动性,分析了CRI算法的鲁棒性.但在实际应用

过程中可以发现,Li等[９]构造出的差异测度并不能

充分地利用所有的信息,即会导致部分信息的缺失.

针对这一问题,本文提出了加权差异测度的概念,并

与已有的差异测度概念作了比较.同时,在加权差

异测度的基础上,研究了CRI算法和三I算法的鲁

棒性.本文推广了文献[９]中的相关结论.

１　加权差异测度

本文中,X 表示论域,论域X 上所有分明集组

成的集合记作P(X),论域X 上的所有模糊集组成

的集合记作F(X).

映射I:[０,１]２→[０,１]称为模糊蕴涵,简称蕴

涵,如果I关于第一变元不增,第二变元不减,且满

足I(０,０)＝I(０,１)＝I(１,１)＝１和I(１,０)＝０.文

献中I(x,y)也简写为x→y,其中x,y∈[０,１].

映射T:[０,１]２→[０,１]称为tＧ模,如果T 是结

合的,交换的,单调的,并且满足条件 T(１,a)＝

a(０≤a≤１).tＧ模T 是左连续的,如果T(a,supxi)

＝supT(a,xi),i∈E成立,这里E为任意指标集,xi

∈[０,１].

tＧ模T 的剩余是函数R:[０,１]２→[０,１],对x,

y∈[０,１],R(x,y)＝sup{α∈[０,１]|T(x,α)≤y}.

tＧ模的剩余是蕴涵,称为RＧ蕴涵.tＧ模T 的双剩余



是函数ET:[０,１]２→[０,１],对x,y∈[０,１],ET(x,y)

＝min(R(x,y),R(y,x)).

下述差异测度的概念是本文重点关注的内容.

定义１[８]　函数D:F(X)×F(X)→[０,∞)称为

差异测度,如果D 满足以下条件:

(D１)D(A,B)＝D(B,A)对任意A,B∈F(X);

(D２)D(A,A)＝０对任意A∈F(X);

(D３)对任意A,B,C∈F(X),如果A⊆B⊆C,

则 max(D(A,B),D(B,C))≤D(A,C);

(D４)D(A,B)≤D(P,Pc)对任意A,B∈F(X),

P∈P(X),其中Pc 表示P的补集.

定义２[９]　二元函数d:[０,１]２→[０,１]称为不

相似函数,如果d满足以下条件:

(d１)d(x,y)＝d(y,x),x,y∈[０,１];

(d２)d(x,x)＝０,x∈[０,１];

(d３)d(１,０)＝１;

(d４)对任意x,y,z∈[０,１],如果x≤y≤z,则

max(d(x,y),d(y,z))≤d(x,z).

如果由tＧ模T 的双剩余ET 按照dT ＝１－ET

诱导的不相似函数dT 是[０,１]上的度量,文献中称

dT 为DFＧ度量[９].

命题３[９]　设论域X＝{x１,x２,􀆺,xn},d 为不

相似函数,对任意A,B∈F(X),定义D 如下:

D(A,B)＝
a∑

n

i＝１
d(A(xi),B(xi))

nb＋(a－b)∑
n

i＝１
d(A(xi),B(xi))

,

其中ɑ＞０,b＞０,则D 是一个差异测度.

上式可以改写为

D(A,B)＝
a１

n∑
n

i＝１
d(A(xi),B(xi))

b＋(a－b)１
n∑

n

i＝１
d(A(xi),B(xi))

.

由上式可以看出,D 实际上是对d(A(xi),

B(xi))的每一项权重均取１/n的一个函数,因此在

实际应用中有一定局限性.为了弥补这个缺陷,下

面本文对其作适当推广.

命题４　设论域X＝{x１,x２,􀆺,xn},d 为不相

似函数,(ω１,ω２,􀆺,ωn)为权重向量,对任意A,B∈

F(X),定义D１ 如下:

D１(A,B)＝
a∑

n

i＝１
ωid(A(xi),B(xi))

b＋(a－b)∑
n

i＝１
ωid(A(xi),B(xi))

,

其中ɑ＞０,b＞０,则D１ 是一个差异测度.

证明:很明显D１ 满足条件(D１)和(D２).下证

D１ 满足条件(D３),(D４).考虑函数

f(t)＝ at
b＋(a－b)t

(t＞０).

那么由

f′(t)＝ ab
(b＋(a－b)t)２＞０

知函数f(t)单调递增.如果A⊆B⊆C,即A(xi)≤

B(xi)≤C(xi),xi∈X,那么则有

０≤ ∑
n

i＝１
ωid(A(xi),B(xi))≤ ∑

n

i＝１
ωid(A(xi),C(xi)).

故由函数f(t)的单调性和f(０)＝０知,D１(A,B)≤

D１(A,C),同理可证D１(B,C)≤D１(A,C),即D１ 满

足 条 件 (D３). 又 因 为 ∑
n

i＝１
ωid(A(xi),B(xi))≤

∑
n

i＝１
ωid(P(xi),Pc(xi)),则由函数f(t)的单调性知,

D１(A,B)≤ D１(P,Pc),即证 D１ 满足条件 (D４).

证毕.

在本文以下的部分中,称由命题４给出的差异

测度D１ 为加权差异测度.

由D１ 的定义可以看出,加权差异测度是差异测

度的推广.

又,当ɑ＝b时,D１ 简化为

D１(A,B)＝ ∑
n

i＝１
ωid(A(xi),B(xi)).

如果 dT ＝ １－ET,那 么 １－ D１(A,B)＝

∑
n

i＝１
ωiET(A(xi),B(xi))为A和B 加权逻辑相似度,

这里逻辑相似度的相关概念见文献[６].在下文中,

A≈ (ε)B表示D１(A,B)≤ε.

２　 模糊运算与模糊推理的鲁棒性分析

对于模糊集合之间的运算,有如下结论成立.

定理５　 设T是tＧ模,R和ET 分别是T 的剩余

和双剩余,dT 是由ET 诱导的不相似函数.假设dT

是DFＧ度量,D１ 是命题４给出的加权差异测度.若A
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≈ (ε１)A１,B≈ (ε２)B１,则A􀳱B≈ (λ)A１􀳱B１,这里

􀳱∈ {∪,∩,T,R},且

λ＝ mina２(ε１＋ε２)－２a(a－b)ε１ε２

a２－(a－b)２ε１ε２
,１æ

è
ç

ö

ø
÷.

证明:由A≈ (ε１)A１,B≈ (ε２)B１ 可得:

D１(A,A１)＝
a∑

n

i＝１
ωidT(A(xi),A１(xi))

b＋(a－b)∑
n

i＝１
ωidT(A(xi),A１(xi))

≤ε１,

D１(B,B１)＝
a∑

n

i＝１
ωidT(B(xi),B１(xi))

b＋(a－b)∑
n

i＝１
ωidT(B(xi),B１(xi))

≤ε２,

因此有,

∑
n

i＝１
ωidT(A(xi),A１(xi))≤ bε１

a－(a－b)ε１
,

∑
n

i＝１
ωidT(B(xi),B１(xi))≤ bε２

a－(a－b)ε２
.

又因为dT(A􀳱B(xi),A１􀳱B１(xi))≤dT(A(xi),

A１(xi))＋dT(B(xi),B１(xi))(见文献[９]),则

∑
n

i＝１
ωidT(A􀳱B(xi),A１􀳱B１(xi))≤

　∑
n

i＝１
ωi(dT(A(xi),A１(xi))＋dT(B(xi),B１(xi)))≤

　∑
n

i＝１
ωidT(A(xi),A１(xi))＋∑

n

i＝１
ωidT(B(xi),B１(xi))≤

　 bε１

a－(a－b)ε１
＋ bε２

a－(a－b)ε２
．

由函数f(t)的单调性知,

D１(A􀳱B(xi),A１􀳱B１(xi))＝

　
a∑

n

i－１
ωidT(A􀳱B(xi),A１􀳱B１(xi))

b＋(a－b)∑
n

i＝１
ωidT(A􀳱B(xi),A１􀳱B１(xi))

≤

　
a bε１

a－(a－b)ε１
＋ bε２

a－(a－b)ε２

æ

è
ç

ö

ø
÷

b＋(a－b) bε１

a－(a－b)ε１
＋ bε２

a－(a－b)ε２

æ

è
ç

ö

ø
÷

≤

　a２(ε１＋ε２)－２a(a－b)ε１ε２

a２－(a－b)２ε１ε２
．

注意到,D１(A􀳱B(xi),A１􀳱B１(xi))≤１,故有

D１(A􀳱B(xi),A１􀳱B１(xi))≤

mina２(ε１＋ε２)－２a(a－b)ε１ε２

a２－(a－b)２ε１ε２
,１æ

è
ç

ö

ø
÷.

证毕.

关于模糊推理两种算法(CRI算法和三I算法)

及其FMP型解和FMT型解的具体介绍请参阅文献

[１Ｇ２].

对于CRI算法的鲁棒性分析,有如下结论:

定理６　 设T是tＧ模,R和ET 分别是T 的剩余

和双剩余,dT 是DFＧ度量,D１ 是命题４给出的加权

差异测度.如果A１ ≈ (ε１)A２,B１ ≈ (ε２)B２,A′１ ≈
(ε３)A′２,B′１ 和B′２ 分别是CRI算法FMP型解,则有

B′１ ≈ min am１

b＋(a－b)m１
,１æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷B′２,其中

m１ ＝ ∑
n

i＝１
dT(A′１(xi),A′２(xi))＋

∑
n

i＝１
dT(A１(xi),A２(xi))＋ nbε２

a－(a－b)ε２
.

证明:因为A１ ≈ (ε１)A２,B１ ≈ (ε２)B２,A′１ ≈
(ε３)A′２,则有:

D１(A１,A２)＝
a∑

n

i＝１
ωidT(A１(xi),A２(xi))

b＋(a－b)∑
n

i＝１
ωidT(A１(xi),A２(xi))

≤ε１,

D１(B１,B２)＝
a∑

m

j＝１
βjdT(B１(yj),B２(yj))

b＋(a－b)∑
m

j＝１
βjdT(B１(yj),B２(yj))

≤ε２,

D１(A′１,A′２)＝
a∑

n

i＝１
ωidT(A′１(xi),A′２(xi))

b＋(a－b)∑
n

i＝１
ωidT(A′１(xi),A′２(xi))

≤ε３,

其中∑
n

i＝１
ωi ＝１,∑

m

j＝１
βj ＝１.因此得:

∑
n

i＝１
ωidT(A１(xi),A２(xi))≤ bε１

a－(a－b)ε１
,

∑
m

j＝１
βjdT(B１(yj),B２(yj))≤ bε２

a－(a－b)ε２
,

∑
n

i＝１
ωidT(A′１(xi),A′２(xi))≤ bε３

a－(a－b)ε３
．

又因为

∑
m

j＝１
βjdT(B′１(yj),B′２(yj))＝

　∑
m

j＝１
βjdT(∨

n

i＝１
T(A′１(xi),R(A１(xi),B１(yj))),

　 ∨
n

i＝１
T(A′２(xi),R(A２(xi),B２(yj))))≤

　∑
m

j＝１
βj∑

n

i＝１
dT(T(A′１(xi),R(A１(xi),B１(yj))),

　T(A′２(xi),R(A２(xi),B２(yj))))≤

２２１ 　　　　　　　　　　　　　　浙　江　理　工　大　学　学　报 ２０１８年　第３９卷



　∑
m

j＝１
∑
n

i＝１
βj[dT(A′１(xi),A′２(xi))＋

　dT(A１(xi),A２(xi))＋dT(B１(yj),B２(yj))]≤

　∑
n

i＝１
dT(A′１(xi),A′２(xi))＋

　∑
n

i＝１
dT(A１(xi),A２(xi))＋ nbε２

a－(a－b)ε２
．

再由函数f(t)＝ at
b＋(a－b)t

的单调性得:

D１(B′１,B′２)＝
a∑

m

j＝１
βjdT(B′１(yj),B′２(yj))

b＋(a－b)∑
m

j＝１
βjdT(B′１(yj),B′２(yj))

≤ am１

b＋(a－b)m１
,

其中

m１ ＝ ∑
n

i＝１
dT(A′１(xi),A′２(xi))＋

∑
n

i＝１
dT(A１(xi),A２(xi))＋ nbε２

a－(a－b)ε２
.

证毕.

仿照定理６的证明过程,对于CRI算法的FMT
型解的鲁棒性,可得如下结论.

定理７　 设T是tＧ模,R和ET 分别是T 的剩余

和双剩余,dT 是DFＧ度量,D１ 是命题４定义的加权

差异测度.如果A１ ≈ (ε１)A２,B１ ≈ (ε２)B２,B′１ ≈
(ε３)B′２,A′１ 和A′２ 分别为CRI算法FMT型的解,则

有A′１ ≈ min am２

b＋(a－b)m２
,１æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷A′２,其中

m２ ＝ ∑
m

j＝１
dT(B′１(yj),B′２(yj))＋

∑
m

j＝１
dT(B１(yj),B２(yj))＋

mbε１

a－(a－b)ε１
.

可以看出,定理５中扰动参数λ的值与文献[９]

中命题７的扰动参数值相等,定理６和定理７是[９]

中相应结论的推广.

三I算法作为CRI算法的改进,其鲁棒性分析

有如下结论.

定理８　 设T 是左连续tＧ模,R是T 诱导的剩

余蕴涵,ET 是T 的双剩余,dT 是DFＧ度量,D１ 是命

题４定义的加权差异测度.如果A１ ≈ (ε１)A２,B１ ≈
(ε２)B２,A′１ ≈ (ε３)A′２,B′１ 和B′２ 分别为三I算法

FMP型的解,则有B′１ ≈ (min( am３

b＋(a－b)m３
,１) )B′２,

其中

m３ ＝ ∑
n

i＝１
dT(A′１(xi),A′２(xi))＋

∑
n

i＝１
dT(A１(xi),A(xi))＋ nbε２

a－(a－b)ε２
.

定理９　 设T是左连续tＧ模,R是由T诱导的剩

余蕴涵,ET 是T的双剩余,dT 是DFＧ度量,D１ 是命题

４定义的加权差异测度.如果A１ ≈ (ε１)A２,B１ ≈
(ε２)B２,B′１ ≈(ε３)B′２,A′１ 和A′２ 分别为三I算法FMT

型的解,则有A′１ ≈ (min( am４

b＋(a－b)m４
,１) )A′２,

其中

m４ ＝ ∑
m

j＝１
dT(B′１(yj),B′２(yj))＋

∑
m

j＝１
dT(B１(yj),B２(yj))＋

mbε１

a－(a－b)ε１
.

由于定理７—９的证明和定理６的证明类似,所

以略去定理７—９的证明过程.

３　结　论

本文在差异测度的基础上,提出了加权差异测

度的概念,以满足解决实际问题的需要.然后,从模

糊集之间运算的扰动和模糊推理的鲁棒性这两个方

面,分析了基于加权差异测度产生的模糊集运算的

扰动性态和模糊推理的鲁棒性.本文的研究结果推

广了文献[９]中的对应结论,使得人们在应用这些结

论时具有更多的合理选择.

在未来的工作中,我们将对加权差异测度的概

念和相似度等概念进行统一处理,并从加权差异测

度入手,讨论其他模糊推理算法的鲁棒性.
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Weighteddifferencemeasureandrobustnessanalysisoffuzzyreasoning
WANGLong,PEIDaowu

(SchoolofSciences,ZhejiangSciＧTechUniversity,Hangzhou３１００１８,China)

Abstract:Forthedefectofdifferencemeasureconcept,theconceptofweighteddifferencemeasureis

proposed．Basedontheweighteddifferencemeasure,perturbationsoffuzzysetoperationsareanalyzed,

andthecorrespondingperturbationparametersaregiven．Furthermore,therobustnessoftwoimportant

methodsinfuzzyreasoningisanalyzedbyusingtheweighteddifferencemeasure．Theseconclusionsgeneralizethe

conclusionsbasedonthedifferencemeasureandprovideabasisfortherobustnessanalysisoffuzzyreasoning．
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