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带有线性饱和治疗函数的SIR 模型动力学研究

周　康,路秋英
(浙江理工大学理学院,杭州３１００１８)

　　摘　要:推广了一类具有双线性发生率函数和饱和治疗函数的SIR 传染病模型,研究了其地方性平衡点的存

在性、稳定性及后向分支现象.研究表明:当基本再生数小于１时,若饱和治疗率较小,则系统发生后向分支.同时

证明了系统至多存在４个平衡点.
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０　引　言

传染病模型的研究有助于人们发现疾病的传染

规律并对其加以控制.早在１９２７年,Kermack等[１]

提出了著名的SIRS 疾病传染模型,其中S 代表易

感染人群,I代表可将疾病传染给易感者的感染者

人群,R 代表获得临时免疫的恢复人群.自此,诸多

此类研究集中在探索更加符合现实规律的传染病模

型及其动力学行为分析,提出了各种形式的发生率

函数,如双线性发生率函数λSI[２Ｇ３]、饱和发生率函

数[４Ｇ８]及其他特殊的非线性发生率函数[９].其他更

为一般形式的发生率函数,如kIpS/(１＋αIq)[１０]或

λIpSq[１１Ｇ１２]也已被提出并大量研究.通常地,与经典

的双线性发生率相比较,非线性发生率函数更能反

映感染者的行为改变和拥挤效应,同时也导致了更

加丰富和复杂的动力学行为,如后向分支的发生.
基本再生数R０ 是经典传染病模型判断疾病是否灭

绝的一个重要变量.当基本再生数大于１时,疾病

可持久存在;当基本再生数小于或等于１时,疾病灭

绝.此时系统从无病平衡点到地方性平衡点的分支

是向前的.而当后向分支发生时,即使基本再生数

R０ 小于１,模型仍表现出多个地方性平衡点,基本

再生数是否小于１不再直接决定疾病可否被消除.
对于疾病传染模型,研究的目的不仅是掌握疾

病的发生机制和发展规律,更需要提出有效方案达

到控制疾病快速传播进而消除疾病,所以需要在模

型中考虑治疗函数.Wang[４]分析了带有如下治疗

函数的SIR 模型,即

h(I)＝min(rI,rI０)＝
rI,０≤I≤I０

rI０,I＞I０
{ ,

其中:r＞０,表示感染者的治疗能力.该治疗函数意

味着治疗率与感染者的数量成正比当且仅当治疗能

力还未达到最大时,否则将采取最大治疗能力.
本文建立并研究的传染病模型为

dS
dt＝A－dS－λSI

dI
dt＝λSI－(d＋γ＋ε)I－h(I)

dR
dt＝γI＋h(I)－dR

ì

î

í

ï
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ï
ï

,

其中:A＞０为人口的补充率,d＞０为自然死亡率,

γ＞０为自然恢复率,ε＞０表示疾病致死率.h(I)为
如下改进的治疗函数:

h(I)＝
rI＋k,０≤I≤I０

m,I＞I０
{ ,



其中:m＝rI０＋k,代表饱和治疗率;k表示常态下的

正常预防能力.
由于第一个和第二个方程与R 是独立的,所以

此处可以对系统进行降维处理,简化为如下的二维

系统:

dS
dt＝A－dS－λSI

dI
dt＝λSI－(d＋γ＋ε)I－h(I)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１)

本文主要研究系统(１)的后向分支及全局动力

学性质,得到了其地方性平衡点的存在性,稳定性及

后向分支现象.研究证明:当基本再生数小于１时,
若饱和治疗率较小,则系统可发生后向分支;同时证

明了系统至多可存在４个平衡点.
当r＝k＝I０＝０时,即文献[１３]的情况;当k＝０

时,即文献[４]的情况.

１　平衡点及后向存在性

首先考虑系统(１)的平衡点.当感染者数量I
＝０时,系统(１)存在唯一的无病平衡点E０＝(A/d,０).
对于地方性平衡点,满足:

A－dS－λSI＝０
λSI－(d＋γ＋ε)I－h(I)＝０{ (２)

记基本再生数

R０＝ λA
d(d＋γ＋ε＋r).

情况１:当０＜I≤I０ 时,方程(２)可化为:

A－dS－λSI＝０
λSI－(d＋γ＋ε＋r)I－k＝０{ (３)

由式(３)的第一个方程中求出S＝A/(d＋λI),将其

带入式(３)的第二个方程并化简可得:

aI２＋bI＋c＝０ (４)
其中:

a＝λ(d＋γ＋ε＋r)＞０
b＝d(１－R０)(d＋γ＋ε＋r)＋λk
c＝kd＞０

ì

î

í

ïï

ïï
,

则这个方程可能存在正解:

I１＝－b－ Δ
２a

I２＝－b＋ Δ
２a

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(５)

其中

　Δ＝b２－４ac＝[d(１－R０)(d＋γ＋ε＋r)＋λk]２－
４λkd(d＋γ＋ε＋r) (６)

从Ii(i＝１,２)的表达式可以看出,当b≥０时,显然

有Ii＜０,故只需考虑b＜０的情况.b＜０等价于

R０＞１＋ λk
d(d＋γ＋ε＋r) (７)

容易求得Δ≥０等价于:

R０≥１＋ λk
d(d＋γ＋ε＋r)＋

２ λkd(d＋γ＋ε＋r)
d(d＋γ＋ε＋r) ≐P̂０

(８)
或:

R０≤１＋ λk
d(d＋γ＋ε＋r)－

２ λkd(d＋γ＋ε＋r)
d(d＋γ＋ε＋r) .

容易判断若使式(７)和式(８)同时成立的前提即为

R０≥P̂０,即式(８)成立.此时方程(４)有两个正解Ii

(i＝１,２).设Si＝A/(d＋λIi)且Ei＝(Si,Ii)(i＝
１,２),若Ii≤I０,则Ei 就为系统(１)的地方性平衡

点.
现在考虑I１＞I０ 时的情况,一方面,由I１ 的定

义,I１＞I０ 等价于－b－ Δ＞２λ(d＋γ＋ε＋r)I０,
即:

－b－２λ(d＋γ＋ε＋r)I０＞ Δ＞０.
可以得到:

R０＞１＋ λk
d(d＋γ＋ε＋r)＋

２λI０

d ≐P̂１ (９)

另一方面,对－b－２λ(d＋γ＋ε＋r)I０＞ Δ两边平

方并化简即可得到:

R０＜１＋ k(d＋λI０)
d(d＋γ＋ε＋r)I０

＋λI０

d ≐P̂２ (１０)

因此,I１＞I０ 当且仅当式(９)和式(１０)同时成立,从

而当R０≤P̂１或R０≥P̂２时,I１≤I０ 成立.
类似的,对I２＞I０ 进行讨论,可得当式(９)成立

或者P̂２＜R０≤P̂１时,I２＞I０ 成立.从而当R０≤min

(P̂１,P̂２)时,I２≤I０.
由于

P̂１－P̂２＝
λI２

０(d＋γ＋ε＋r)－kd
d(d＋γ＋ε＋r)I０

,

故P̂１＜P̂２等价于dk＞λI２
０(d＋γ＋ε＋r).因此有如

下定理:

定理１　当R０≥P̂０时,对于系统(１)的两个地

方性平衡点E１,E２,

a)若dk≤λI２
０(d＋γ＋ε＋r),E１ 始终存在.当

R０≤P̂２时E２ 存在,当R０＞P̂２时E２ 不存在.

b)若dk＞λI２
０(d＋γ＋ε＋r),当R０≤P̂１时E１

与E２ 均存在.
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c)若dk＞λI２
０(d＋γ＋ε＋r),当P̂１＜R０＜P̂２时

E１ 与E２ 均不存在,当R０≥P̂２时E１ 存在,E２ 不存

在.
情况２:当I＞I０ 时,方程(２)可化为:

A－dS－λSI＝０
λSI－(d＋γ＋ε)I－m＝０{ (１１)

对方程(１１)的正的地方性平衡点的讨论与方程(３)
类似.设方程(１１)的两个正的地方性平衡点为E３,

E４,可得如下定理:

定理２　当R０≥P０
􀬈时,对于系统(１)的两个地

方性平衡点E３,E４,

a)若dm≤λI２
０(d＋γ＋ε),E３ 不存在,且当

R０≤P̂２时E４ 不存在,当R０＞P̂２时E４ 存在.

b)若dm＞λI２
０(d＋γ＋ε),当P̂３＜R０＜P̂２时E３

与E４ 均存在.

c)若dm＞λI２
０(d＋γ＋ε),当R０≤P̂３时E３ 与

E４ 均不存在,当R０≥P̂２时E３ 不存在,E４ 存在.
其中:

P０
􀬈＝１＋ λm－dr

d(d＋γ＋ε＋r)＋
２ λmd(d＋γ＋ε)
d(d＋γ＋ε＋r) ,

P̂３＝１＋ λm－dr
d(d＋γ＋ε＋r)＋

２λ(d＋γ＋ε)I０

d(d＋γ＋ε＋r)．

推论１　当R０＜１时,若dm＞λI２
０(d)＋γ＋ε且

P０
􀬈＜１,系统(１)将会产生一个后向分支.

证明　由定理２的b)即可得到此推论.
推论２　若λI２

０(d＋γ＋ε)＜dk＜dm≤λI２
０(d＋

γ＋ε＋r),当 max{P０
􀬈,P̂０}＜R０＜P̂２时,系统(１)存

在三个地方性平衡点E１,E３,E４.
证明　由定理１的a)、定理２的b)以及 m＝

rI０＋k＞k可知,若λI２
０(d＋γ＋ε)＜dm≤λI２

０(d＋γ＋

ε＋r),当 max{P０
􀬈,P̂０,P̂３}＜R０＜P̂２时,E１,E３,E４

都存在.若dm＞λI２
０(d＋γ＋ε),显然有P０

􀬈＞P̂３成

立.注意到:

P̂０－P０
􀬈＝r(d－λI０)＋２ λkd(d＋γ＋ε＋r)－２ λkd(d＋γ＋ε＋r)＋λdr(I０(d＋γ＋ε)－k)

d(d＋γ＋ε＋r) ,

故d＜λI０ 且k＜I０(d＋γ＋ε)时有P̂０＜P０
􀬈,将m＝

rI０＋k代入dm≤λI２
０(d＋γ＋ε＋r)中可得d＜λI０,

若k＜I０(d＋γ＋ε)此时必有λI２
０(d＋γ＋ε)＞dk,与

题设矛盾,故得证.
注１　系统(１)至多存在４个平衡点.
注２　系统(１)不可能存在４个地方病平衡点.
这是因为若dk＞λI２

０(d＋γ＋ε＋r),由式(８)和

式(９)可看出P̂０＞P̂１,由定理１的b)可知此时E１ 与

E２ 均不存在.若dk≤λI２
０(d＋γ＋ε＋r),由推论２

可知系统(１)至多存在３个地方性平衡点.

２　平衡点局部稳定性

首先,讨论E１ 与E２ 的稳定性.

令

φ(S,I)＝A－dS－λSI

ψ(S,I)＝λSI－(d＋γ＋ε＋r)I－k{ ,

可得方程(２)的Jaccobi矩阵

J＝ φS φI

ψS ψI

æ

è
ç

ö

ø
÷＝

－d－λI －λS
λI λS－(d＋γ＋ε＋r)

æ

è
ç

ö

ø
÷

(１２)

定理３　当R０＜１时,无病平衡点E０ 是局部渐

近稳定的.若R０＞１,则E０ 是不稳定的.
证明　在E０ 点处,把S＝A/d,I＝０代入式

(１２)中可得

J(E０)＝
－d －λA

d

０ λA
d －(d＋γ＋ε＋r)

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,

求得:

tr(J(E０))＝－d＋λA
d －(d＋γ＋ε＋r)

＝－d＋(R０－１)(d＋γ＋ε＋r),

det(J(E０))＝－d(λA
d －(d＋γ＋ε＋r))

＝－d(R０－１)(d＋γ＋ε＋r)．
显然当R０＜１时,有tr(J(E０))＜０,det(J(E０))＞０,

此时E０ 是局部渐近稳定的.相反,若

R０＞１,则E０ 是不稳定的.证毕.
定理４　若系统(１)的地方病平衡点E１＝(S１,I１)

存在,则其为一个鞍点.

证明　由于Si,Ii(i＝１,２)为 φ(S,I)＝０

ψ(S,I)＝０{ 的解,

所以A－dSi＝λSiIi＝(d＋γ＋ε＋r)Ii＋k,可以得

到:

６７８ 　　　　　　　　　　　　　　浙　江　理　工　大　学　学　报 ２０１７年　第３７卷



Si＝
A－(d＋γ＋ε＋r)Ii－k

d
.

将其代入式(１２)计算得:

det(J(E１))＝－ Δ,　　det(J(E２))＝ Δ.

由det(J(E１))＝－ Δ＜０知E１ 为一个鞍点.证毕.

由定理４可知det(J(E２))＝ Δ＞０,为了探究

E２ 的稳定性,定义

Λ＝ λk
d(d＋γ＋ε＋r),

Q１＝－d(２d＋γ＋ε＋r)－λ(A－k)
λ(２d＋γ＋ε＋r) ,

Q２＝－ ２d
２d＋γ＋ε＋r＋ γ＋ε＋r

２d＋γ＋ε＋r
(R０－Λ－１),

Q３＝λk２－ (d＋ε＋γ＋r)(２d＋ε＋γ＋r)＋２λA[ ]k＋
λA２－Ad２－Ad(d＋ε＋γ＋r).
定理５　假定E２ 存在,

a)若λk＞λA－３d２－d(ε＋γ＋r)－２d３/(ε＋γ
＋r),或

λk＜λA－３d２－d(ε＋γ＋r)－ ２d３

ε＋γ＋r

λk＜λA＋ １
２

(d＋γ＋ε＋r)(２d＋γ＋ε＋r) １－ １＋ ４λA
(d＋γ＋ε＋r)２( )[ ]{

(１３)
则E２ 局部渐近稳定;

b)若

λk＜λA－３d２－d(ε＋γ＋r)－ ２d３

ε＋γ＋r

λk＞λA＋ １
２

(d＋γ＋ε＋r)(２d＋γ＋ε＋r) １－ １＋ ４λA
(d＋γ＋ε＋r)２( )[ ]{

(１４)
则E２ 不稳定.

证明　可以计算出

　tr(J(E２))＝－d－λI２＋λS２－(d＋γ＋ε＋r)＝

－λ(２d＋γ＋ε＋r)
d I２－

d(２d＋γ＋ε＋r)－λ(A－k)
d

(１５)

由式(１５),当d(２d＋γ＋ε＋r)－λ(A－k)≥０时,

tr(J(E２))＜０.假设

d(２d＋γ＋ε＋r)－λ(A－k)＜０ (１６)
当tr(J(E２))＝０时,可得

I２＝Q１ (１７)
由式(５)及Q１ 的定义可得:
－d(d＋ε＋γ＋r)－λk＋λA＋ Δ

２λ(d＋ε＋γ＋r) ＝－d(２d＋γ＋ε＋r)－λ(A－k)
λ(２d＋γ＋ε＋r) .

由式(６)知Δ＝d２(d＋γ＋ε＋r)２[(R０－１－Λ)２－４Λ].
将λA－λk＝d(d＋ε＋γ＋r)(R０－Λ)以及Δ代入化

简可得

(R０－Λ－１)２－４Λ＝Q２ (１８)
若tr(J(E２))＝０不可能,则必有Q２＜０,化简可得

Λ＞R０－１－ ２d
γ＋ε＋r

(１９)

假设:

Λ≤R０－１－ ２d
γ＋ε＋r

(２０)

对方程(１７)两边平方并化简可得:

λk２－[(d＋ε＋γ＋r)(２d＋ε＋γ＋r)＋２λA]r＋
λA２－Ad２－Ad(d＋ε＋γ＋r)＝０ (２１)

即Q３＝０.由此解得:

k＝A＋ １
２λ [ (d＋γ＋ε＋r)(２d＋γ＋ε＋r)

１± １＋ ４λA
(d＋γ＋ε＋r)２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ] .

由不等式(１６)可知:

０＜d(２d＋γ＋ε＋r)
λ ＜A－k＝

－１
２λ

(d＋γ＋ε＋r)(２d＋γ＋ε＋r)１± １＋ ４λA
(d＋γ＋ε＋r)２( )[ ] ．

所以

k＝A＋ １
２λ [ (d＋γ＋ε＋r)(２d＋γ＋ε＋r)

１－ １＋ ４λA
(d＋γ＋ε＋r)２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ] (２２)

因此,tr(J(E２))＝０的充要条件为E２ 存在且条件

(２０)和(２２)均成立.
进一步可以发现:

tr(J(E２))＝－λ(２d＋γ＋ε＋r)
d

(I２－Q１).

利用I２ 与Q１ 的定义可以得到:

I２－Q１＝－ d(ε＋γ＋r)
２λ(２d＋γ＋ε＋r)(R０－Λ－１)＋

d
２λ

(R０－Λ－１)２－４Λ＋ d２

λ(２d＋γ＋ε＋r),

因此,

tr(J(E２))＝２d＋γ＋ε＋r
２

(Q２－ (R０－Λ－１)２－４Λ).

由条件(１９)可知Q２＜０,故tr(J(E２))＜０,此时E２

是渐近稳定的.
经计算,不等式(１９)等价于λk＞λA－３d２－d(ε

＋γ＋r)－２d３/(ε＋γ＋r).注意到

[(R０－Λ－１)２－４Λ]－Q２
２＝ ４λ

d(d＋γ＋ε＋r)(２d＋γ＋ε＋r)２Q３,

故当tr(J(E２))＜０时有式(１３)成立,此时E２ 是稳

定的.当tr(J(E２))＞０时有式(１４)成立,此时E２

是不稳定的.证毕.
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类似地,可得E３,E４ 的稳定性:
定理６　若E３ 存在,则其为一个鞍点.
定理７　假定E４ 存在,

a)若λm＞λA－３d２－d(ε＋γ)－２d３/(ε＋γ),或

λm＜λA－３d２－d(ε＋γ)－２d３

ε＋γ

λm＜λA＋ １
２

(d＋γ＋ε)(２d＋γ＋ε)１－ １＋ ４λA
(d＋γ＋ε)２( )[ ]

ì

î

í

ïï

ïï

(２３)
则E４ 局部渐近稳定;

b)若

λm＜λA－３d２－d(ε＋γ)－２d３

ε＋γ

λm＞λA＋ １
２

(d＋γ＋ε)(２d＋γ＋ε)１－ １＋ ４λA
(d＋γ＋ε)２( )[ ]

ì

î

í

ïï

ïï

(２４)
则E４ 不稳定.

３　平衡点全局动力学

定理８　无病平衡点E０ 是全局渐近稳定的当

且仅当下列两个条件之一成立:

a)R０＜１且P０
􀬈≥１.

b)R０＜１,P０
􀬈＜１且P̂３≥１.

证明　

a)由于P̂０＞１,故由定理１可知当R０＜１时

E１,E２ 不存在.假设P０
􀬈≥１,由定理２可知当R０＜１

时E３,E４ 不存在.

b)由a)可知当R０＜１时E１,E２ 不存在.若

dm＞λI２
０(d＋γ＋ε),此时P̂３＜P̂２,故由定理２的b)

和c)可知当R０＞P̂３时E３,E４ 存在.由于P̂３≥１,所

以R０＞P̂３不可能成立,所以此时E３,E４ 不存在.
从而,在定理８的条件下,地方病平衡点不存

在.进一步,注意到关于总人口的微分方程为:

dN
dt＝dS

dt＋dI
dt＋dR

dt＝A－dN－εI,

则

dN
dt≤A－dN.

解得:

N(t)≤N(０)A－e－dt

d ≤N(０)A
d

(２５)

定义

Ω＝ (S,I,R)S,I,R≥０,S＋I＋R≤N(０)A
d{ },

则Ω 为该模型的一个正向不变集.因此,此模型的

动力学行为都在Ω 里.由式(２５)可知系统(１)的一

切正解都是有界的,且非负S 轴关于系统(１)是正

向不变的,非负I轴排斥系统(１)的正解.由定理３
可知当R０＜１时,无病平衡点E０ 是局部渐近稳定

的.故通过 PoincaréＧBendixson定理的推论,始于

Ω 中的每一个正解最终将趋于E０.证毕.
引理９[４]　如果在单连通区域R２

＋ 内存在一个

函数D,在I≠I０ 时D 满足

a)D 连续可微;

b)∂(Dξ)
∂S ＋∂(Dζ)

∂I ＜０.

则系统(１)不存在极限环.其中:

ξ＝A－dS－λSI

ζ＝λSI－(d＋γ＋ε)I－h(I){ ．

下面利用引理９的 Dulac函数来分析系统(１)
的极限环的存在性.

定理１０　当λk＜λA＜d(２d＋γ＋ε)时,系统

(１)无极限环.
证明　通过系统(１)的第一个方程我们可以看

出系统(１)的所有正解都在区域Γ内,其中:

Γ≐ (S,I)０≤S≤A
d{ }．

因此,假若系统(１)存在极限环,此极限环也必

在Γ中.
取Dulac函数如下:

D＝

１
SI

,I≤I０

１
SI０

,I＞I０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

．

当０＜I＜I０ 时,

∂(Dξ)
∂S ＋∂(Dζ)

∂I ＝k－A
S２I

(２６)

故当k＜A 即λk＜λA 时,式(２６)为负.
当I＞I０ 时,

∂(Dξ)
∂S ＋∂(Dζ)

∂I ＝ １
S２I０

[－A＋λS２－(d＋γ＋ε)S]

(２７)
注意到当S＝A/d时,有－A＋λS２－(d＋γ＋ε)S＝

－A[d(２d＋γ＋ε)－λA]
d２ ＜０,故当λA＜d(２d＋γ＋ε)

时,式(２７)为负,从而系统(１)无极限环.证毕.

４　数值模拟

本节主要借助 Matlab数值模拟验证了系统(１)
后向分支发生的正确性.
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例１　取A＝５００,d＝１,ε＝０．０１,γ＝０．０１,λ＝
０．０１,r＝４,m＝２５,I０＝６,计算得

R０≈０．９９６０＜１,P０
􀬈≈０．４５４２＜１,dm－λI２

０(d＋
γ＋ε)≈２４．６３２８＞０,因此,系统(１)发生了一个后向

分支(图１).

图１　当A＝５００,d＝１,ε＝０．０１,γ＝０．０１,λ＝０．０１,

r＝４,m＝２５,I０＝６时的R０ＧI图

例２　取A＝５００,d＝１,ε＝０．０１,γ＝０．０１,λ＝
０．０１,r＝１５,m＝１２０,I０＝６,计算得R０≈０．３１２１＜

１,P０
􀬈≈０．２７６７＜１,dm－λI２

０(d＋γ＋ε)≈１１９．６３２８
＞０,此时R０＜１,那么由定理１可知E１,E２ 均不存

在.由推论１可知,存在不稳定鞍点E３.进一步,

由λm－λA＋３d２＋d(ε＋γ)＋ ２d３

(ε＋γ)≈９９．２２＞０,

根据定理７a),R０≥P̂２,E４ 为系统(１)的唯一稳定

地方性平衡点.不稳定鞍点E３ 与稳定平衡点E４

见图２,唯一稳定地方性平衡点E４ 见图３.

图２　不稳定鞍点E３ 与稳定平衡点E４

图３　唯一稳定地方性平衡点E４

５　结　语

现代社会,预料某种疾病的诞生并进行有效预

防非常重要,例如肝炎、流行性出血热等传染疾病一

旦爆发,人们不仅需要掌握疾病的传染规律,同时需

要对疾病开展有效的控制和预防.本文研究了一类

带有双线性发生率函数以及饱和治疗函数的SIR
传染病模型.该模型提出了常态预防的概念,即在

某种疾病还未发生感染的情况下,同样保持固定的

治疗率以保证对疾病的有效预防.研究表明,模型

至多存在４个平衡点,并给出了各平衡点的稳定性

分析.同时,研究发现,当基本再生数小于１且饱和

治疗率较小时,模型发生后向分支.因此,通过调整

参数控制基本再生数小于１,并不能像其他经典的

传染病模型一样消除疾病.此种情况下,需要调整

特定的参数使疾病稳定在一个较低的感染者水平.
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ResearchonDynamicalBehaviorsofSIREpidemicModel
withLinearSaturationTherapyFunction

ZHOUKang,LUQiuying
(SchoolofSciences,ZhejiangSciＧTechUniversity,Hangzhou３１００１８,China)

Abstract:ThispapergeneralizesanSIR epidemicmodelwithbilinearincidenceratefunctionand
saturationtherapyfunction．Theexistence,stabilityandbackwardbifurcationofthelocalequilibrium
pointwerestudied．Theresultsshowedthatwhenthebasicreproductionnumberislessthan１andthe
saturationtreatmentrateissmall,backwardbifurcationwillhappentothesystem．Meanwhile,theresults
provedthatfourequilibriumpointsexistatmost．

Keywords:therapyfunction;SIRepidemicmodel;backwardbifurcation;thebasicreproductionnumber
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