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一类广义鞍结平面系统正规形的计算

李梦晓,黄土森
(浙江理工大学理学院,杭州３１００１８)

　　摘　要:对于一类广义鞍结系统,利用 Carleman线性化方法,把非线性系统转化为无穷维上的线性系统,得到

矩阵中具体项之间的递推关系,从而计算出它的正规形,并给出相应的近恒等变量变换.文章提出的计算方法和结

果把经典正规形理论中只能计算具非零线性部分动力系统的正规形,推广到可以计算具零线性部分动力系统的正

规形情形;从计算过程中可以直接得出相应的近恒等变量变换,从而解决了经典正规形理论中只能在理论上说明相

应近恒等变量变换的存在却无法给出具体变换的难题.该文结果为简化分析这类退化系统的动力学性质奠 定

基础.
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０　引　言

正规形理论是研究非线性微分方程奇点附近轨

线结构的基本工具之一.正规形理论研究的主要内

容是计算给定非线性微分方程的正规形以及相应近

恒等变量变换[１].目前国内外已提出了很多计算正

规形的有效方法,例如直接计算法[２Ｇ３]、内积法[４Ｇ５]、

李括号法[６Ｇ７]等.这些方法主要计算了具有非零系

数矩阵的非线性微分方程的正规形,但是受方法本

身的限制,不能同时给出相应的近恒等变量变换.
然而,由于应用学科中的许多非线性微分方程在奇

点的系数矩阵为零矩阵,因此需要研究当非线性微

分方程在奇点的系数矩阵为零(即退化非线性微分

方程)时正规形的计算问题.这方面的研究直到最

近几年才涉及,如:Algaba等[８]利用李括号法结合

非线性微分方程的主系统的守恒Ｇ耗散分解研究了

一类所谓广义幂零系统,并解决了此系统按齐次分

解的正规形计算及其解析可积性问题;Algaba等[９]

利用李括号方法结合非线性微分方程的拟主系统的

守恒Ｇ耗散分解研究了一类平面退化系统,并解决了

此系统按拟齐次分解的正规形计算及其解析可积性

问题;Algaba等[１０]利用李括号方法结合非线性微

分方程的拟主系统的守恒Ｇ耗散分解,研究了退化非

线性微分方程按拟齐次分解的正规形计算及其中心

问题;李梦晓等[１１]利用Carleman方法计算了
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的正规形.
本文利用Carleman方法研究另外一类所谓的

广义鞍结非线性微分方程
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的正规型的计算,并给出所做的近恒等变量变换.由
于系统(２)的最低次齐次项比系统(１)的最低次齐

次项高一次,因此本文采用比文献[１１]中更复杂的

近恒等变量变换计算系统(１)的正规形.

１　 正规形的推导

考虑平面系统

ẋ１ ＝x３
１＋X(x１,x２)

ẋ２ ＝x３
２＋Y(x１,x２){ (３)



其中:X(x１,x２)＝ O(|(x１,x２)|４),Y(x１,x２)＝
O(|(x１,x２)|４)．显然系统(３)是一个退化平面系

统,本文称为广义鞍结系统.记Hk 为两个变量的k
次齐次多项式线性空间,在 Hk 中选择一组标准基

xq１１xq２２ ,其中:q＝ (q１,q２),qi ∈N,即q是２重指标,
记|q|＝q１＋q２ ＝k.本文采取由序x１ ＜x２ 诱导的

字典序对单项式集合 xq１１xq２２ :q１＋q２ ＝k{ } 中元素

进行排序,并把Hk 中的标准基记为:

ek
１ ＝xk

１,ek
２ ＝xk－１

１ x２,ek
３ ＝xk－２

１ x２
２,􀆺,ek

dk ＝xk
２,

容易验证其维数为dk ＝k＋１.记 mk ＝ (ek
１,ek

２,
􀆺ek

dk
)T,则Hk 中任何元素可写成:

P(x１,x２)＝ (β１,β２􀆺βdk
)mk．

令H∞ ＝⊕∞
k＝１Hk,则H∞ 的标准基为m＝(mT

１,mT
２,mT

３,
􀆺)T,并且系统(３)在这组标准基下的矩阵为:

Tm(D)＝
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其中:D１３ ＝
１ ０ ０ ０
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设aq
k－i,i 为系统(３)在第q个方程中xk－i

１ xi
２ 的系

数,q＝１,２,k＝４,５,􀆺,i＝０,１,􀆺,k,则:

D１k ＝
a１

k０ a１
k－１,１ a１

k－２,２ 􀆺 a１
１,k－１ a１

０k

a２
k０ a２

k－１,１ a２
k－２,２ 􀆺 a２

１,k－１ a２
０k
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k＝４,５,􀆺,
若记M(k,m)表示λ＝ (λ１,􀆺,λn)矩阵构成的线性

空间,则D１k ∈M(２,dk).
经典正规形理论计算正规形的一般步骤是:假

定已经求得系统的k－１阶正规形,然后再求k阶正

规形[１].而对于系统(３),则需要假定已经求得k＋１
阶正规形,再去求k＋２阶正规形.为此本文做如下

近恒等变换:

φ(x１,x２)＝ (x１,x２)T ＋ξk(x１,x２),
其中:ξk(x１,x２)是待求的２维k次齐次多项式向量

场,并且它在 H∞ 的标准基下的表示分别为:

φ(m１)＝
φ１(x１,x２)
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其中:E２,k＋１mk＋１ ＝
２x１ ０
x２ x１

０ ２x２
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φ(mi)＝mi＋Ei,k＋i－１mk＋i－１＋Ei,２k＋i－２m２k＋i－２＋􀆺＋
Ei,(i－１)k＋１m(i－１)k＋１＋Ei,ikmik,

其中:

Ei,k＋i－１mk＋i－１ ＝
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于是,近恒等变量变换φ可以用矩阵形式表示

如下:

φ(m)＝φ
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其中:
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现在对(３)做近恒等变量变换φ,记m′t ＝φ(mt),则
可以证明m′＝ (m′T

１,m′T
２,􀆺)T 也是H∞ 中的一组

基且m′＝Tm(φ)m.
先来求系统(３)的４阶正规形,为此令k＝２,并

取k＋２＝４阶截断式,即:
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其中:E１２ ∈M(２,d２)是未知的矩阵,d２ ＝３．则可计
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算得:

T(４)
m (φ)－１＝

I１ －E１２ E１２E２３ －E１２(E２３E３４－E２４)
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所以
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其中:D′１４ ＝D１４－(D１３E３４－E１２D２４)．求系统(３)正规

形现在就是求合适的E１２,使得D′１４ 中包含尽可能多

的零元素.设所求的矩阵E１２ 为
b１

２０ b１
１１ b１

０２

b２
２０ b２

１１ b２
０２
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所以
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于是
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令E１２ 中的元素分别为:
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３a２
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则

D′１４ ＝D１４－(D１３E３４－E１２D２４)＝
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所以D′１４ 中最多存在４个非零项,这表明系统(３)的正规

形中４次齐次多项式向量场中非零参数最多有４个.
继续令k＝３,并取k＋２＝５阶截断式,即:

T(５)
m (D)＝

O O D１３ D１４ D１５
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经简单计算得:

T(５)
m

－１(φ)＝

I１ O －E１３ O E１３E３５

O I２ O －E２４ O
O O I３ O －E３５

O O O I４ O
O O O O I５
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÷
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从而

T(５)
m (φ)T(５)

m (D)T(５)
m

－１(φ)＝

O O D１３ D１４ D′１５

O O O D２４ D２５

O O O O D３５
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其中:D′１５ ＝D１５－(D１３E３５－E１３D３５)．设所求的矩阵

E１３ 为
b１

３０ b１
２１ b１

１２ b１
０３

b２
３０ b２

２１ b２
１２ b２
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æ

è
çç

ö

ø
÷÷.因为

D３５ ＝
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所以

E１３D３５ ＝
３b１

３０ ２b１
２１ b１

１２ b１
２１ ２b１

１２ ３b１
０３

３b２
３０ ２b２

２１ b２
１２ b２

２１ ２b２
１２ ３b２

０３
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çç

ö

ø
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又
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３b１
３０ ３b１

２１ ３b１
１２ ３b１

０３ ０ ０
􀆺
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０ ０ ３b２
３０ ３b２

２１ ３b２
１２ ３b２
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÷
÷
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所以

　D１３E３５ ＝
３b１

３０ ３b１
２１ ３b１

１２ ３b１
０３ ０ ０

０ ０ ３b２
３０ ３b２

２１ ３b２
１２ ３b２
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于是

D１３E３５－E１３D３５ ＝
０ b１

２１ ２b１
１２ ３b１

０３－b１
２１ －２b１

１２ －３b１
０３

－３b２
３０ －２b２

２１ ３b２
３０－b２

１２ ２b２
２１ b２

１２ ０
æ

è
çç

ö

ø
÷÷．

令E１３ 中的元素分别为:b１
２１ ＝a１

４１,b１
１２ ＝a１

３２

２
,b１

０３

＝a１
２３＋a１

４１

３
,b２

３０ ＝－a２
５０

３
,b２

２１ ＝－a２
４１

２
,b２

１２ ＝－a２
３２ －

a２
５０,则

D′１５ ＝
a１

５０ ０ ０ ０ a１
１４＋a１

３２ a１
０５＋a１

２３＋a１
４１

０ ０ ０ a２
２３＋a２

４１ a２
４１＋a２

３２＋a２
５０ a２

０５

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,

所以可以通过选择适当的E１３ 使得D′１５ 最多有６个

非零项,这表明系统(３)的正规形中５次齐次多项式

向量场中的非零参数最多有６个.
类似地,当k≥４时,取k＋２次截断式:

T(k＋２)
m (D)＝

O O D１３ D１４ 􀆺 D１,k＋１ D１,k＋２

O O O D２４ 􀆺 D２,k＋１ D２,k＋２

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮ ⋮

O O O O 􀆺 Dk－１,k＋１ Dk－１,k＋２

O O O O 􀆺 O Dk,k＋２

O O O O 􀆺 O O
O O O O 􀆺 O O

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

,

T(k＋２)
m (φ)＝

I１ O 􀆺 O E１k O O
O I２ O 􀆺 O E２,k＋１ O
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮ E３,k＋２

O O 􀆺 Ik－１ O O O
O O 􀆺 O Ik O O
O O 􀆺 O O Ik＋１ O
O O 􀆺 O O O Ik＋２

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

．

经简单计算得

T(k＋２)
m

－１(φ)＝
I１ O 􀆺 O －E１k OO
O I２ O 􀆺 O －E２,k＋１O
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮－E３,k＋２

O O 􀆺 Ik－１ O OO
O O 􀆺 O Ik OO
O O 􀆺 O O Ik＋１O
O O 􀆺 O O OIk＋２

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

．

于是

T(k＋２)
m (φ)T(k＋２)

m (D)T(k＋２)
m

－１(φ)＝
O O D１３ D１４ 􀆺 D１,k＋１D′１,k＋２

O O O D２４ 􀆺 D２,k＋１D２,k＋２

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮⋮

O O O O 􀆺 Dk－１,k＋１Dk－１,k＋２

O O O O 􀆺 ODk,k＋２

O O O O 􀆺 OO
O O O O 􀆺 OO

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

,

其中:D′１,k＋２ ＝D１,k＋２－(D１３E３,k＋２－E１kDk,k＋２)．设所

求的矩阵E１k 为:

b１
k０ b１

k－１,１ b１
k－２,２ 􀆺 b１

１,k－１ b１
０k

b２
k０ b２

k－１,１ b２
k－２,２２ 􀆺 b２

１,k－１ b２
０k

æ

è
çç

ö

ø
÷÷．

因为

Dk,k＋２ ＝
k ０ ０ ０ ０ 􀆺 ０
０ (k－１) ０ １ ０ 􀆺 ０
０ ０ (k－２) ０ ２ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ０
０ ０ 􀆺 ０ ０ ０ k

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

．

又

E３,k＋２ ＝
３b１

k０ ３b１
(k－１)１ ３b１

(k－２)２ 􀆺 ３b１
０k ０ ０

􀆺
􀆺

０ ０ ３b２
k０ ３b２

(k－１)１ 􀆺 ３b２
１(k－１) ３b２

０k

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

,

所以

D１３E３,k＋２－E１kDk,k＋２ ＝
c１

k＋２,０ c１
k＋１,１ 􀆺 c１

１,k＋１ c１
０,k＋２

c２
k＋２,０ c２

k＋１,１ 􀆺 c２
１,k＋１ c２

０,k＋２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,

其中:

c１
k＋２,０ ＝ (３－k)b１

k０,c１
k＋１,１ ＝ (３－(k－１))b１

k－１,１,

c１
k２ ＝ (３－(k－２))b１

k－２,２,

c１
k－１,３ ＝ (３－ (k－３))b１

k－３,３ －b１
k－１,１,c１

k－２,４ ＝
(３－(k－４))b１

k－４,４－２b１
k－２,２,

c１
k－３,５ ＝ (３－(k－５))b１

k－５,５－３b１
k－３,３,

c１
５,k－３ ＝－(k－５)b１

５,k－５,

c１
４,k－２ ＝b１

２,k－２－(k－４)b１
４,k－４,

c１
３,k－１ ＝２b１

１,k－１－(k－３)b１
３,k－３,

c１
２k ＝３b１

０k－(k－２)b１
２,k－２,

c１
１,k＋１ ＝－(k－１)b１

１,k－１,c１
０,k＋２ ＝－kb１

０k;

c２
k＋２,０ ＝－kb２

k０,c２
k＋１,１ ＝－(k－１)b２

k－１,１,
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c２
k２ ＝３b２

k,０－(k－２)b２
k－２,２,

c２
k－１,３ ＝２b２

k－１,１－(k－３)b２
k－３,３,

c２
k－２,４ ＝b２

k－２,２－(k－４)b２
k－４,４,

c２
k－３,５ ＝－(k－５)b２

k－５,５,

c２
４,k－２ ＝ (３－(k－４))b２

４,k－４－２b２
２,k－２,

c２
３,k－１ ＝ (３－(k－３))b２

３,k－３－b２
１,k－１,

c２
２k ＝ (３－(k－２))b２

２,k－２,

c２
１,k＋１ ＝ (３－(k－１))b２

１,k－１,c２
０,k＋２ ＝ (３－k)b２

０k．
现为求出E１k 中的元素,令

b１
k－１,１ ＝ １

４－ka
１
k＋１,１,b１

k－２,２ ＝ １
５－ka

１
k２,

则由给定的D１,k＋２ 和上述递推关系,能递推出直到

b１
１,k－１、b１

０k 的值;再令

b１
k０ ＝ １

３－ka
１
k＋２,０,

则求得E１k 的第一行上各个元素.再令

b２
k０ ＝－a２

k＋２,０

k
,b２

k－１,１ ＝－a２
k＋１,１

k－１
,

则由给定的D１,k＋２ 和上述递推关系能递推出直到

b２
１,k－１、b２

２,k－２ 的值;再令

b２
０k ＝ １

(３－k)a
２
０,k＋２,

则求得E１k 的第二行各个元素,从而可给出:

D′１,k＋２ ＝D１,k＋２－(D１３E３,k＋２－E１kDk,k＋２)

＝
０ ０ ０ 􀆺 ０ ∗ ∗
０ ０ ０ 􀆺 ∗ ∗ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷,

其中:∗ 表示可能不为零的元素,所以D′１,k＋２ 最多

有４个非零项,这表明当k≥４时,系统(３)的正规形

中k＋２次齐次多项式向量场中非零参数系统最多

有４个.
综上,本文得到系统(３)的正规形定理如下:
定理１　 考虑形式为(３)的广义鞍结平面系

统,可通过近恒等变量变换化为正规形,使得４次齐

次多项式向量场中非零参数系统最多有４个;５次齐

次多项式向量场中非零参数系统最多有６个,而对

于j≥６,j次齐次多项式向量场中非零参数系统最

多有４个.

２　结　论

本文利用Carleman线性化方法计算出了一类

广义鞍结系统的正规形,把其正规形进行简化,使得

５次齐次多项式向量场中最多有６项非零,而其它

　

的齐次多项式向量场中最多都只有４项非零,并给

出所作的相应近恒等变量变换.这些结果可以用于

微分方程的可积性与中心问题的研究.
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ComputationofNormalFormsforaTypeofGeneralized
PlanarSaddleＧnodeSystem

LIMengxiao,HUANGTusen
(SchoolofSciences,ZhejiangSciＧTechUniversity,Hangzhou３１００１８,China)

Abstract:ForatypeofgeneralizedsaddleＧnodesystem,nonlinearsystemistransformedtolinear
systemontheinfinitedimensionbyusingthemethodofCarlemanlinearization．Inthisway,therecursive
relationamongthetermsinthematrixthesystemisobtainedandthenitsnormalformsarecomputed．At
thesametime,thecorrespondingnearlyidenticaltransformationofvariablesisgiven．Thecalculation
methodandresultsinthispapergeneralizethecomputationofnormalformsfornonＧlineardifferential
equationswithnonＧzerolinearpartintheclassictheoryofnormalformstothatwithzerolinearpart．The
correspondingnearlyidenticaltransformationofvariablescanbedirectlygainedfromthecalculation
process,whichsolvestheproblemthatclassicaltheoryofnormalformscanexplaintheexistenceofnearly
identicaltransformationofvariablesonlyintheorybutcannotgivethespecifictransformation．Theresults
inthispaperlayafoundationforsimplifyanalysesofthedynamicalbehaviorsofsuchtypeofdegenerate
system．

Key words:generalized saddleＧnode system;normalform;nearlyidenticaltransformation of
variables;Carleman􀆳smethod

(责任编辑:康　锋)

１２１第１期 李梦晓等:一类广义鞍结平面系统正规形的计算


