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  摘 要:
 

利用对称Riesz核表示方法以及Radon-Nikodym定理构造合适的度量测度空间,并利用曲线族模的收敛

性以及加倍测度的弱收敛性,证明Poincar􀆧不等式在Gromov-Hausdorff极限下的稳定性。设一个完备的加倍度量测度

空间序列Gromov-Hausdorff收敛于完备的度量测度空间,若该空间序列满足Poincar􀆧不等式,则在对应的收敛空间上

也满足Poincar􀆧不等式。该研究丰富了度量空间上的度量特征在Gromov-Hausdorff极限下的稳定性问题。
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Abstract:
  

In
 

this
 

study,
 

a
 

suitable
 

metric
 

measure
 

space
 

was
 

constructed
 

by
 

using
 

the
 

symmetric
 

Riesz
 

kernel
 

representation
 

method
 

and
 

the
 

Radon-Nikodym
 

theorem,
 

and
 

the
 

stability
 

of
 

Poincaré
 

inequality
 

under
 

the
 

Gromov-Hausdorff
 

limit
 

was
 

proved
 

by
 

using
 

the
 

convergence
 

of
 

the
 

curve
 

family
 

module
 

and
 

the
 

weak
 

convergence
 

of
 

the
 

doubling
 

measure.
 

We
 

let
 

a
 

complete
 

sequence
 

of
 

doubling
 

metric
 

measure
 

spaces
 

Gromov-Hausdorff
 

converge
 

to
 

a
 

complete
 

metric
 

measure
 

space,
 

and
 

if
 

the
 

space
 

sequence
 

satisfies
 

the
 

Poincar􀆧
 

inequality,
 

then
 

the
 

corresponding
 

convergence
 

space
 

also
 

satisfies
 

the
 

Poincar􀆧
 

inequality.
 

This
 

study
 

enriches
 

the
 

stability
 

of
 

metric
 

characteristics
 

on
 

metric
 

spaces
 

under
 

Gromov-Hausdorff
 

limit.
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0 引 言

  近年来,Gromov-Hausdorff极限是微分几何研究的热点问题。在现代几何的发展中,Gromov-
Hausdorff极限已经成为刻画空间或几何的重要工具,在黎曼几何、群论、度量几何中有着广泛的应用,具体

参考文献[1-2]。度量不变量是研究度量空间的重要工具,可以用来刻画不同度量空间之间的几何差别;空



间上的度量特征的稳定性是用来研究空间一般性质的重要指标,因此度量特征在Gromov-Hausdorff极限

下的稳定性是几何领域研究的热点和难点问题。
欧氏空间上的Poincar􀆧不等式是关于函数与其梯度的Lp 范数的不等式,主要描述的是函数的广义导

数的范数对函数本身的范数的控制,在Sobolev空间理论中具有重要作用。Ziemer[3]研究了Sobolev空间

和有界变差函数,Shanmugalingam[4]将Sobolev理论推广到度量测度空间上。随着度量测度空间上的

Sobolev空间理论的发展,Poincar􀆧不等式及一些相关的应用可以推广到更一般的度量测度空间上,并产生

了大量研究成果。Heinonen等[5]证明,满足Poincar􀆧不等式和加倍条件的牛顿空间的Hölder连续嵌入。
Heinonen等[6]证明,满足Poincar􀆧不等式的加倍测度空间,Lipschitz函数在其上的牛顿空间中稠密。
Keith[7-8]得到了Poincar􀆧不等式的一系列等价性。Cheeger[9]和Keith[10]证明了满足Poincar􀆧不等式的加

倍空间具有一种类似于可求长的微分结构。Heinonen等[11]证明,具有Poincar􀆧不等式的加倍空间是

Loewner空间。这些理论为Poincar􀆧不等式的发展奠定了基础,也使其研究进入了一个新的高度。
本文主要研究Poincar􀆧不等式在Gromov-Hausdorff极限下的稳定性。首先通过加倍测度的性质与

Riesz核表示,证明了一个测度的有限性;其次,由Radon-Nikodym定理与Carath􀆧odory准则证明该测度是

一个Borel正则测度;最后运用测度的弱收敛性以及曲线族模在Gromov-Hausdorff收敛下的性质,证明了

对于满足Poincar􀆧不等式的完备的加倍度量测度空间列Gromov-Hausdorff收敛到一个完备的加倍度量测

度空间,并且该收敛的度量测度空间上也满足Poincar􀆧不等式。上述结论的证明方法推广了收敛定理在度

量空间上的应用,丰富了度量空间中的稳定性问题。

1 预备知识

  首先回顾一些基本概念。(X,d,x)表示由度量空间(X,d)和x∈X 组成的定向的度量空间,(X,d,μ)
表示由度量空间(X,d)和X 上的Borel正则测度μ组成的度量测度空间。B(x0,r)={x∈X:d(x,x0)<r}
表示以x0∈X 为中心、r>0为半径的球。具体概念参见文献[12-14]。

定义1[14] 如果度量空间(X,d)中的任意闭球都是紧集,则称(X,d)为Proper空间。
定义2[5] 如果对于每个x∈X,r>0,存在常数D>0,使得

μ(B(x,2r))≤Dμ(B(x,r)),
称测度μ为加倍测度,D 为加倍常数。

下面介绍度量测度空间上函数的上梯度和p-Poincar􀆧不等式。
定义3[5] 设函数g:X→[0,∞]为Borel函数,u:X→R为可测函数,x,y∈X,γ是X 中连接x,y 的

任意可求长曲线。若

|u(x)-u(y)|≤∫
γ
gds

成立,则称函数g为可测函数u的上梯度。
定义4[5] 设(X,d,μ)为度量测度空间。若存在C>0,λ≥1,p≥1使得对每个可测函数u和u的上梯

度g有

1
μ(B)∫B|u-uB|dμ≤Cr 1

μ(λB)∫λB
gpdμ  

1
p,

其中:a∈X,r>0,B=B(a,r),则称空间(X,d,μ)具有p-Poincar􀆧不等式。
下面给出Gromov-Hausdorff收敛的定义。
定义5[7] 设{(Xn,dn,pn)}为一个定向度量空间序列,(X,d,p)为定向度量空间。若对任意的r>0,

0<ε<r,存在一个正整数N,使得对于每个n>N,都存在映射fn:B(an,r)→X 满足下列条件:
a)fn(an)=a;
b)|d(fn(x),fn(y))-dn(x,y)|<ε,∀x,y∈B(an,r);
c)B(a,r-ε)⊂Nε(fn(B(an,r)))。

则称空间序列{(Xn,dn,pn)}Gromov-Hausdorff收敛到空间(X,d,p)。
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注1 设A 为度量空间(X,d)的一个非空子集,A 的ε邻域为Nε(A)={x∈X:dist(x,A)<ε}。定义

5是经典的度量空间的Gromov-Hausdorff收敛定义,同时定义5的条件c)
 

可由定义6等价替换,因此本文

给出方便计算的(测度的)Gromov-Hausdorff收敛的等价定义。
定义6[7] 设(Z,ρ)为度量空间,{Fn}为Z 上的一个子空间序列,F 为Z 上的子空间,若对于任意的

q∈Z,R>0,使得

lim
n→∞

sup
z∈Fn∩B(q,R)

dist(z,F)=0,lim
n→∞

sup
z∈F∩B(q,R)

dist(z,Fn)=0,

则称子空间序列{Fn}⊂Z 收敛到子空间F⊂Z。
定义7[7] 设空间{(Xn,dn,pn)}为一个完备的定向度量空间序列,(X,d,p)为完备的定向度量空间。

若存在Proper定向度量空间(Z,ρ,q)和等距嵌入ι:X→Z 和ιn:Xn→Z,使得ι(p)=ιn(p)=q,并且ιn(X)
依上述定义6收敛到子空间ι(X),则称空间序列{(Xn,dn,pn)}收敛到空间(X,d,p)。

定义8[7] 设空间{(Xn,dn,μn,pn)}为一个完备的定向度量测度空间序列,(X,d,μ,p)为完备的定向

度量测度空间。若存在Proper定向长度空间(Z,ρ,q)和等距嵌入ι:X→Z 和ιn:Xn→Z,使得ι(p)=
ιn(p)=q,ιn(X)依定义6收敛到子空间ι以及ιn*μn 弱收敛到测度ι*μ,则称空间序列{(Xn,dn,μn,pn)}
收敛到空间(X,d,μ,p)。

注2 本文将ι*μ记为Z 上的一个测度:ι*μ(E)=μ(ι-1(E)),其中E⊂Z。若对于每一个连续的实

值函数f:X→R,当n→∞,有∫X
fdμn →∫X

fdμ,则称X 上的测度μn 弱收敛到测度μ。

在开始证明定理1前,需要引入对称Riesz核的定义和两个重要引理。
定义9[7] 给定C>0,x,y∈(X,d,μ)。若对于每个Borel集A⊂X,定义μC

xy 为:

μC
xy
(A)=∫A∩Bxy

d(x,y)
μ(B(x,d(x,z)))

+ d(y,z)
μ(B(y,d(y,z)))

dμ(z),

其中Bxy=B(x,2Cd(x,y))∪B(y,2Cd(x,y)),则μC
xy 称为μ在x,y两点的对称Riesz核。

引理1[7] 设{(Xn,dn,μn)}为一个紧的度量测度空间序列,Γn 为Xn 中可求长曲线族。如果{(Xn,
dn,μn)}Gromov-Hausdorff收敛到紧的度量测度空间(X,d,μ),且μ(X)<∞,则

bmodplimn→∞
supΓn  ≥lim

n→∞
supmodp(Γn)。

  注3 如果令Γ 表示X 中可求长曲线族,由度量测度空间的Gromov-Hausdorff收敛可知,Γ=
lim
n→∞
supΓn。

引理2[7] 令p≥1,(X,d,μ)为完备的加倍度量测度空间,则下列命题等价:
a)对(X,d,μ)上的所有可测函数都有p-Poincar􀆧不等式成立;
b)存在常数C≥1,使得对于每一对不同的点x,y∈X,有d(x,y)1-p≤Cbmodp(x,y,μ

C
xy
),其中常数

C 只与加倍常数有关。

2 主要定理及其证明

  定理1主要通过Riesz核表示证明了Poincar􀆧不等式在Gromov-Hausdorff极限下的稳定性。在证明

定理1之前,本文首先证明两个引理。
引理3 设(X,ρ,μ)为加倍度量测度空间,则对称Riesz核μC

xy
(X)<∞。

证明 因为

   μC
xy
(X)=∫X∩Bxy

ρ(x,z)
μ(B(x,ρ(x,z)))

+ ρ(y,z)
μ(B(y,ρ(y,z)))

dμ(z)

=∫X∩Bxy

ρ(x,z)
μ(B(x,ρ(x,z)))

dμ(z)+∫X∩Bxy

ρ(y,z)
μ(B(y,ρ(y,z)))

dμ(z)=I1+I2。

对于I1的积分区域X∩Bxy
,存在R=diam(Bxy

)>0,使得B(x,2R)⊃X∩Bxy
,从而

I1≤∫B(x,2R)

ρ(x,z)
μ(B(x,ρ(x,z)))

dμ(z)=∑
j≥-1∫Aj

ρ(x,z)
μ(B(x,ρ(x,z)))

dμ(z),
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其中:Aj={z:2
-j-1R≤ρ(x,z)<2-jR}。

对于每个j≥-1,利用加倍测度μ和环Aj 的性质有

∫Aj

ρ(x,z)
μ(B(x,ρ(x,z)))

dμ(z)=∫B(x,2-jR)

ρ(x,z)
μ(B(x,ρ(x,z)))

dμ(z)-∫B(x,2-j-1R)

ρ(x,z)
μ(B(x,ρ(x,z)))

dμ(z)

≤∫B(x,2-jR)

ρ(x,z)
μ(B(x,ρ(x,z)))

dμ(z)≤
2-jRD

μ(B(x,2-jR))∫B(x,2-jR)
dμ(z)=2-jRD。

从而I1≤∑j≥12
-jRD=4RD。

同理可得I2≤4RD。所以μC
xy
(X)≤8RD<∞。□

引理4 μC
xy 为X 上的Borel正则测度。

证明 由引理3可知,μC
xy 是X 上的有限测度,由度量测度空间的定义有,测度μ也是X 上的有限测

度。由对称Riesz核定义,对∀E⊂X,μ(E)=0,可得μC
xy
(E)=0,因此μC

xy 关于μ绝对连续。应用Radon-
Nikodym

 

定理,对有限测度μ和μC
xy
,则存在唯一可测函数f:X→[0,∞],使得μC

xy
(E)=∫Efdμ。

对任意两个不交的可测集E1,E2⊂X,利用上述结论有

μC
xy
(E1∪E2)=∫E1∪E2

fdμ=∫E1
fdμ+∫E2

fdμ=μC
xy
(E1)+μC

xy
(E2)。

因此,由Carath􀆧odory准则可知,μC
xy 为X 上的Borel测度。□

定理1 设p>1,{(Xn,dn,μn,qn)}为一个完备的定向加倍度量测度空间序列,其中μn 的加倍测度常

数一致有界,并且{(Xn,dn,μn,qn)}序列Gromov-Hausdorff收敛到完备定向度量测度空间(X,d,μ,q)。
如果对于每个n∈N,空间序列{(Xn,dn,μn)}上都有p-Poincar􀆧不等式成立且相关常数一致有界,那么收敛

空间(X,d,μ)上也有p-Poincar􀆧不等式成立,并且测度μ也是加倍测度,其相关常数仅依赖于上述一致有

界的常数。
证明 由文献[7]可知,加倍测度在Gromov-Hausdorff极限下具有稳定性。为了证明收敛的度量测度

空间(X,d,μ)上满足p-Poincar􀆧不等式,由引理2可知,只需证明存在常数ι,使得对于每一对不同的点x,
y∈X 有

d(x,y)1-p ≤Cmodp(x,y,μ
C
xy
) (1)

  由定义8可知,存在Proper定向长度空间(Z,ρ,l)和等距嵌入:ιn:Xn→Z 和ι:X→Z,使得ιn(Xn)按子

空间收敛到ι(X),ιn(qn)=ι(q)=l,ιn*μn 收敛到ι*μ。为了方便表述,本文将嵌入到(Z,ρ)中的空间列

(ιn(Xn),ιn*μn)和空间(ι(X),ι*μ)仍分别记作(Xn,μn)和(X,μ)。根据空间的等距嵌入可知,证明式

(1)成立等价于证明式(2)成立:

ρ(x,y)1-p ≤Cmodp(x,y,μ
C
xy
) (2)

  因为μ为X 上的Borel正则测度,所以对任意可测集A⊂X,都存在Borel集B⊃A,使得μ(A)=
μ(B)。所以

μC
xy
(B)=∫B

fdμ=∫B\A
fdμ+∫A

fdμ=∫A
fdμ=μC

xy
(A)。

  因此μC
xy 为X 上的Borel正则测度,由度量测度空间的定义以及引理3和引理4可知,(X,ρ,μC

xy
)构成

一个度量测度空间。
因为{(Xn,ρ,μn)}的加倍常数是一致有界的,由引理2知,存在一个只与加倍常数有关的常数C≥1,

使得

Cmodp(xn,yn,μC
nxnyn

)≥ρ(xn,yn)1-p (3)

其中xn,yn∈Xn。因此,可以找到一个完备的度量测度空间序列{(Xn,ρ,μC
nxnyn

)}。不妨设lim
n→∞

xn=x,

lim
n→∞

yn=y,故对任意ε>0,存在N1,N2,当n>N1 时,xn∈B(x,ε);当n>N2 时,yn∈B(y,ε)。令N=

max{N1,N2},则当n>N 时,有ρ(x,y)-2ε≤ρ(xn,yn)≤ρ(x,y)+2ε。从而lim
n→∞ρ

(xn,yn)=ρ(x,y)。

再由定义6子空间的收敛可知,(Bxnyn
)收敛到Bxy

。由定义9有
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dμC
xy
(z)= ρ(x,z)

μ(B(x,ρ(x,z)))
+ ρ(y,z)
μ(B(y,ρ(y,z)))  χBxy

dμ(z),

其中:χBxy
表示Bxy 上的特征函数。

因为μn 弱收敛到μ,所以对每一个Z 上的连续实值函数f,有∫Z
fdμn→∫Z

fdμ,n→∞。由上述讨论

可得

∫Z
fdμC

nxnyn =∫Z
f ρ(xn,z)

μ(B(xn,ρ(xn,z)))
+ ρ(yn,z)

μ(B(yn,ρ(yn,z)))  χBxnyn
dμ(z)

=∫Bxnyn

f ρ(xn,z)

μ(B(xn,ρ(xn,z)))
+ ρ(yn,z)

μ(B(yn,ρ(yn,z)))  dμ(z)
→∫Bxy

f ρ(x,z)
μ(B(x,ρ(x,z)))

+ ρ(y,z)
μ(B(y,ρ(y,z)))  dμ(z)

=∫Z
f ρ(x,z)

μ(B(x,ρ(x,z)))
+ ρ(y,z)
μ(B(y,ρ(y,z)))  χBxy

dμ(z)=∫Z
fdμC

xy
。

  所以测度μC
nxnyn

弱收敛到测度μC
xy
。因此度量测度空间{(Xn,ρ,μC

nxnyn
)}Gromov-Hausdorff

 

收敛到度

量测度空间(X,ρ,μC
xy
)。

因为μn 和μ是加倍测度,所以Xn 和X 为Proper空间。又因为Xn 和X 中的每一个闭球都是紧的,由

空间的Gromov-Hausdorff收敛可知,对每个(B-,ρ,μC
xy
),存在一列{(B-n,ρ,μC

nxnyn
)}Gromov-Hausdorff收敛

到(B-,ρ,μC
xy
),其中Bn、B 分别为Xn、X 中半径为r的球。

由引理1可知,对于紧的度量测度空间(B-,ρ,μC
xy
)和(B-n,ρ,μC

nxnyn
),有

modp(x,y,μ
C
xy
)≥lim

n→∞
supmodp(xn,yn,μC

nxnyn
) (4)

结合式(3)和式(4)得
Cmodp(x,y,μ

C
xy
)≥lim

n→∞
supρ(xn,yn)1-p =ρ(x,y)1-p。

  由引理2的等价命题,可知在球B- 上满足p-Poincar􀆧不等式。同时由球B- 的任意性可知,在空间X 上

也满足p-Poincar􀆧不等式。因此空间(X,d,μ)上也有p-Poincar􀆧不等式成立,并且测度μ也是加倍测度,
其相关常数仅依赖于上述一致有界的常数。□

3 结 论

  本文运用Riesz核表示方法来研究Poincar􀆧不等式在Gromov-Hausdorff极限下的稳定性。对于加倍

测度常数一致有界的完备定向度量测度空间序列,如果该度量测度空间序列满足Poincar􀆧不等式,则在

Gromov-Hausdorff收敛下的空间上也满足Poincar􀆧不等式,从而证明了Poincar􀆧不等式在 Gromov-
Hausdorff极限下的稳定性。

该结果丰富了度量测度空间上的度量特征在Gromov-Hausdorff极限下的稳定性问题,为研究度量测

度空间上有关Gromov-Hausdorff极限下的稳定性问题提供了相关的理论依据。
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