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  摘 要:
 

Euler-Mascheroni常数(Euler常数)的快速逼近是近年来研究者们感兴趣的问题。为了快速逼近计算

Euler常数,研究了快速收敛到Euler常数的序列及相关不等式问题。通过修改调和数项和引入连分数项,提出了两

类基于上述修改的收敛到Euler常数的新序列,证明了它们的收敛速度和相关不等式,并对一些新序列的逼近值进

行了数值计算和比较。结果表明:在新序列的基础上建立的与Euler常数相关的几个逼近不等式,扩展和改进了已

有文献中的相关逼近不等式,数值计算验证了新序列能更快速地收敛到Euler常数。所得改进序列在Euler常数的

快速计算方面较有意义。
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Abstract:
  

The
 

rapid
 

approximation
 

of
 

the
 

Euler-Mascheroni
 

constant
 

(Euler
 

constant)
 

has
 

been
 

of
 

interest
 

to
 

researchers
 

in
 

recent
 

years.
 

To
 

compute
 

the
 

Euler
 

constant
 

quickly,
 

we
 

studied
 

the
 

problem
 

that
 

some
 

sequences
 

converged
 

quickly
 

to
 

the
 

Euler
 

constant
 

and
 

related
 

inequalities.
 

By
 

modifying
 

the
 

term
 

in
 

the
 

harmonic
 

sum
 

of
 

Euler
 

sequence
 

and
 

introducing
 

the
 

continued
 

fraction
 

to
 

the
 

logarithm
 

term,
 

we
 

presented
 

two
 

new
 

sequences
 

convergent
 

to
 

the
 

Euler
 

constant
 

based
 

on
 

the
 

above
 

modifications
 

and
 

proved
 

the
 

convergence
 

speed
 

of
 

them,
 

then
 

obtained
 

and
 

compared
 

the
 

approximate
 

value
 

of
 

some
 

sequences
 

by
 

numerical
 

computations.
 

The
 

results
 

show
 

that
 

the
 

established
 

approximation
 

inequalities
 

for
 

the
 

Euler
 

constant
 

based
 

on
 

the
 

new
 

sequences
 

extend
 

and
 

improve
 

some
 

related
 

previous
 

known
 

approximation
 

inequalities.
 

Numerical
 

computations
 

demonstrate
 

the
 

new
 

sequences
 

can
 

converge
 

more
 

quickly
 

to
 

the
 

Euler
 

constant.
 

The
 

obtained
 

modified
 

sequences
 

are
 

of
 

significance
 

in
 

the
 

rapid
 

computation
 

of
 

the
 

Euler
 

constant.
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0 引 言

  Euler-Mascheroni常数(或简称Euler常数)γ=0.577215…由如下极限定义:



γ=lim
n→∞

γn=∑
n

k=1

1
k-logn

,

其中:序列(γn)n≥1称为Euler序列。

Hn=∑
n

k=1

1
k

称为调和数,调和数是数论中一个重要的序列。Euler常数是数学分析中的一个重要常数,其与数学分析中

其他数学函数和常数的关系参见Abramowitz等[1]和Lagarias[2]的研究,Lagarias[2]还给出了Euler常数的

各种推广;与Euler常数有着重要关系的调和数参见马欠欠等[3]的研究。
从计算的观点看,若序列收敛到Euler常数的速度越快,计算相同项得到的逼近数就更精确。为了快速

逼近Euler常数,研究者已对收敛到Euler常数的序列的收敛速度和相关不等式进行了一系列研究。1991
年,Young[4]证明了以下关于Euler序列的不等式:

1
2n+1<γn-γ< 12n

,

这表明Euler序列(γn)n≥1的收敛速度为n-1。由于Euler序列的收敛速度太慢,寻找快速收敛到Euler常

数的新序列引起了众多学者的兴趣。DeTemple、Mortici以及其他研究者进一步研究了类似的序列与

Euler-Mascheroni常数的逼近关系,相关研究参见DeTemple[5-6]、Mortici等[7-10]、Chen(陈超平)等[11-14]和

Lu等[15-17]。陈超平等[11]给出了一类带参数的序列:

∑
n

k=1

1
k-logn-log1+∑

p

i=0
ain-i  (1)

并提出了一个公开问题:要使得上述序列尽量快地收敛到γ,ai 应取何值? 该公开问题被Yang[18]、Gavrea
等[19]使用不同的方法所解决。Batir和陈超平[12]进一步给出了收敛速度为n-7的新序列

ϕn=∑
n

k=1

1
k -log

n+12+ 1

24n+12  
- 37

5760n+12  3
+ 10313

2903040n+12  5  。
Lu等[17]引进连分数并定义了w(2)

k,n 和w(3)
k,n 两个序列。

w(2)
k,n=1+12+13+…+ 1

n-1+12n-logn-1klog
1+1n

-12k

n+
b2
n  ,

其中:b2=1/10+k/24;与之相关的逼近不等式为

11
226800(n+1)6

<γ-w(2)
8,n <

11
226800n6

,

当n≥29时,此序列的收敛速度为n-6。

w(3)
k,n=1+12+13+…+ 1

n-1+12n-logn-1klog
1+1n

-12k

n+

1
10+k

24

n+
b3
n

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,

其中:b3=(11376-175k2)/[2520(12+5k)];与之相关的逼近不等式为

44411
143942400(n+1)8

<γ-w(3)
18,n <

44411
143942400(n-1)8

,

当n≥4时,此序列的收敛速度为n-8。
特殊函数论中两类重要的函数Gamma函数和Psi函数分别定义为[1,20-22]:

Γ(x)=∫
∞

0
tx-1e-tdt,ψ(x)=log'Γ(x)=

Γ'(x)
Γ(x)

;
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它们与Euler-Mascheroni常数有着密切的联系。特别地,Euler常数可由Psi函数表示[1]:

ψ(n)=-γ+Hn,

ψn+12  =-γ-2log2+∑
n

k=1

2
2k-1

(2)

根据Psi函数与Euler常数间的关系式(2),不同于Lu等[17]修改对数项的方法,陈超平等[13]用如下只有奇

数项的调和序列来逼近Euler常数:

Pn=∑
n

k=1

2
2k-1-log4n (3)

并得到了双边不等式

1
24(n+a)2≤

Pn-γ≤ 1
24(n+b)2

(4)

其中常数

a= 1
24(2-2log2-γ)

-1=0.06858…;b=0

是最好可能的。
由于逼近Euler常数的需要,找到更快地收敛到Euler常数的序列一直是相关研究中的重要问题。本

文将陈超平等[13]修改Euler序列中的调和数项和Lu等[17]引入连分数项的思想相结合,提出了两类序列,给
出了这些新序列的收敛速度,并建立了与Euler常数相关的几个逼近不等式。通过选取新序列中待定系数

的最优值,使得新序列以更快的速度收敛到Euler常数。利用序列中前后项差值的上下界估计,建立新序列

和Euler常数之间的逼近不等式,从而扩展和改进了一些已有的结果。最后通过数值计算验证新序列逼近

Euler常数的速度。

1 两类收敛序列

  Mortici[8-9]证明了如下引理。
引理1 令k>1且序列(λn)n≥1满足

lim
n→∞

λn=0,lim
n→∞

nk(λn-λn+1)=l∈R,

则有

lim
n→∞

nk-1λn= l
k-1

。

  引理1在研究序列的收敛速度时起着重要作用。
为了得到新的收敛到Euler常数的序列,首先将式(3)中的对数项通过类似式(1)的方式进行修改,得到

收敛到Euler常数的第一类新序列。
定理1 令s∈N,且

y(s)
n =∑

n

k=1

2
2k-1-log4n-log1+

a1
n2+

a2
n4+

a3
n6+

…+
as

n2s  ,
其中:

a1=
1
24
,a2=- 375760

,a3=
10313
2903040

,…。

对应的序列为:

y(1)
n =∑

n

k=1

2
2k-1-log4n-log1+ 1

24n2  ,
y(2)

n =∑
n

k=1

2
2k-1-log4n-log1+ 1

24n2-
37

5760n4  ,
y(3)

n =∑
n

k=1

2
2k-1-log4n-log1+ 1

24n2-
37

5760n4+
10313

2903040n6  。
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进一步有如下极限:

lim
n→∞

n4(y(1)
n -γ)=- 375760

,

lim
n→∞

n6(y(2)
n -γ)= 103132903040

,

lim
n→∞

n8(y(3)
n -γ)=- 5509121

1393459200
。

  证明 显然,当n→∞时,序列中最后的对数项趋向于0。由式(4)可知,序列(y(s)
n )n≥1 收敛于γ。记

λ(s)
n =y

(s)
n -γ。当s=1时,

y(1)
n =∑

n

k=1

2
2k-1-log4n-log1+

a1
n2  (5)

根据式(5),将λ(1)
n 和λ(1)

n+1作差得

λ(1)
n -λ(1)

n+1=- 2
2(n+1)-1+log1+1n  -log1+

a1
n2  +log1+

a1
(n+1)2  (6)

将式(6)按n-1的幂级数展开,可得

λ(1)
n -λ(1)

n+1=
1
12-2a1  1n3+ -18+3a1  1n4+ 11

80+2a21-4a1  1n5+O 1
n6  。

进一步,对序列(λ(1)
n )n≥1应用引理1,有:

a)若a1≠1/24,则

lim
n→∞

n3(λ(1)
n -λ(1)

n+1)=
1
12-2a1

且

lim
n→∞

n2(y(1)
n -γ)=lim

n→∞
n2λ(1)

n =124-a1≠0。

因此序列(y(1)
n )n≥1的收敛速度为n-2。

b)若a1=1/24,则

λ(1)
n -λ(1)

n+1=- 371440
1
n5+

O 1
n6  

且

lim
n→∞

n5(λ(1)
n -λ(1)

n+1)=- 371440
,

因此

lim
n→∞

n4(y(1)
n -γ)=- 375760

。

故序列(y(1)
n )n≥1的收敛速度为n-4。

综上,序列(y(1)
n )n≥1仅在a1=1/24时收敛速度最快,且收敛速度为n-4。

用完全类似的方法可求得a2的值。此时

y(2)
n =∑

n

k=1

2
2k-1-log4n-log1+ 1

24n2+
a2
n4  

且

y(2)
n -y(2)

n+1= - 371440-4a2  1n5+ 37
576+10a2  1n6+ -510748384-

79a2
4  1n7+O 1

n8  。
当a2=-37/5760时,由

lim
n→∞

n6(y(2)
n -γ)= 103132903040
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可知,序列(y(2)
n )n≥1的收敛速度为n-6。

通过类似方式推导,得到以下序列

y(3)
n =∑

n

k=1

2
2k-1-log4n-log1+ 1

24n2-
37

5760n4+
a3
n6  。

当a3=10313/2903040时,由

lim
n→∞

n8(y(3)
n -γ)=- 5509121

1393459200
可知,序列(y(3)

n )n≥1的收敛速度为n-8。
使用相同的方式可得到a4,

 

a5,
 

…,
 

as,
 

…的取值。
定理1证毕。
定理1给出了第一类新序列,并证明了当序列收敛到Euler常数最快时对应系数ai(i=1,

 

2,
 

…)的取

值,同时也证明了当s分别取1、2、3时第一类序列的收敛速度。
下面进一步引入连分数项来构造第二类收敛序列。
定理2 令s∈N且t∈R/{0},定义序列(Y(s)

t,n)n≥1:

Y(s)
t,n=∑

n

k=1

2
2k-1-log4n-1tlog

1+1n
b1

n+
b2

n+
b3

n+…+
bs

n

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(7)

其中:

b1=
t
24
,b2=

7
40-t

48
,b3=

175t2-74556
5040(-42+5t)

,…。

对应的序列为:

Y(1)
t,n =∑

n

k=1

2
2k-1-log4n-1tlog1+1n

t
24
n  (8)

Y(2)
t,n =∑

n

k=1

2
2k-1-log4n-1tlog

1+1n

t
24

n+

7
40-t

48
n

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(9)

Y(3)
t,n =∑

n

k=1

2
2k-1-log4n-1tlog

1+1n

t
24

n+

7
40-t

48

n+

175t2-74556
5040(-42+5t)

n

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(10)

则有:

lim
n→∞

n4(Y(1)
t,n -γ)= t

1152- 7
960
,

lim
n→∞

n6(Y(2)
t,n -γ)=- t2

165888+ 2071
806400

,

lim
n→∞

n8(Y(3)
t,n -γ)=-6125t

4-154350t3-3922380t2+440686008t-2590043040
3657830400(-42+5t)

。

  证明 当s=1时,
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Y(1)
t,n =∑

n

k=1

2
2k-1-log4n-1tlog1+1n

b1
n  (11)

为使此序列收敛最快,将式(11)的第n项和第n+1项作差,得

Y(1)
t,n -Y(1)

t,n+1=- 2
2(n+1)-1+log1+1n  -1tlog1+

b1
n2  +1tlog1+

b1
(n+1)2  (12)

然后将式(12)表示为n-1的幂级数展开,

Y(1)
t,n -Y(1)

t,n+1=
t-24b1
12t  1n3+ 1

8
-t+24b1

t  1n4+ 1
80
160b21-320b1+11t

t  1n5+O 1
n6  。

进一步地,对序列(Y(1)
t,n)n≥1应用引理1,有:

a)若b1≠t/24,则

lim
n→∞

n3(Y(1)
t,n -Y(1)

t,n+1)=
t-24b1
12t ≠0,

于是可知序列(Y(1)
t,n)n≥1的收敛速度为n-2。

b)若b1=t/24,则

Y(1)
t,n -Y(1)

t,n+1=
t
288- 7

240  1n5+O 1
n6  

且

lim
n→∞

n4(Y(1)
t,n -γ)= t

1152- 7
960

(13)

此时序列(Y(1)
t,n)n≥1的收敛速度为n-4。

综上,收敛最快的可能序列(Y(1)
t,n)n≥1仅在b1=t/24时取到。

与定理1中的证明类似,当s=2时由式(7)得

Y(2)
t,n -Y(2)

t,n+1= - 7240+
b2
6+ t

288  1n5+ 7
96-

5b2
12-5t576  1n6+

- t2
6912+

(-504b2+840)t
48384 -

b22
4+

5b2
6 -55448  1n7+O 1

n8  。
当b2=7/40-t/48时,由

lim
n→∞

n6(Y(2)
t,n -γ)=- t2

165888+ 2071
806400

(14)

可知,序列(Y(2)
t,n)n≥1的收敛速度为n-6。

类似地,当b3=(175t2-74556)/[5040(-42-5t)]时,有

lim
n→∞

n8(Y(3)
t,n -γ)=- t2

165888+ 2071
806400

(15)

可知序列(Y(3)
t,n)n≥1的收敛速度为n-8。式(8)—(10)得证。

使用相同的方式可得到b4,
 

b5,
 

…,
 

bs,
 

…的取值。
定理2证毕。
与定理1类似,定理2给出了第二类新序列,并证明了当序列收敛到Euler常数最快时对应系数bi(i=

1,
 

2,
 

…)的取值以及对应的收敛速度。当s=1,
 

2,
 

3时系数t的取值见推论1。

推论1 式(7)中s分别取1、2、3,相应序列收敛最快时,t的取值分别为t1=42/5、t2=±6 14497/35、
t3=-41,且有:

lim
n→∞

n6(Y(1)
t1,n-γ)= 3

1400
(16)

lim
n→∞

n8(Y(2)
t2,n-γ)=- 41

16000
(17)
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lim
n→∞

n8(Y(3)
t3,n-γ)= 694052327

7227872870400
(18)

  证明 考虑式(13)—(15),定义

cs(t)=limn→∞
n2(s+1)(Y(s)

t,n-γ),

则:

c1(t)=
t
1152- 7

960
,c2(t)=- t2

165888+ 2071
806400

(19)

c3(t)=-6125t
4-154350t3-3922380t2+440686008t-2590043040

3657830400(-42+5t)
(20)

由式(19)知函数c1(t)在R上单调递增,于是方程c1(t)=0有唯一解:t=42/5=t1。令t=t1,式(16)得证。

类似地,令t=±6 14497/35=t2,可证得式(17)。
四次方程式(20)有两个实数解:t≈6.30和t≈-40.59。为简单起见,取t=6和t=-41,此时有

|c3(-41)|-|c3(6)|=- 46350803
206510653440<0

选择t=-41=t3。式(18)得证。
推论1证毕。
根据推论1可以得到:当s分别取1、2、3时第二类序列收敛最快时t的取值分别为t1=42/5、t2=

±6 14497/35、t3=-41,相应序列的收敛速度分别为n-6、n-8、n-8。

2 新序列的逼近不等式与数值计算

2.1 逼近不等式

  定理3 对所有自然数n≥1,
5509121

1393459200(n+1)8
<γ-y(3)

n < 5509121
1393459200(n-1)8

(21)

  对所有自然数n≥16,
694052327

7227872870400(n+1)8
<Y(3)

-41,n-γ< 694052327
7227872870400(n-1)8

(22)

  证明 基于DeTemple[5]的证明思路,将序列(y(3)
n )n≥1与γ作差,得

γ-y(3)
n =∑

∞

k=n
(y(3)

k+1-y(3)
k )=∑

∞

k=n
f(k) (23)

其中

f(k)= 2
2k+1-log4(k+1)-log1+ 1

24(k+1)2
- 37
5760(k+1)4

+ 10313
2903040(k+1)6  +

   log4k+log1+ 1
24k2-

37
5760k4+

10313
2903040k6  。

因此问题转化为对所有自然数k≥n,估计函数f(k)的上下界。为此,利用关系

f(k)=-∫
∞

k
f'(x)dx,

只需估计函数-f'(x)的界。经计算得

-f'(x)- 5509121

19353600x+12  10
=
p1(x)
q1(x)

,

其中:

p1(x)=77703287870767104000(x-1)12+…+7365053800491956231570,
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q1(x)=18900x(x+1)(2x+1)10(2903040x6+120960x4-18648x2+10313)
2903040x6+17418240x5+43666560x4+58544640x3 +44252712x2+
17864784x+3015665 >0,

易知,对所有x≥1,有p1(x)>0。于是有

-f'(x)≥ 5509121

19353600x+12  10
(24)

类似地,令

-f'(x)- 5509121
19353600x10=

t1(x)
s1(x)

,

其中:
t1(x)=-928577906891292672000x14-…-171336710442735545,

s1(x)=19353600(x+1)x10(2x+1)2(2903040x6+120960x4-18648x2+10313)
2903040x6+17418240x5+43666560x4+58544640x3 +44252712x2+
17864784x+3015665 ≥0。

易知,对所有x≥1,有t1(x)<0。于是有

-f'(x)≤ 5509121
19353600x10

(25)

由式(24)—(25),对所有整数k≥1有

f(k)=-∫
∞

k
f'(x)dx≥ 550912119353600∫

∞

k
x+12  -10

dx= 5509121174182400k+12  -9

且

f(k)=-∫
∞

k
f'(x)dx≤ 550912119353600∫

∞

k
x-10dx= 5509121174182400k

-9。

显然函数x-α(α>0)在(1,
 

+∞)上单调递减。于是由式(22),对所有整数n≥1有

γ-y(3)
n ≥∑

∞

k=n

5509121
174182400k+12  -9

≥∑
∞

k=n

5509121
174182400∫

k+2

k+1
k-9dx

= 5509121174182400∫
∞

n+1
k-9dx= 5509121

1393459200(n+1)8
,

且

γ-y(3)
n ≤∑

∞

k=n

5509121
174182400k

-9≤∑
∞

k=n

5509121
174182400∫

k

k-1
k-9dx= 5509121174182400∫

∞

n-1
k-9dx= 5509121

1393459200(n-1)8
。

式(21)得证。
将序列(Y(3)

-41,n)n≥1与γ作差,得

Y(3)
-41,n-γ=∑

∞

k=n
(Y(3)

-41,k-Y(3)
-41,k+1)=∑

∞

k=1
g(k) (26)

经简单计算得

-g'(x)- 694052327

100387123200x+12  10
=
p2(x)
q2(x)

,

其中:

p2(x)=935081270977099999110295054860288000x12+…+301914482123850523729415032828500,

q2(x)=98034300x(x+1)(2x+1)10(124488x2+106157)           
(29877120x4+119508480x3+153700320x2+68383680x+13319099)
(124488x2+248976x+230645)(29877120x4-25562400x2+9004379)>0。
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易知,对所有x≥1,有p2(x)>0。于是有

-g'(x)≥ 694052327

100387123200x+12  10
(27)

  类似地,令

-g'(x)- 694052327
100387123200x10=

t2(x)
s2(x)

,

其中:
t2(x)= -192023619942648289780587069702144000(x-16)14-…-

11256748908886894893248742517229391027839432078415,
s2(x)=100387123200(x+1)x10(2x+1)2(124488x2+106157)

(29877120x4+119508480x3+153700320x2+68383680x+13319099)
(124488x2+248976x+230645)(29877120x4-25562400x2+9004379)>0。

易知,对所有x≥16,有t2(x)<0。于是有

-g'(x)≤ 694052327
100387123200x10

(28)

由式(27)—(28),对所有整数k≥16有

g(k)=-∫
∞

k
g'(x)dx≥ 694052327

100387123200∫
∞

k
x+12  -10

dx= 694052327
903484108800k+12  -9

且

g(k)=-∫
∞

k
g'(x)dx≤ 694052327

100387123200∫
∞

k
x-10dx= 694052327

903484108800k
-9。

同样由式(26),对所有整数n≥16有

Y(3)
-41,n-γ≥∑

∞

k=n

694052327
903484108800k+12  -9

≥∑
∞

k=n

694052327
903484108800∫

k+2

k+1
k-9dx

= 694052327
903484108800∫

∞

n+1
k-9dx= 694052327

100387123200(n+1)8

且

Y(3)
-41,n-γ≤∑

∞

k=n

694052327
903484108800k

-9≤∑
∞

k=n

694052327
903484108800∫

k

k-1
k-9dx

= 694052327
903484108800∫

∞

n-1
k-9dx= 694052327

7227872870400(n-1)8
。

式(25)得证。
 

定理3证毕。
定理3证明了当s=3时得到的两个序列的相关不等式,这两个序列可以用来逼近计算Euler常数。

2.2 数值计算

  综合定理1—定理3和推论1,建立的几个新序列与其他序列逼近计算Euler常数的精度见表1—表2。
从表1—表2中可以看出,新序列能更快速地逼近计算Euler常数。

表1 序列(Rn)n≥1
[5]、(Vn)n≥1

[7]、(ϕn)n≥1
[12]和(y(3)

n )n≥1 的数值精度

n Rn-γ γ-Vn γ-ϕn γ-yn
(3)

10 3.7733×10-4 8.3250×10-4 2.6308×10-4 3.8803×10-4

50 1.6337×10-5 3.3332×10-5 9.3397×10-17 1.0113×10-16

100 4.1252×10-6 8.3332×10-6 3.7982×10-19 3.9528×10-19

1000 4.1625×10-8 8.3333×10-8 3.9378×10-27 3.9535×10-27

  注:n为计算序列的前n项的项数。
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表2 序列(w(2)
8,n)n≥1

[17]、(Y(2)
t2,n)n≥1、(w

(3)
18,n)n≥1

[17]和(Y(3)
t3,n)n≥1 的数值精度

n γ-w(2)
8,n γ-Y(2)

t2,n γ-w(3)
18,n Y(3)

t3,n-γ
10 1.7624×10-11 2.4968×10-11 3.7494×10-12 1.5250×10-12

50 3.0232×10-15 6.5531×10-17 7.9683×10-18 2.5179×10-18

100 4.8185×10-17 2.5618×10-19 3.0920×10-20 9.6608×10-21

1000 4.8498×10-23 2.5625×10-27 3.0854×10-28 9.6030×10-29

  注:n为计算序列的前n项的项数。

3 结 论

  本文研究了收敛于Euler常数γ的序列的收敛速度和逼近不等式问题。通过修改调和数项和引入连分

数项,并选择最优的参数,获得了两类收敛到Euler常数的新序列,进一步证明了这些序列最快的收敛速度

可达到n-8,最后建立了Euler常数的几个逼近不等式。数值计算表明,新建立的逼近序列相较于文献[7,
 

17]中的序列有更快的收敛速度,从而改进了相关结论。所建立的新序列可以快速计算Euler常数以便更好

地研究它的性质;由于Euler常数与特殊函数论中的Gamma函数和Psi有着密切的联系,本文对特殊函数

领域的研究也有重要的意义。
本文主要基于引入只有奇数项的调和序列和包含连分数的对数项两部分建立了改进序列。通过改变调

和数项的形式或将对数项内的连分数改为其他多项式,本文提出的序列可进一步扩展,从而得到收敛速度更

快的收敛到Euler常数的序列。
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