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  摘 要:
 

针对带基数约束凸优化问题,提出了一个基于非线性DC(Difference
 

of
 

two
 

convex
 

functions)逼近函数的

序列凸优化算法,并证明了该算法收敛到DC逼近问题的KKT
 

(Karush-Kuhn-Tucker)点。数值实验结果表明:基于非

线性DC逼近函数的序列凸优化算法能有效找到带基数约束凸优化问题的稀疏解,且得到解的质量优于已有算法。
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Abstract:
  

A
 

successive
 

convex
 

optimization
 

algorithm
 

based
 

on
 

a
 

nonlinear
 

DC
 

(difference
 

of
 

two
 

convex
 

functions)
 

approximation
 

function
 

is
 

proposed
 

for
 

convex
 

optimization
 

problems
 

with
 

cardinality
 

constraints.
 

It
 

is
 

proved
 

that
 

the
 

proposed
 

algorithm
 

converges
 

to
 

the
 

KKT
 

(Karush-Kuhn-Tucker)
 

point
 

of
 

the
 

DC
 

approximation
 

problem.
 

Numerical
 

results
 

show
 

that
 

the
 

successive
 

convex
 

optimization
 

algorithm
 

based
 

on
 

the
 

DC
 

approximation
 

function
 

can
 

effectively
 

find
 

sparse
 

solutions
 

to
 

convex
 

optimization
 

problems
 

with
 

cardinality
 

constraints,
 

and
 

the
 

quality
 

of
 

the
 

obtained
 

solutions
 

is
 

better
 

than
 

that
 

of
 

the
 

existing
 

algorithms.
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0 引 言

  在现实应用的优化模型中,当决策变量要求稀疏时,人们经常会遇到基数约束的情况。本文考虑如下带

基数约束的凸优化问题:
min f(x);
s.t. x∈X,
  ‖x‖0≤K

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (1)



其中:f:Rn→R是可微凸函数;X=x∈Rn gx  ≤0  ;g(x)=(g1(x),…,gm(x))T,gi:Rn→R,i=1,…,
m 都是可微凸函数;‖x‖0是零范数,表示向量x的非零元个数;约束‖x‖0≤K 称为基数约束;K(1≤K
<n)为给定的正整数。带基数约束凸优化问题在投资组合[1]、信号处理[2]、压缩感知[3]以及图像处理[4]等领

域有着广泛的应用。由于基数约束的存在,问题(1)是NP-难的[5],且求解该问题的困难在于基数约束的

组合性质。
近年来,带基数约束凸优化问题引起了学者们的广泛关注。根据基数约束的不同处理方式,求解问题

(1)的方法大致分为混合整数规划方法、凸逼近方法和非凸逼近方法[6]。Bertsimas等[7]引入0-1变量,将
问题(1)等价变换为混合整数规划问题:

min  f(x);
s.t.  x∈X,
    eTy≤K,
    y∈{0,1}n,
    -Myi≤xi≤Myi,i=1,…,n,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

其中:e是各分量均为1的向量;M 是一个足够大的数。求解混合整数规划问题主要使用分支定界算法。尽

管该方法可以求得精确解,然而求解这个模型的连续松弛问题通常产生很弱的下界,只能求解小规模问题。
在凸逼近方法中,Candès等[8]、Bruckstein等[9]将约束中的‖x‖0 松弛为‖x‖1,在一定条件下,通过求解

凸松弛问题来求解带基数约束凸优化问题。虽然‖x‖1 是‖x‖0 在单位球中的最佳凸逼近,但两者等价

条件过于苛刻,在很多情形下无法满足解的稀疏度要求。
使用非凸逼近函数代替‖x‖0 是研究带基数约束凸优化问题的一个有效方法。Mangasarian[10]、Fung

等[11]提出了基于指数近似函数和lp 范数(0<p<1)的逐次线性化算法,该算法在一定条件下能得到正则化

问题的一个稳定点。Le
 

Thi等[12]在DC
 

(Difference
 

of
 

two
 

convex
 

functions)规划框架下提出了基于非凸

逼近函数的DC算法。Zheng等[13]提出了‖x‖0的一个分段线性DC逼近函数和基于该函数的加强割序列

凸逼近算法,并证明了该算法收敛到DC逼近问题的KKT
 

(Karush-Kuhn-Tucker)点。Gotoh等[14]使用最

大k范数证明,基数约束优化问题等价于一类特殊的DC优化问题,并提出了求解该问题的DC算法。Jiang
等[15]针对具有非负变量的基数约束优化问题,提出了基于该问题等价变换形式的序列凸逼近方法,并证明

了该方法收敛于变换问题的KKT点。值得一提的是,带基数约束凸优化问题解的质量与‖x‖0 的非凸逼

近函数的选取有着紧密的联系。
本文针对带基数约束凸优化问题,提出了一个基于非线性DC逼近函数的序列凸优化算法(Successive

 

convex
 

optimization
 

algorithm,
 

SCA)。首先,给出了‖x‖0的一个非线性DC逼近函数,从而得到原问题

的一个非凸逼近问题;其次,通过线性化DC函数凹项的方法构造一系列凸逼近子问题,进而提出求解该问

题的SCA算法,证明了该算法收敛到DC逼近问题的KKT点;最后通过数值实验验证算法的有效性。

1 零范数的DC逼近函数

  本节给出‖x‖0的一个非线性DC逼近函数及问题(1)的DC逼近问题。
定义1 设函数s:R→R,若对任意的t∈R,当t≠0时,s(t)=1,否则s(t)=0,则称函数s(t)为阶梯

函数。
由定义1有

‖x‖0=∑
n

i=1
sxi  。

众所周知,处理‖x‖0的常用方法之一是用一个连续函数ϕθ 逼近不连续的阶梯函数,其中:θ>0是控制逼

近紧密度的参数。
首先,对阶梯函数s(t),提出一个非线性DC逼近函数,即:

ϕθ(t)=min
1
θ|t|+ε  p

,1  ,0<p<1 (2)
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其中:ε是一个很小的正数。特别地,当p=1,ε=0时,ϕθ(t)即为文献[13]中的分段线性DC函数。容易验

证,函数ϕθ(t)具有如下性质:
a)∀θ>0,t∈R,ϕθ(t)≤s(t);
b)对于固定的t∈R,当θ>0时,ϕθ(t)是递减函数;
c)∀t∈R,lim

θ→0+
ϕθ(t)=s(t);

d)∀θ>0,ϕθ(t)是偶函数。

当t=0时,ϕ'θ(0)=
pε(p-1)

θ
。根据文献[12]中的命题6,ϕθ(t)可DC分解为ϕθ(t)=cθ(t)-hθ(t),

其中:

cθ(t)=
pε(p-1)

θ |t|,hθ(t)=
pε(p-1)

θ |t|-min 1
θ|t|+ε  p

,1  ,
且cθ(t)、hθ(t)是关于变量t的凸函数。记

Φθ x  =∑
n

i=1
ϕθ xi  。

显然,Φθ 是一个DC函数。用函数Φθ x  代替‖x‖0,得到问题(1)的如下DC逼近问题:
 

min  f(x);
s.t.  x∈X,
   Φθ x  ≤K

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (3)

记问题(3)的可行域为Dθ,即:Dθ=x∈Rn x∈X,Φθ x  ≤K  。

2 序列凸优化算法

  本节给出求解问题(3)的一个序列凸优化算法及其全局收敛性。首先,记

Cθ x  =∑
n

i=1
cθ xi  ,Hθ x  =∑

n

i=1
hθ xi  ,

则Φθ x  =Cθ x  -Hθ x  ,且Cθ x  和Hθ x  是凸函数。记􀆟Hθ x-  表示凸函数Hθ(x)在x- 处的次梯度

集。设x-∈Dθ,容易验证

􀆟Hθ x-  = ξ1,…,ξn  T ξi∈􀆟hθ x-i  ,i=1,…,n  ,
其中ξi∈􀆟hθ x-i  的表达式为:

ξi=

-pεp-1

θ
, x-i<-θ(1-ε);

-pεp-1

θ
,-pεp-1

θ +p
θ

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 , x-i=-θ(1-ε);

-pεp-1

θ +p
θ -1θx

-
i+ε  p-1

, -θ(1-ε)<x-i<0;

pεp-1

θ -p
θ
1
θx

-
i+ε  p-1

, 0≤x-i<θ(1-ε);

pεp-1

θ -p
θ
,pε

p-1

θ
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 , x-i=θ(1-ε);

pεp-1

θ
, x-i>θ(1-ε)。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

  设ξ∈􀆟Hθ x-  ,则
Hθ(x)≥Hθ x-  +ξTx-x-  ,∀x∈Rn。

根据Φθ x  =Cθ x  -Hθ x  ,从而有

Φθ(x)≤Cθ(x)-Hθ x-  -ξTx-x-  (4)
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利用(4)式,得到问题(3)的凸逼近问题:
min  f(x);
s.t.  x∈X,
   Cθ(x)-Hθ x-  -ξTx-x-  ≤K

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (5)

  注意到

Cθ(x)=∑
n

i=1

pε(p-1)

θ xi

是非光滑函数,因此引入等式zi= xi ,i=1,…,n处理非光滑部分。从而得到问题(3)的如下凸逼近问题:
min  f(x);
s.t.  x∈X,

    Ĉθ(z)-Hθ x-  -ξTx-x-  ≤K,

    -zi≤xi≤zi,i=1,…,n

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(6)

其中:x-∈Dθ,ξ∈􀆟Hθ x-  ,且Ĉθ(z)=∑
n

i=1

pε(p-1)

θ zi。

类似于文献[13]中引理2和引理3的证明方法,可以证得如下引理:
引理1 问题(5)与问题(6)是等价的。
证明 若x*是问题(5)的最优解,令z*

i = x*
i ,i=1,…,n,则 x*,z*  是问题(6)的最优解。反之,

根据问题(6)的约束条件可知,问题(6)的最优解 x*,z*  一定满足z*
i = x*

i ,i=1,…,n。因此,若
x*,z*  是问题(6)的最优解,则x*是问题(5)的最优解。

证毕。
引理2 令x-∈Dθ,若 x-,z-  是问题(6)在x- 处的最优解且z-i= x-i ,i=1,…,n,则x- 是问题(3)的

KKT点。
证明 根据问题(6)的KKT条件可知,存在乘子λ-,η

-,α-,β
-  ≥0使得:

Δ

fx-  +

Δ

gx-  λ--η
-
ξ
-+α--β

- =0 (7)

pεp-1

θ η
-e-α--β

- =0 (8)

λ-Tgx-  =0 (9)

η
- pεp-1

θ eTz--Hθ x-  -K􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=0 (10)

α-i x-i-z-i  =0,β
-
i x-i+z-i  =0,i=1,…,n (11)

  由z-i= x-i ,i=1,…,n以及式(8)和式(11)可知,当x-i>0时,β
-
i=0,α

-
i=

pεp-1

θ η
-;当x-i<0时,α-i=

0,β
-
i=

pεp-1

θ η
-。当x-i=0时,根据式(11)和乘子的非负性,有α-i-β

-
i∈ -pε

p-1

θ η
-,pε

p-1

θ η
-􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 。基于以上分析

可以得到,-η
-
ξ
-+α--β

-∈η
-􀆟Φθ x-  ,其中􀆟Φθ x-  表示函数Φθ x  在点x- 处的Clarke广义梯度集(见文献

[16])。由式(7)有:
0∈

Δ

fx-  +

Δ

gx-  λ-+η
-􀆟Φθ x-  (12)

根据式(9)、式(10)和式(12)可以推出x- 是问题(3)的KKT点。
证毕。
基于凸逼近问题(6),给出求解问题(3)的一个序列凸优化算法。
算法1 序列凸优化算法。
步骤1:取参数θ>0,算法终止参数ε0>0。选取满足x0∈Dθ 的初始点x0,令k 0。
步骤2:计算Hθ x  在xk 处的次梯度ξk。
步骤3:求解当x-=xk 和ξ=ξk 时的凸子问题(6),得到最优解xk+1。
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步骤4:若‖xk+1-xk‖≤ε0,终止算法。
步骤5:令k k+1,转步骤2。
类似于文献[13]中定理2的证明方法,可以证得算法1的如下收敛性结果。
定理1 设xk  为由算法1产生的一个无穷序列,则xk  的任意一个聚点是问题(3)的KKT点。

证明 为便于分析,假设在算法1的步骤2中,当xk
i=θ(1-ε)时,ξk

i=
pεp-1

θ -p
2θ
。

令问题(3)的最优值为V。由xk+1、xk 分别是问题(5)在xk 处的最优解和可行解,可以得到V≤
fxk+1  ≤fxk  ,即 fxk    递减,且lim

k→∞
fxk  =infkfxk  ≥V。

设x*是序列 xk  的一个聚点,则存在子列 x
kj  ⊂ xk  使得x

kj→x*。由xk∈Dθ,有x*∈Dθ 且

fx*  =lim
k→∞

fxk  =infkfxk  。

令z*
i = x*

i ,i=1,…,n。记qxi,x-i,ξi  =hθ x-i  +ξi xi-x-i  ,ξi∈􀆟hθ x-i  ,则问题(6)中的线性

约束可表示为:
 

Cθ(z)-∑
n

i=1
qxi,x-i,ξi  ≤K (13)

  对x*
i ≥0,i=1,…,n,考虑如下几种情形:

a)当x*
i ,x

kj
i ∈[0,θ(1-ε))时,ξ

kj
i =

pεp-1

θ -p
θ
1
θx

kj
i +ε  p-1

,ξ*
i =

pεp-1

θ -p
θ
1
θx

*
i +ε  p-1

,

qxi,x
kj
i ,ξ

kj
i  =pεp-1

θ x
kj
i - 1

θx
kj
i +ε  p

+ pεp-1

θ -p
θ
1
θx

kj
i +ε  p-1  xi-x

kj
i  (14)

  因为次梯度集􀆟Hθ x  是上半连续集映射(见文献[17]性质4.2.3),故当x
kj→x*时,ξ

kj→ξ*∈
􀆟Hθ(x*)。对式(14)取极限可得:

pεp-1

θ x*
i - 1

θx
*
i +ε  p

+ pεp-1

θ -p
θ
1
θx

*
i +ε  p-1  xi-x*

i  =qxi,x*
i ,ξ*

i  。

  b)当x*
i =θ(1-ε)时,

qxi,x*
i ,ξ*

i  =pεp-1(1-ε)-1+ξ*
i xi-θ(1-ε)  ,

其中ξ*
i ∈􀆟hθ x*

i  = pεp-1

θ -p
θ
,pε

p-1

θ
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 。注意到,

qxi,x
kj
i ,ξ

kj
i  =

pεp-1

θ x
kj
i - 1

θx
kj
i +ε  p

+ pεp-1

θ -p
θ
1
θx

kj
i +ε  p-1  xi-x

kj
i  ,0≤x

kj
i <θ(1-ε);

pεp-1(1-ε)-1+ pεp-1

θ -p
2θ  xi-θ(1-ε)  , x

kj
i =θ(1-ε);

pεp-1

θ x
kj
i -1+pεp-1

θ xi-x
kj
i  , x

kj
i >θ(1-ε)。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

因此当x
kj
i →x*

i 时,存在ξ*
i ∈􀆟hθ x*

i  ,使得qxi,x
kj
i ,ξ

kj
i  →qxi,x*

i ,ξ*
i  。

c)当x*
i ,x

kj
i ∈(θ(1-ε),+∞)时,ξ

kj
i =

pεp-1

θ =ξ*
i ∈􀆟hθ x*

i  ,

qxi,x
kj
i ,ξ

kj
i  =pεp-1

θ xi-1=qxi,x*
i ,ξ*

i  。

  同理可证,当x*
i <0,i=1,…,n,j→∞时,qxi,x

kj
i ,ξ

kj
i  =qxi,x*

i ,ξ*
i  成立。

综上所述,由式(13)可以推断出,当j充分大时,对一些ξ*∈􀆟Hθ x*  ,问题(6)在x
kj 和x*处有相同

的可行域。一方面,x
kj+1,z

kj+1  是问题(6)在x
kj 处的最优解,故其也是问题(6)在x*处的最优解;另一方

面,由x*,z*  是问题(6)在x*处的可行解,可以得到fx
kj+1  ≤fx*  。再根据fx*  =infkfxk  ,有

fx
kj+1  =fx*  。因此,x*,z*  是问题(6)在x* 处的最优解,结合引理2,可知x* 是问题(3)的
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KKT点。
证毕。

3 数值实验

  本节通过数值实验验证算法1求解基数约束凸优化问题(1)的有效性。数值实验在MATLAB
 

R2018b
上实现,在PC机(1.80

 

GiHz
 

,16
 

GiB,ADM)上运行。算法1中所有凸二次子问题均由CPLEX中的二次规

划求解器求解,该求解器采用的是凸二次规划障碍内点算法。
测试问题为有限多元化的均值-方差投资组合选择问题[18]:

min  xTQx;

s.t. ∑
n

i=1
μixi≥ρ,∑

n

i=1
xi=1,

   0≤xi≤ui,i=1,…,n,

   ‖x‖0≤K。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

在数值实验中,采用‖x‖0的两个不同逼近函数进行比较,即:
 

a)非线性DC函数:ϕθ(t)=min
1
θ|t|+ε  p

,1  ,0<p<1。
b)分段线性DC函数[13]:ϕθ(t)=min

1
θ|t|

,1  。
测试问题中的参数Q、μi、ρ、ui 由与文献[19-20]类似的方式随机生成,即:矩阵Q 以不同的对称矩阵

产生,系数μi、ρ是服从均匀分布U[0.002,0.1]的随机数,ui 服从U[0.375,0.425]。在数值测试中,算法1
中的初始解x0与恢复问题(1)的可行解x̂,分别采用文献[21]中的启发式1和2求解;基于非线性DC函数

和分段线性DC函数的逼近问题的初始点都是通过求解同一个问题得到的。表1给出了使用非线性DC函

数和分段线性DC函数在序列凸优化算法下,计算10个例子的平均结果,其中:n表示问题的维数,p=0.5,
时间表示求解10个测试问题所需的平均CPU时间,r是10个例子的平均相对改进率,计算公式为:

r= fx0  -f x̂  
max1,fx0    

。

算法终止参数ε0=10-7。分段线性DC函数参数设置参见文献[13]。
从表1的数值结果可以看出,分段线性DC函数所花费的时间均少于非线性DC函数。当K≥10时,非

线性DC函数的相对改进率高于分段线性DC函数,能够得到更好的解。因此,基于非线性DC函数的序列

凸优化算法能有效地找到带基数约束凸优化问题的稀疏解,在解的质量方面具有一定的优势。
表1 基于不同逼近函数解质量的相对改进率

n K θ
非线性DC函数 分段线性DC函数

r/% 时间/s r/% 时间/s
100 5 1.00 1.98 2.27 3.60 0.24

 

100 10 0.90 3.77 3.19 1.01 1.28
100 15 0.80 2.26 4.79 1.52 2.81
100 20 0.70 1.51 30.45 1.20 15.82
200 5 1.00 3.33 2.13 4.13 0.32
200 10 0.90 5.38 5.33 3.88 1.43
200 15 0.80 3.68 5.38 1.60 2.43
200 20 0.70 2.59 18.37 0.80 7.97
300 5 1.00 1.77 3.83 7.16 0.52
300 10 0.90 3.55 7.41 2.04 1.51
300 15 0.80 3.79 9.37 3.14 2.43
300 20 0.70 3.04 24.38 2.07 7.74
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4 结 论

  本文研究了带基数约束凸优化问题,提出了零范数的一个非线性DC逼近函数,给出了基于该非线性

DC逼近函数的序列凸优化算法,并证明了算法的全局收敛性。数值实验表明,提出的序列凸优化算法能有

效地找到问题的稀疏解,在解的质量方面具有一定的优势。本文所提出的方法是求解带基数约束凸优化问

题的局部方法,后续将研究该问题的全局算法。
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