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  摘 要:
 

为了研究平面解析系统在何种坐标变换下单值轨道具有不变性,首先给出平面解析系统的轨线沿固定

方向进入奇点的两个定义,并证明了它们是等价的;其次引入判别轨线沿固定方向进入奇点的一个充要条件,得到

平面解析系统在非正则变换下系统轨道可以具有不同的单值性;最后通过对平面解析系统做正则变换,证明了变换

前后的系统轨线具有相同的单值性。该结果对研究平面解析系统单值轨道的不变性具有参考价值。
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Abstract:
  

In
 

order
 

to
 

study
 

the
 

invariance
 

of
 

monodromic
 

orbits
 

under
 

which
 

coordinate
 

transformation
 

of
 

planar
 

analytic
 

system,
 

firstly,
 

two
 

definitions
 

of
 

orbits
 

of
 

planar
 

analytic
 

system
 

entering
 

singular
 

point
 

along
 

a
 

fixed
 

direction
 

are
 

given,
 

and
 

they
 

are
 

proved
 

to
 

be
 

equivalent.
 

Secondly,
 

a
 

necessary
 

and
 

sufficient
 

condition
 

for
 

discriminating
 

that
 

orbits
 

enter
 

singular
 

point
 

along
 

a
 

fixed
 

direction
 

is
 

introduced,
 

and
 

it
 

is
 

obtained
 

that
 

the
 

orbits
 

for
 

the
 

planar
 

analytic
 

system
 

and
 

the
 

associated
 

system
 

under
 

non-regular
 

coordinate
 

transformation
 

have
 

a
 

different
 

monodromy.
 

Finally,
 

by
 

making
 

a
 

regular
 

coordinate
 

transformation
 

on
 

the
 

planar
 

analytic
 

system,
 

it
 

is
 

proved
 

that
 

the
 

orbits
 

for
 

the
 

planar
 

analytic
 

system
 

and
 

the
 

associated
 

system
 

have
 

the
 

same
 

monodromy.
 

The
 

result
 

can
 

provide
 

a
 

reference
 

for
 

studying
 

the
 

invariance
 

of
 

monodomic
 

orbits
 

of
 

planar
 

analytic
 

system.
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0 引 言

  非线性微分方程出现在应用科学的许多分支中,而中心与焦点的区分问题(简称中心问题或稳定性问



题)是平面微分系统定性理论中尚未完全解决的经典问题之一[1]。
在中心问题中,首先要确定系统的奇点是否为单值的,即在该点的某邻域中是否可以定义Poincar􀆧第

一返回映射[2];然后进一步确定它是中心还是焦点。对平面解析系统而言,如果有轨线进入奇点,那么只能

螺旋形进入或沿固定方向进入[3],当系统没有轨线沿固定方向进入奇点,则该奇点只能是单值奇点。因此人

们可以根据系统有无轨线沿固定方向进入奇点研究单值性问题。
当奇点的线性化矩阵不恒为零时,单值性问题已经完全解决;当线性化矩阵的特征值是一对共轭复数

(本文称这样的奇点为简单奇点)时,单值性问题由Poincar􀆧[4]解决;当线性化矩阵是幂零矩阵(本文称这样

的奇点为幂零奇点)时,单值性问题由Andreev[5]解决;当线性化矩阵恒等于零(本文称这样的奇点为线性零

奇点)时,单值性问题的研究要困难很多,目前学界仍然没有完全解决。目前判别中心和焦点的一种常用方

法是Blow-up技术[6],它通过对这样的系统在线性零奇点附近做一系列变量变换,把奇点变为一个不可定向

曲面上的一条封闭曲线,进而只需研究其上的简单奇点或幂零奇点,再通过反变换得到原系统线性零奇点的

单值性。然而,为确定参数比较多的平面线性零奇点单值性,一方面Blow-up技术过程就会变得十分繁杂;
另一方面,每一次变量变换前后两个系统的单值性有可能发生了改变(见例1)。正因为如此,使用Blow-up
技术研究线性零奇点单值性仅仅取得了部分结果[7-9]。较好的结果是Algaba等[10]给出的一种新算法,这种

算法虽然繁杂,但还是能有效地确定形式比较简单的线性零奇点的单值性。
坐标变换是研究系统奇点单值性的另外一个有力工具,其基本思想是通过坐标变换,将平面解析系统化

简为更简单的形式,特别是可以减少系统中一些不起作用的参数的项,使得变换后的系统在形式上更为简

单,从而能更好地解决问题。例如正规形理论[11]就是一种典型的工具,它通过寻找合适的近恒等变量变换,
在形式上尽可能多地消去一些不影响系统定性结构的参数,简化系统以方便研究[12-15]。针对平面解析系统

奇点单值性的判定,人们自然希望经过坐标变换,不但要把系统变得简单,而且还应保持变换前后两个系统

的对应奇点具有相同的单值性。然而,事实并非如此:连续且可逆的坐标变换(即拓扑变换)或可微但不可逆

的坐标变换(比如Blow-up技术中的变换),都可以把一个非单值奇点变为单值奇点,或反之。
本文研究平面解析系统在不同坐标变换下单值轨道的不变性。首先,用两个实例说明系统在非正则变换

下,变换前后系统的轨道的单值性是不同的;其次,在正则变换下,将变换表达式的非线性部分表示为积分形

式,结合微分定义得到轨线函数的极限存在,从而证明了坐标变换是正则时,能够实现经过坐标变换,使得变换

前与变换后的两个系统的对应奇点具有相同的单值性,这为中心焦点的判别问题提供了一定的理论依据。

1 预备知识

  对于平面解析系统:
dx
dt=X(x,y),

dy
dt=Y(x,y)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1)

设X(0,0)=Y(0,0)=0;且当0<x2+y2<<1时,有X2(x,y)+Y2(x,y)≠0,即点O(0,0)是系统(1)的一

个孤立奇点;又设X(x,y)、Y(x,y)在原点O 的某邻域Sδ(O)内解析。
令

L:x=x(t),y=y(t)
是系统(1)的一条轨线,并设当t→+∞(或t→-∞)时,它趋于奇点O(0,0)。

下面仅研究t→+∞时的情形,否则只需把t换成-t即可。
定义1 令OM(t)是从O 点出发且经过轨线L 上一点M(t)=(x(t),y(t))的一条射线。如果当t→

+∞时射线OM(t)趋于一个确定的极限位置OM*,则称轨线L 以确定的方向θ*趋于奇点O,其中θ*是x-
轴正向与射线OM*的夹角。

定义1中的轨线L 如图1所示。角θ*可以相差2π的整数倍。通常根据需要,限制0≤θ*<2π或-π
≤θ*<π。
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图1  定义1中的轨线L

轨线沿固定方向进入奇点的一个等价定义如下。
定义2 设L 是系统(1)趋于奇点O 的一条轨线。如果对任意的ε>0,L 上对应于充分大的t的点都

位于由射线θ=θ*-ε与θ=θ*+ε界定的并且包含θ=θ*的区域中;即∀ε>0,∃T>0,∀t>T,使得L 上

点M(t)=(x(t),y(t))位于射线θ=θ*-ε与θ=θ*+ε界定的并且包含θ=θ*的区域中,则称轨线L 以确

定的方向θ*趋于奇点O。
定义2中的轨线L 如图2所示。

图2  定义2中的轨线L

定理1 定义1与定义2是等价的。
证明 定义1⇒定义2。
设射线OM(t)与x-轴正向的夹角为θ,因为当t→+∞时射线OM(t)趋于极限位置OM*,且射线

OM*与x-轴正向的夹角为θ*,所以lim
t→+∞

θ(t)=θ*,于是∀ε>0,∃T>0,∀t>T,|θ-θ*|<ε,即θ*-ε<

θ<θ*+ε,从而轨线L 上对于充分大的t的点M(t)位于由射线θ=θ*-ε与θ=θ*+ε界定的并且包含θ=
θ*的区域中,因此轨线L 以确定方向θ*趋于奇点O。

定义2⇒定义1。
设M(t)=(x(t),y(t))是轨线L 上对应于时间t的一点,则连接奇点O 与M(t)的割线的斜率为:

tanθ(t)=y(t)
x(t)

。

  因为lim
t→+∞

θ(t)=θ*存在,这恰好表明,以tanθ*为斜率的射线OM*是割线OM(t)当点M(t)沿轨线趋

于奇点O(即t→+∞)时的极限位置。
证毕。
文献[3]还给出了轨线沿固定方向进入奇点的另外一个等价定义,即定义3。
定义3 设L 是系统(1)的轨线,点A(r,θ)(点M(t)的极坐标表示)是L 上的动点。若当r→0时,有θ

→θ0,则轨线L 叫做沿固定方向θ=θ0进入奇点O(0,0)。
下面给出系统轨线沿固定方向进入奇点的一个判定定理,即引理1。为叙述方便,本文用“正半轨线L+

沿固定方向趋于奇点O”表示“当t→+∞时,轨线L 沿固定方向趋于奇点O”。

引理1 一条正半轨线L+:x=x(t),y=(t),t≥t0沿固定方向θ*趋于奇点O,当且仅当lim
t→+∞

y(t)
x(t)=
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k*存在,其中k*是一个有限数或∞。进一步成立关系式:tanθ*=k*。
证明 先证明必要性。必要性由定义2立即得到。

然后证明充分性。假设lim
t→+∞

y(t)
x(t)=k

*,其中k*是一个有限数或∞。正半轨线L+如图3所示,过奇点

O 作斜率为k*的直线M*
1M*

2,并作过奇点O 且与直线M*
1M*

2 的夹角分别为+ε和-ε的直线A1A2 和

B1B2,其中ε是一个非常小的正数。因为 lim
t→+∞

y(t)
x(t)=k

*,所以当t→+∞时,直线OM(t)趋于直线

M*
1M*

2。于是,正半轨线L+上对应于充分大的t的那一段位于直线A1A2和B1B2之间的区域中。但由轨

线的唯一性,正半轨线L+实际上不“穿过”奇点O,所以正半轨线L+上的这一段或者完全位于区域Ⅰ(射线

OA1与OB1之间)中,或者完全位于区域Ⅱ(射线OA2 与OB2 之间)中。因此,当t→+∞时,射线OM(t)
趋于射线OM*

1 与OM*
2 中之一,且只有一条。

证毕。

图3 系统(1)的正半轨线L+

值得注意的是,只知道数k* k*=lim
t→+∞

y(t)
x(t)  还不足以确定正半轨线L+趋于奇点O 的方向,因为存

在两个方向(实际上是相反的方向)使得tanθ*=k*,其中0≤θ*<2π。
在考虑线性零奇点时,人们经常称“轨线以斜率k*趋于奇点”。这种说法适用于沿方向θ*趋于奇点的

轨线及沿方向π+θ*趋于奇点的轨线,其中0≤θ*<2π,并且tanθ*=k*。
当奇点是简单奇点时,正半轨线L+在奇点O 存在切线,当且仅当正半轨线L+在点M(t)的切线当

t→+∞时有极限位置,并且当存在极限位置时,两者是一样的,即有引理2。
考虑系统:

dx
dt=ax+by+φ(x,y),

dy
dt=cx+dy+ψ(x,y)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(2)

其中:φ(x,y)、ψ(x,y)具有一阶连续偏导数,都称为C1-类函数,(此时,系统(2)是C1-类动力系统),并且它

们以及所有一阶偏导数在原点O 均为零。假设奇点O 是简单奇点,即ad-bc≠0。
引理2 令系统(2)是C1-类动力系统,O 是一个简单奇点,并且x=x(t),y=y(t)是系统(2)趋于O

的一条正半轨线,则lim
t→+∞

dy(t)/dt
dx(t)/dt

有极限(有限或∞)当且仅当lim
t→+∞

y(t)
x(t)

有极限(有限或∞);并且当它们

存在时,极限是相等的,即lim
t→+∞

dy(t)/dt
dx(t)/dt=limt→+∞

y(t)
x(t)

。

证明 因为函数φ(x,y)、ψ(x,y)以及它们的一阶偏导数在原点O 均为零,所以φ(x,y)=ο(ρ),ψ(x,

y)=ο(ρ),其中ρ= x2+y2。
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先证明充分性。假设lim
t→+∞

y(t)
x(t)=k

,k是有限数或∞。首先假设k是一个有限数,因为奇点是孤立的,

所以对充分大的t使得x(t)≠0。于是有:

dy(t)
dx(t)=

dy(t)/dt
dx(t)/dt=

c+dy(t)
x(t)+

ψ(x(t),y(t))
ρ(t)

1+ y(t)
x(t)  2

a+by(t)
x(t)+

φ(x(t),y(t))
ρ(t)

1+ y(t)
x(t)  2

(3)

  因为ad-bc≠0,所以c+dk与a+bk不能同时为零。若a+bk≠0,由式(3)知lim
t→+∞

dy(t)/dt
dx(t)/dt

存在并

且等于c+dk
a+bk

。

如果lim
t→+∞

y(t)
x(t)=∞

,则 lim
t→+∞

x(t)
y(t)=0

。从与前面类似的论证出发得到极限 lim
t→+∞

dx(t)
dt

存在,因此

lim
t→+∞

dy(t)
dt

也存在。于是证明了lim
t→+∞

y(t)
x(t)

存在性隐含lim
t→+∞

dy(t)/dt
dx(t)/dt

的存在性。

然后证明必要性。假设lim
t→+∞

dy(t)/dt
dx(t)/dt=k

,k是有限数或∞。首先假设k是一个有限数,显然dx(t)
dt ≠

0,即对充分大的t,dx
(t)
dt

不能改变符号。于是对充分大的t,x(t)是一个单调函数,所以x=x(t)存在反函

数t=t(x),从而在原点附近的正半轨线L+的函数可以写成y=y(x)。因为对任意的t,x(t)不可能为零,
所以函数y(x)在x=0点没有定义。现延拓定义:取y(0)=0,则

y(t)
x(t)=

y(x)
x =y(x)-y(0)

x-0 =y'(γx),

其中0<γ<1。由此得到:

lim
t→+∞

y(t)
x(t)=limt→∞

y'(γx)=k=lim
t→+∞

dy(t)/dt
dx(t)/dt

。

  如果k=∞,则lim
t→+∞

dy(t)/dt
dx(t)/dt=0

,并且由上面的论证得到lim
t→+∞

x(t)
y(t)=0

,即lim
t→+∞

y(t)
x(t)=∞

。

证毕。
对于系统(1),如果仅满足解的存在唯一性条件,特别地,如果奇点O 不是简单奇点,则引理2的充分性

一般是不成立的。

2 主要结果及其证明

  对于系统(1),为了研究奇点O 是否是单值的,人们采用的一种常用方法是通过做坐标变换化为简单的

系统进行研究。
定义4 设函数组

u=f(x,y),
v=g(x,y) (4)

是定义在xy平面的某个区域B 上,取值在uv平面的区域B
~

上的两个函数,对每一点P(x,y)∈B,由式

(4)有uv平面上唯一的一点Q(u,v)∈B
~

与之对应,称式(4)确定了B 到B
~

的一个映射(变换),记作T。

定义5 如果T 是B 到B
~

的一个一一映射,并且T 和T-1:B
~
→B 都是连续的,则称T 是一个拓扑映

射(同胚)。
定义6 如果T 是一个同胚映射,且T 和T-1 是Cr-光滑的,其中r≥1,则称T 是一个Cr-微分同

胚。如果r=∞,则称T 是一个无穷阶微分同胚;如果r=ω,则称T 是一个解析同胚。进一步,如果T 在某
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给定点P(x,y)∈B 的雅克比行列式非零,则称T 是该点的一个正则变换。
假设在式(4)的坐标变换下,系统(1)变为:

du
dt=U(u,v),

dv
dt=V(u,v)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(5)

可以证明,式(4)的坐标变换把系统(1)的每条轨线x=x(t),y=y(t)变为系统(5)的轨线

u=u(t)=f[x(t),y(t)],
v=v(t)=g[x(t),y(t)]。 

那么,如果(x,y)=(0,0)是系统(1)的奇点,则(u,v)=(0,0)是系统(5)奇点;当t→+∞时,轨线x=x(t),
y=y(t)趋于奇点(x,y)=(0,0),则对应轨线u=u(t),v=v(t)也趋于奇点(u,v)=(0,0)。如果式(4)的
坐标变换是可逆的,则上面的结论反之也成立。

现在研究当t→+∞时,式(4)的坐标变换能否保证系统(1)与系统(5)对应的奇点具有相同的单值性。
文献[16]定理1.5表明:如果式(4)的坐标变换仅是同胚变换,则系统(1)与系统(5)对应的奇点具有不同的

单值性。下面的例子表明:如果式(4)的坐标变换是可微但不可逆的变换,则系统(1)与系统(5)对应的奇点

也具有不同的单值性。
例1 考虑下面的系统:

dx
dt=xy,

dy
dt=y2-x4

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(6)

若取变换x=u,y=uv,并令dτ=u2dt,则系统(6)化为:
du
dτ=v,

dv
dτ=-u

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(7)

对于系统(6)的奇点(x,y)=(0,0),存在当t→+∞时沿固定方向进入该奇点的轨线,即它是非单值的;对于

系统(7)的对应奇点(u,v)=(0,0),不存在当t→+∞时沿固定方向进入该奇点的轨线,即它是单值的(实际

上是一个中心)。系统(6)与系统(7)的相图如图4所示。

图4  系统(6)与系统(7)的相图

定理2是本文的主要结果:如果式(4)的坐标变换是正则变换,则系统(1)和系统(5)的对应奇点具有相

同的单值性。
定理2 设式(4)的坐标变换是正则变换,若系统(1)有轨线沿固定方向进入奇点,则系统(5)也有轨线

沿固定方向进入奇点。反之亦然。
证明 因为式(4)的坐标变换是正则变换,所以它可写成如下形式:

087 浙江理工大学学报(自然科学) 2023年 第49卷



u=a10x+a01y+φ(x,y),

v=b10x+b01y+ψ(x,y) (8)

其中:φ(0,0)=ψ(0,0)=0,φx(0,0)=φy
(0,0)=ψx(0,0)=ψy

(0,0)=0,并且a10b01-a01b10≠0。
先把式(8)等号右边的函数φ(x,y)和ψ(x,y)表示成另一形式。记F(s)=φ(sx,sy),则

φ(x,y)=φ(x,y)-φ(0,0)=F(1)-F(0)=∫
1

0
F'(s)ds。

于是:

φ(x,y)=∫
1

0
dφ(sx,sy)=∫

1

0
[φx(sx,sy)x+φy

(sx,sy)y]ds

=x∫
1

0
φx(sx,sy)ds+y∫

1

0
φy
(sx,sy)ds=xφ1(x,y)+yφ2(x,y),

其中:φ1(x,y)=∫10φx(sx,sy)ds,φ2(x,y)=∫10φy
(sx,sy)ds。因为φx(0,0)=φy

(0,0)=0,所以φ1(0,0)=
∫10φx(0,0)ds=0,φ2(0,0)=∫10φy

(0,0)ds=0,因此,

u=a10x+a01y+xφ1(x,y)+yφ2(x,y)。
同理可证,

v=b10x+b01y+xψ1(x,y)+yψ2(x,y)。
  设系统(1)的轨线x=x(t),y=y(t)当t→+∞时沿固定方向趋于奇点(x,y)=(0,0)。由引理1知,

可设lim
t→+∞

y(t)
x(t)=k

*,其中k*是有限数或∞。对于k*是有限数情形,因为a10b01-a01b10≠0,所以a10+

a01k*与b10+b01k*是不能同时为零的有限数。若a10+a01k*≠0,则系统(5)的对应轨线满足:

lim
t→+∞

v(t)
u(t)=limt→+∞

b10x(t)+b01y(t)+x(t)ψ1[x(t),y(t)]+yψ2[x(t),y(t)]
a10x(t)+a01y(t)+x(t)φ1[x(t),y(t)]+y(t)φ2[x(t),y(t)]

=lim
t→+∞

b10+b01
y(t)
x(t)+ψ1[x(t),y(t)]+

y(t)
x(t)ψ2

[x(t),y(t)]

a10+a01
y(t)
x(t)+φ1[x(t),y(t)]+

y(t)
x(t)φ2

[x(t),y(t)]
=
b10+b01k*

a10+a01k*,

且
b10+b01k*

a10+a01k*是一个有限数。因此,由引理1可得系统(5)的对应轨线u=u(t),v=v(t)当t→+∞沿固定

方向趋于奇点(u,v)=(0,0)。对其他情形可同理证明。
证毕。
作为此结果的一个应用,下面给出两个推论[17]。
给定平面上的线性齐次常系数系统:

dx~
dt =a1x~+b1y~,

dy~
dt =a2x~+b2y~

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(9)

记A=
a1 b1
a2 b2  。

设J为矩阵A 的实Jordan标准形,即存在非奇异实矩阵P,使得P-1AP=J。作非奇异的坐标线性

变换:

x~

y~  =P
x
y  ,

系统(9)化为:
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x·

y·  =J
x
y  (10)

  推论1 如果系统(10)的一条轨线x=x(t),y=y(t)当t→+∞(或t→-∞)时沿一个确定的方向趋

于坐标原点,则系统(9)的对应轨线x~=x~(t),y~=y~(t)也是如此;反之亦然。
推论2 如果系统(10)的一条轨线绕坐标原点无限盘旋,且当t→+∞(或t→-∞)时趋于坐标原点,则

系统(9)也是如此;反之亦然。

3 结 语

  本文研究了平面解析系统的单值轨道的不变性问题。若系统是解析的但坐标变换是拓扑的或是(非可

逆)可微的,则这样的坐标变换不能保证变换前后的系统有相同的单值性。本文证明:如果坐标变换是正则

的,则能保证变换前后系统有相同的单值性。正规型理论中所做的近恒等变换显然是正则变换,因此任何解

析系统与它的正规型具有相同的单值性。这个结果在平面解析系统经典的中心问题的研究中具有重要的理

论意义与应用价值。因为一方面,在研究中心问题前,需要先解决奇点的单值性问题;另一方面,研究奇点的

单值性问题,可以利用正规型理论把系统中那些不重要的项通过近恒等坐标变换消去,从而得到形式更简单

的系统以易于研究。尤其对含线性零奇点的系统,有例子表明,通过Blow-up技术是难以实现的,尽管任何

解析系统可以通过做有限次的可微但不可逆的Blow-up变换,把线性零奇点化为一般是不可定向曲面上的

一条封闭曲线,并且可进一步通过时间尺度变换化为有限个简单奇点去研究。
由于可逆的可微坐标变换一般未必是正则变换,对于这种变换能否保证变换前后系统有相同的单值性

仍有待继续研究。另外,如果系统不是解析的,何种坐标变换能保证变换前后系统有相同的单值性也是一个

有待研究的问题。
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