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  摘 要:
 

为丰富Hopf代数的构造方法以及获得更多Hopf代数实例,引入一般的Hopf(右)双Ore扩张,刻画该

扩张的Hopf代数结构。通过余结合性、余单位性和次数的对比,得到Hopf(右)双Ore扩张余乘应具有的3种形式;
利用对极是反代数同态,获得Hopf(右)双Ore扩张对极的形式。结果表明:Hopf(右)双Ore扩张中添加的变量在

余乘与对极作用下均不包含二元多项式,具有较为简洁的形式。该结果可为后续Hopf代数构造提供帮助。
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Abstract:
  

In
 

order
 

to
 

enrich
 

construction
 

methods
 

for
 

Hopf
 

algebras
 

and
 

obtain
 

more
 

examples
 

of
 

Hopf
 

algebras,
 

the
 

general
 

Hopf
 

(right)
 

double
 

Ore
 

extension
 

is
 

proposed.
 

We
 

aim
 

to
 

describe
 

the
 

Hopf
 

structure
 

of
 

this
 

kind
 

of
 

extensions.
 

We
 

show
 

that
 

there
 

are
 

three
 

cases
 

of
 

the
 

comultiplications
 

of
 

Hopf
 

(right)
 

double
 

Ore
 

extensions
 

by
 

coassociativity,
 

counit
 

and
 

an
 

argument
 

of
 

degrees.
 

Using
 

the
 

fact
 

that
 

any
 

antipode
 

is
 

an
 

anti-algebra
 

homomorphism,
 

we
 

obtain
 

the
 

form
 

of
 

the
 

antipodes
 

of
 

Hopf
 

(right)
 

double
 

Ore
 

extensions.
 

The
 

results
 

show
 

that
 

comultiplication
 

and
 

antipode
 

acting
 

on
 

two
 

new
 

indeterminates
 

of
 

(right)
 

double
 

Ore
 

extensions
 

have
 

concise
 

forms
 

which
 

do
 

not
 

involve
 

polynomials
 

in
 

two
 

variables.
 

The
 

result
 

is
 

helpful
 

for
 

construction
 

of
 

Hopf
 

algebras.
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0  引 言

  Hopf代数是代数学的重要研究分支,在代数拓扑、量子群以及量子物理等方面有着重要应用,例如

Hopf代数可以刻画几何对象和物理系统等的量子对称性,并提供丰富的结构信息帮助深入理解研究对象。
研究一些代数上的Hopf代数结构是Hopf代数研究领域中的一个重要内容,构造和分类Hopf代数是研究

Hopf代数的核心课题。
借鉴结合代数的研究方法是研究Hopf代数结构的一种常用途径。对于结合代数,Ore扩张[1]是一类

常用的代数构造方法。具体地,代数R 的Ore扩张,在一元多项式构成的线性空间R[x]上存在一种代数结



构,其乘法满足xr=σ(r)x+δ(r),其中:r∈R;σ是R 的代数自同态;δ是σ-导子,即对任意a,b∈R,有
δ(ab)=σ(a)δ(b)+δ(a)b。通常记Ore扩张为R[x;σ,δ]。基于该扩张,Panov[2]提出了一个问题:当R 是

Hopf代数时,Ore扩张R[x;σ,δ]何时具有Hopf代数结构,且R 是它的Hopf子代数? 同时,称满足问题

中要求的Hopf代数R[x;σ,δ]是R 的Hopf
 

Ore扩张。Panov[2]在余乘满足Δ(x)=a1􀱋x+x􀱋a2,a1,a2
∈R 的条件下,给出了Hopf

 

Ore扩张存在的充要条件。
然而,有具体实例表明Hopf

 

Ore扩张的余乘并不总是满足上述假设。因此,找出Hopf
 

Ore扩张的运

算形式是研究该类扩张的基础。Brown等[3]证明:若R[x;σ,δ]是R 的Hopf
 

Ore扩张且R􀱋R 是整环,则
余乘和对极满足Δ(x)=s(1􀱋x)+t(x􀱋1)+v(x􀱋x)+w,S(x)=αx+β,其中:s,t,v,w∈R􀱋R,α,β∈
R。在此基础上,Huang[4]在附加R 是诺特的条件下证明:经适当变量替换后,余乘可简化为Δ(x)=s􀱋x+
x􀱋1+w,其中:w∈R􀱋R,s是R 的群像元。

Zhuang[5]率先系统研究了Gelfand-Kirillov维数有限的连通仿射Hopf代数。随着研究的深入,研究者

们发现,Hopf
 

Ore扩张在连通Hopf代数的研究,特别是在分类工作中起着十分重要的作用[6-8]。Zhou等[9]

证明:设k是特征为0的域,如果H 是k上Gelfand-Kirillov维数有限的连通分次Hopf代数,那么H 是k
的累次Hopf

 

Ore扩张。因此寻找更多的Hopf代数构造方法对深入理解Hopf代数具有重要意义。
作为Ore扩张的推广,Zhang等[10]提出了一种同时添加两个变量的代数构造方法,被称为(右)双Ore

扩张。一般(右)双Ore扩张相较于两次Ore扩张能够获得更多的代数类[11-12]。于是,自然地对应Hopf
 

Ore
扩张,引入Hopf(右)双Ore扩张,有助于获得更多的Hopf代数。特别地,当Hopf代数R 添加变量y1 和

y2的Hopf右双Ore扩张的余乘满足以下条件:
Δ(y1)=y1􀱋1+a1􀱋y1,

 

Δ(y2)=y2􀱋1+a2􀱋y2,
其中a1,a2∈R,李启宁[13]给出了这种情况下Hopf右双Ore扩张成立的必要条件,并讨论了连通性、环结构

等基本性质。
然而,对于一般的Hopf(右)双Ore扩张,余乘应具有更丰富和复杂的选取可能性。Wang等[14]提到如

果能够深入理解Hopf(右)双Ore扩张理论,有助于对特征为0的域上Gelfand-Kirillov维数为3的仿射非

PI点态Hopf整环进行完全分类。因此,给出Hopf(右)双Ore扩张的运算形式,对该类扩张的应用具有帮

助。本文利用Hopf代数的余代数和对极性质,给出Hopf(右)双Ore扩张余乘和对极满足的具体条件。
本文约定:k表示域,本文中所有的代数和Hopf代数都表示为域k上的,R 和T 表示不同的代数,张量

􀱋表示􀱋k;Δ表示Hopf代数的余乘,ε表示Hopf代数的余单位,S表示Hopf代数的对极,其他Hopf代数

相关的符号和术语可参考文献[15]。

1 预备知识

  定义1[10] 设T 是由代数R 和两个变量y1和y2生成的代数,并满足条件:

a)变量{y1,y2}满足关系:

y2y1=p12y1y2+p11y21+τ1y1+τ2y2+τ0 (1)
其中:{p12,p11}⊆k,{τ1,τ2,τ0}⊆R;

b)T= ∑
i,j≥0

Ryi
1yj
2是以{yi

1yj
2|i≥0,j≥0}为基的自由左R-模;

c)y1R+y2R⊆Ry1+Ry2+R,
则称T 是R 的右双Ore扩张。

设T 是R 的右双Ore扩张,则条件c)等价于存在两个线性映射:

σ=
σ11 σ12
σ21 σ22  :R→M2×2(R),δ=

δ1
δ2  :R→M2×1(R),

使得

yur=σu1(r)y1+σu2(r)y2+δu(r) (2)
其中:r∈R,u=1,2,M2×2(R)和M2×1(R)分别表示R 上所有2行2列和所有2行1列矩阵构成的集合。
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由条件b),σ是代数同态,δ是σ-导子,即对任意r,s∈R,有:
δ(rs)=σ(r)δ(s)+δ(r)s。

于是,通常记右双Ore扩张T=RP[y1,y2;σ,δ,τ],其中:P={p12,p11},τ={τ1,τ2,τ0}。
定义2[10] 设T 是由代数R 和两个变量y1和y2生成的代数,并满足条件:
a)变量{y1,y2}满足关系:

y1y2=p'12y2y1+p'11y21+y1τ'1+y2τ'2+τ'0,
其中:{p'12,p'11}⊆k,{τ'1,τ'2,τ'0}⊆R;

b)T= ∑
n1,n2≥0

y
n1
2y

n2
1R 是以{y

n1
2y

n2
1|n1≥0,n2≥0}为基的自由右R-模;

c)Ry1+Ry2⊆y1R+y2R+R,
则称T 是R 的左双Ore扩张。

定义3[10] 如果代数T 既是代数R 的右双Ore扩张,又是R 的左双Ore扩张,且这两种扩张中变量集

{y1,y2}相同,则称T 是R 的双Ore扩张。
定义4[10] 设σ:R→M2×2(R)是代数同态,如果存在代数同态:

ϕ=
ϕ11 ϕ12
ϕ21 ϕ22  :R→M2×2(R),

使得
 

ϕ11 ϕ12
ϕ21 ϕ22  ·σ11 σ21

σ12 σ22  =σ11 σ21
σ12 σ22  ·ϕ11 ϕ12

ϕ21 ϕ22  =IdR 0
0 IdR  ,

其中:IdR 是R 上的恒等变换,则称σ是可逆的。
定义5 如果集合Z×Z上存在一个偏序,满足:(s,t)<(s',t'),当且仅当s+t<s'+t',或s+t=s'+t'

且t<t',则称该偏序为集合Z×Z上的分次反字典序,其中Z表示整数集。
设T=RP[y1,y2;σ,δ,τ]是代数R 的右双Ore扩张。规定对任意a∈R 有deg(a)=0,而deg(y1)=

deg(y2)=1。因为T 中元素都可表示成代数R 上由变量y1 和y2 构成的二元多项式,所以规定T 中零多

项式的次数为-∞;任一非零单项式的次数为deg(ayi
1yj
2)=i+j,其中:a为R 中非零元,i和j为非负整

数;T 中任一非零元素∑aijy
i
1yj
2的次数为:

deg(∑aijy
i
1yj
2)=max{deg(aijy

i
1yj
2)}。

  对张量积T􀱋T 中的元素∑
i
fi􀱋gi,规定:

deg1(∑
i
fi􀱋gi)=maxi

{deg(fi)},
 

deg2(∑
i
fi􀱋gi)=maxi

{deg(gi)}。

类似地,可在T􀱋T􀱋T 上分别定义degi,i=1,2,3。
定义6 设R 是Hopf代数,T=RP[y1,y2;σ,δ,τ]是代数R 的右双Ore扩张。如果T 是Hopf代数,

R 是T 的Hopf子代数,则称T 是R 的Hopf右双Ore扩张。
类似地可以定义Hopf左双Ore扩张和Hopf双Ore扩张。本文主要讨论Hopf右双Ore扩张的情形,

Hopf左双Ore扩张和Hopf双Ore扩张的相关结果可类似得到。

2 Hopf右双Ore扩张的余乘

  引理1 设T=RP[y1,y2;σ,δ,τ]是代数R 的右双Ore扩张。若R 是整环,p12≠0且σ可逆,则对于

任意f,g∈T 有deg(fg)=deg(f)+deg(g)成立。
证明 只需说明当f和g分别为T 的单项式时结论成立即可。当f 和g 中至少有一个为零,则结论

显然成立。下设f和g都不为零且s、t、s'、t'、i、j、i'、j'是任意非负整数。
首先,证明deg(ys

1yt
2ys'
1yt'

2)=s+t+s'+t'。
对任意非负整数s和t,由式(1)y2y1=p12y1y2+p11y21+τ1y1+τ2y2+τ0可计算得:
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yt
2ys
1=pst

12ys
1yt
2+∑

t-1

l=0
αlys+t-l

1 yl
2+h,

其中:αl∈k,h∈T 且degh<s+t。由于p12≠0,从而deg(yt
2ys
1)=s+t,所以有:

deg(ys
1yt
2ys'
1yt'

2)=s+t+s'+t' (3)

  其次,证明deg(yn
ua)=n,其中u=1,2。

对任意非零元a∈R,由σ可逆,可得式(2)中的σu1(a)和σu2(a)至少有一项非零。所以有deg(yua)

=1。假设对任意正整数j,有deg(yj
ua)=j,即:

yj
ua=as0t0y

s0
1y

t0
2 + ∑

(s,t)<(s0,t0)
astys

1yt
2,

其中:s0和t0是非负整数满足s0+t0=j,as0t0
,ast∈k,且as0t0

≠0。于是

yj+1
u a=yuas0t0y

s0
1y

t0
2 + ∑

(s,t)<(s0,t0)
yuastys

1yt
2=σu1(as0t0

)y
s0+1
1 y

t0
2 +σu2(as0t0

)y2y
s0
1y

t0
2 +δu(as0t0

)y
s0
1y

t0
2 +

∑
(s,t)<(s0,t0)

σu1(ast)ys+1
1 yt

2+ ∑
(s,t)<(s0,t0)

σu2(ast)y2ys
1yt
2+ ∑

(s,t)<(s0,t0)
δu(ast)ys

1yt
2。

由式(3)知deg(yj+1
u a)≤j+1。又因为σ可逆,所以σu1(as0t0

)和σu2(as0t0
)中至少有一个非零。结合式(3)

可得,deg(yj+1
u a)=j+1。所以,对任意非负整数n,有

deg(yn
ua)=n (4)

  综上所述,当f和g分别为T 的单项式时,对任意非零元a,a'∈R 有

deg(fg)=deg((ayi
1yj
2)(a'yi'

1yj'
2))=i+j+i'+j'=deg(ayi

1yj
2)+deg(a'yi'

1yj'
2)=deg(f)+deg(g)。由

此完成证明。
本文以下部分总是假设R 是Hopf代数。设T=RP[y1,y2;σ,δ,τ]是R 的Hopf右双Ore扩张。记T

上的余乘为:

Δ(yu)= ∑
i,j,s,t≥0

w(u)
ijsty

i
1yj
2􀱋ys

1yt
2 (5)

其中:w(u)
ijst∈R􀱋R,u=1,2,i,j,s,t≥0。对任意u=1,2,记:

Bu={(i,j)|w(u)
ijst ≠0},

 

Cu={(s,t)|w(u)
ijst ≠0}。

设(iu,ju)和(su,tu)分别是集合Bu 和Cu 中在分次反字典序下的最大元。于是,
deg1(Δ(yu))=iu+ju,deg2(Δ(yu))=su+tu (6)

  由Hopf代数的余单位性

yu=(ε􀱋id)Δ(yu)=(id􀱋ε)Δ(yu),
可得:(1,0)∈B1,(1,0)∈C1,(0,1)∈B2,(0,1)∈C2。

引理2 设T=RP[y1,y2;σ,δ,τ]是R 的Hopf右双Ore扩张,其中p12≠0且σ可逆。若R 是整环,
则对任意非负整数p和q有:

deg1(Δ(yp
1yq

2))=p(i1+j1)+q(i2+j2),
 

deg2(Δ(yp
1yq

2))=p(s1+t1)+q(s2+t2)。
  证明 由于余乘是代数同态,所以:

Δ(yp
1yq

2)=Δ(y1)pΔ(y2)q=(∑
i,j,s,t≥0

w(1)
ijsty

i
1yj
2􀱋ys

1yt
2)p(∑

i,j,s,t≥0
w(2)

ijsty
i
1yj
2􀱋ys

1yt
2)q。

因为R 是整环,所以由式(6)和引理1可得结论成立。
定理1 设T=RP[y1,y2;σ,δ,τ]是R 的Hopf右双Ore扩张,其中p12≠0且σ可逆。若R􀱋R 是整

环,则余乘有以下3种情形:
情形1:

Δ(y1)=w(1)
0101(y2􀱋y2)+w(1)

0110(y2􀱋y1)+w(1)
0100(y2􀱋1)+w(1)

1001(y1􀱋y2)+
w(1)
1010(y1􀱋y1)+w(1)

1000(y1􀱋1)+w(1)
0001(1􀱋y2)+w(1)

0010(1􀱋y1)+w(1)
0000(1􀱋1),

Δ(y2)=w(2)
0101(y2􀱋y2)+w(2)

0110(y2􀱋y1)+w(2)
0100(y2􀱋1)+w(2)

1001(y1􀱋y2)+w(2)
1010(y1􀱋y1)+

w(2)
1000(y1􀱋1)+w(2)

0001(1􀱋y2)+w(2)
0010(1􀱋y1)+w(2)

0000(1􀱋1)。
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  情形2:
Δ(y1)=w(1)

1010(y1􀱋y1)+w(1)
1000(y1􀱋1)+w(1)

0010(1􀱋y1)+w(1)
0000(1􀱋1),

Δ(y2)=∑
i2

i=0
w(2)

i001(yi
1􀱋y2)+∑

i2

i=0
∑
s2

s=0
w(2)

i0s0(yi
1􀱋ys

1)+

∑
s2

s=0
w(2)
01s0(y2􀱋ys

1)+w(2)
0101(y2􀱋y2),

其中:i2≥2或s2≥2。
情形3:

Δ(y1)=∑
t1

t=0
∑
j1

j=0
w(1)
0j0t
(yj
2􀱋yt

2)+∑
t1

t=0
w(1)
100t(y1􀱋yt

2)+∑
j1

j=0
w(1)
0j10
(yj
2􀱋y1)+w(1)

1010(y1􀱋y1),

Δ(y2)=w(2)
0101(y2􀱋y2)+w(2)

0100(y2􀱋1)+w(2)
0001(1􀱋y2)+w(2)

0000(1􀱋1),
其中:j1≥2或t1≥2。

证明 任取u∈{1,2},从式(5)出发可得:

(Δ􀱋1)Δ(yu)= ∑
i,j,s,t≥0

((Δ􀱋1)(w(u)
ijst
))(Δ(yi

1yj
2)􀱋ys

1yt
2) (7)

因为R􀱋R 是整环,所以:
deg3((Δ􀱋1)Δ(yu))=su+tu (8)

  另一方面有:

(1􀱋Δ)Δ(yu)= ∑
i,j,s,t≥0

((1􀱋Δ)(w(u)
ijst
))(yi

1yj
2􀱋Δ(ys

1yt
2)) (9)

  第一步,确定B1、B2和C1、C2元素构成范围。
对任意(s,t)∈Cu,由引理2知,deg2(Δ(ys

1yt
2))=s(s1+t1)+t(s2+t2)。因为存在某个w(u)

ijst≠0,所以

有s(s1+t1)+t(s2+t2)≤deg3((1􀱋Δ)Δ(yu))。由余乘的余结合性和式(8),有:
s(s1+t1)+t(s2+t2)≤su+tu (10)

  取(s,t)为(su,tu),由式(10)可得su(s1+t1-1)+tu(s2+t2-1)≤0,其中:s1、t1、s2、t2 为非负整数,且
s1+t1≥1,s2+t2≥1。因此式(10)中等号成立,进一步有su(s1+t1-1)=tu(s2+t2-1)=0。然后分成如

下3种情形,讨论C1和C2中的元素组成。
a)当s1+t1=1,s2+t2=1时,
对(s,t)∈C1或C2,均可由式(10)得s+t≤1,得:

{(1,0)}⊆C1⊆{(0,0),(1,0),(0,1)},
 

{(0,1)}⊆C2⊆{(0,0),(1,0),(0,1)}。
  b)当s1+t1=1,s2+t2≠1时,由tu(s2+t2-1)=0,则有:s1=1,t1=0,s2≥2,t2=0。

设(s,t)∈C1,因为(1,0)是C1中的最大元,所以得{(1,0)}⊆C1⊆{(0,0),(1,0)}。
设(s,t)∈C2,由式(10)得s+(t-1)s2≤0,得:

{(0,1),(s2,0)}⊆C2⊆{(s,0)|s≤s2}∪{(0,1)}。
  c)当s1+t1≠1,s2+t2=1时,由su(s1+t1-1)=0,则有:s1=0,t1≥2,s2=0,t2=1。

设(s,t)∈C1,由式(10)得(s-1)t1+t≤0。因此,
{(1,0),(0,t1)}⊆C1⊆{(0,t)|t≤t1}∪{(1,0)}。

  设(s,t)∈C2,由式(10)得st1+t≤1。从而{(0,1)}⊆C2⊆{(0,0),(0,1)}。
同理,利用deg1((1􀱋Δ)Δ(yu))=deg1((Δ􀱋1)Δ(yu)),讨论B1和B2中的元素构成。
d)当i1+j1=1,i2+j2=1时,有:

{(1,0)}⊆B1⊆{(0,0),(1,0),(0,1)},
 

{(0,1)}⊆B2⊆{(0,0),(1,0),(0,1)}。
  e)当i1=1,j1=0,i2≥2,j2=0时,有:

{(1,0)}⊆B1⊆{(0,0),(1,0)},
 

{(i2,0),(0,1)}⊆B2⊆{(i,0)|i≤i2}∪{(0,1)}。
  f)当i1=0,j1≥2,i2=0,j2=1时,有:
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{(0,j1),(1,0)}⊆B1⊆{(0,j)|j≤j1}∪{(1,0)},
 

{(0,1)}⊆B2⊆{(0,0),(0,1)}。
  第二步,由以上的结果得B1、B2和C1、C2共有9种组合。通过对每种组合进行更细致地讨论,给出余

乘形式。
再次利用式(7)和式(9)得:

deg2((Δ􀱋1)Δ(yu))=max(i,j)∈Bu

{i(s1+t1)+j(s2+t2)},

deg2((1􀱋Δ)Δ(yu))=max(s,t)∈Cu

{s(i1+j1)+t(i2+j2)}。

由余结合性得,对于任意u=1,2有:
max
(i,j)∈Bu

{i(s1+t1)+j(s2+t2)}=max(s,t)∈Cu

{s(i1+j1)+t(i2+j2)} (11)

  对a)和d)组合:当i1+j1=i2+j2=s1+t1=s2+t2=1时,易得:
max
(s,t)∈C1

{s+t}=max(i,j)∈B1
{i+j}=1和 max

(s,t)∈C2
{s+t}=max(i,j)∈B2

{i+j}=1。

因此式(11)总是成立。从而余乘形式为:

Δ(y1)=w(1)
0101(y2􀱋y2)+w(1)

0110(y2􀱋y1)+w(1)
0100(y2􀱋1)+

w(1)
1001(y1􀱋y2)+w(1)

1010(y1􀱋y1)+w(1)
1000(y1􀱋1)+

w(1)
0001(1􀱋y2)+w(1)

0010(1􀱋y1)+w(1)
0000(1􀱋1),

Δ(y2)=w(2)
0101(y2􀱋y2)+w(2)

0110(y2􀱋y1)+w(2)
0100(y2􀱋1)+

w(2)
1001(y1􀱋y2)+w(2)

1010(y1􀱋y1)+w(2)
1000(y1􀱋1)+

w(2)
0001(1􀱋y2)+w(2)

0010(1􀱋y1)+w(2)
0000(1􀱋1)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(12)

  对于a)和e)组合,当i1=1,j1=0,i2≥2,j2=0,s1+t1=1,s2+t2=1时,由式(11)得:
max
(s,t)∈C1

{s+ti2}=max(i,j)∈B1
{i+j}=1,

 

max
(s,t)∈C2

{s+ti2}=max(i,j)∈B2
{i+j}=i2。

于是有{(1,0)}⊆C1⊆{(0,0),(1,0)}和{(0,1)}⊆C2⊆{(0,0),(1,0),(0,1)},从而余乘形式为:

Δ(y1)=w(1)
1010(y1􀱋y1)+w(1)

1000(y1􀱋1)+w(1)
0010(1􀱋y1)+w(1)

0000(1􀱋1),

Δ(y2)=∑
i2

i=0
w(2)

i001(yi
1􀱋y2)+∑

i2

i=0
w(2)

i010(yi
1􀱋y1)+∑

i2

i=0
w(2)

i000(yi
1􀱋1)

+w(2)
0101(y2􀱋y2)+w(2)

0110(y2􀱋y1)+w(2)
0100(y2􀱋1)

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(13)

  对a)和f)组合:当i1=0,j1≥2,i2=0,j2=1,s1+t1=1,s2+t2=1时,由式(11)得:
max
(s,t)∈C1

{sj1+t}=max(i,j)∈B1
{i+j}=j1,

 

max
(s,t)∈C2

{sj1+t}=max(i,j)∈B2
{i+j}=1。

于是有{(1,0)}⊆C1⊆{(0,0),(1,0),(0,1)}和{(0,1)}⊆C2⊆{(0,0),(0,1)},从而余乘形式为:

Δ(y1)=∑
j1

j=0
w(1)
0j01
(yj
2􀱋y2)+∑

j2

j=0
w(1)
0j10
(yj
2􀱋y1)+∑

j2

j=0
w(1)
0j00
(yj
2􀱋1)+

    w(1)
1001(y1􀱋y2)+w(1)

1010(y1􀱋y1)+w(1)
1000(y1􀱋1),

Δ(y2)=w(2)
0101(y2􀱋y2)+w(2)

0100(y2􀱋1)+w(2)
0010(1􀱋y2)+w(2)

0000(1􀱋1)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(14)

  对b)和d)组合:当i1+j1=1,i2+j2=1,s1=1,t1=0,s2≥2,t2=0时,由式(11)得:
max
(i,j)∈B1

{i+js2}=max(s,t)∈C1
{s+t}=1,

 

max
(i,j)∈B2

{i+js2}=max(s,t)∈C2
{s+t}=s2。

  于是有{(1,0)}⊆B1⊆{(0,0),(1,0)}和{(0,1)}⊆B2⊆{(0,0),(0,1),(1,0)},从而余乘形式为:

Δ(y1)=w(1)
1010(y1􀱋y1)+w(1)

1000(y1􀱋1)+w(1)
0010(1􀱋y1)+w(1)

0000(1􀱋1),

Δ(y2)=∑
s2

s=0
w(2)
01s0(y􀱋y

s
1)+∑

s2

s=0
w(2)
10s0(y1􀱋ys

1)+∑
s2

s=0
w(2)
00s0(1􀱋ys

1)+

w(2)
0101(y2􀱋y2)+w(2)

1001(y1􀱋y2)+w(2)
0001(1􀱋y2)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(15)

  对b)和e)组合:当i1=1,j1=0,i2≥2,j2=0,s1=1,t1=0,s2≥2,t2=0时,得:
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max
(i,j)∈B1

{i+js2}=max(s,t)∈C1
{s+ti2}=1,

 

max
(i,j)∈B2

{i+js2}=max(s,t)∈C2
{s+ti2}=max{i2,s2}。

即式(11)总是成立。从而余乘形式为:

Δ(y1)=w(1)
1010(y1􀱋y1)+w(1)

1000(y1􀱋1)+w(1)
0010(1􀱋y1)+w(1)

0000(1􀱋1),

Δ(y2)=∑
i2

i=0
w(2)

i001(yi
1􀱋y2)+∑

i2

i=0
∑
s2

s=0
w(2)

i0s0(yi
1􀱋ys

1)+∑
s2

s=0
w(2)
01s0(y2􀱋ys

1)+w(2)
0101(y2􀱋y2)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (16)

  对b)和f)组合:当i1=0,j1≥2,i2=0,j2=1,s1=1,t1=0,s2≥2,t2=0时,代入式(11)得:
max
(i,j)∈B1

{i+js2}=s2j1≠j1=max(s,t)∈C1
{sj1+t},

 

max
(i,j)∈B2

{i+js2}=s2≠s2j1=max
(s,t)∈C2

{sj1+t},

所以该组合不存在。
对c)和d)组合:当i1+j1=1,i2+j2=1,s1=0,t1≥2,s2=0,t2=1时,由式(11)得

max
(i,j)∈B1

{it1+j}=max(s,t)∈C1
{s+t}=t1,

 

max
(i,j)∈B2

{it1+j}=max(s,t)∈C2
{s+t}=1。

于是有{(1,0)}⊆B1⊆{(0,0),(0,1),(1,0)},{(0,1)}⊆B2⊆{(0,0),(0,1)},从而余乘形式为:

Δ(y1)=∑
t1

t=0
w(1)
010t(y2􀱋yt

2)+∑
t1

t=0
w(1)
100t(y1􀱋yt

2)+∑
t1

t=0
w(1)
000t(1􀱋yt

2)+

w(1)
0110(y2􀱋y1)+w(1)

1010(y1􀱋y1)+w(1)
0010(1􀱋y1),

Δ(y2)=w(2)
0101(y2􀱋y2)+w(2)

0100(y2􀱋1)+w(1)
0001(1􀱋y2)+w(1)

0000(1􀱋1)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(17)

  对c)和e)组合:与b)和f)的组合类似,此时式(11)不成立,不构成Hopf代数。
对c)和f)组合:当i1=0,j1≥2,i2=0,j2=1,s1=0,t1≥2,s2=0,t2=1时,代入(11)式成立。从而余乘

形式为:

Δ(y1)=∑
t1

t=0
∑
j1

j=0
w(1)
0j0t
(yj
2􀱋yt

2)+∑
t1

t=0
w(1)
100t(y1􀱋yt

2)+∑
j1

j=0
w(1)
0j10
(yj
2􀱋y1)+w(1)

1010(y1􀱋y1),

Δ(y2)=w(2)
0101(y2􀱋y2)+w(2)

0100(y2􀱋1)+w(2)
0001(1􀱋y2)+w(2)

0000(1􀱋1)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (18)

  综上所述式(12)为情形1,式(13),式(15)和式(16)组合得情形2,式(14),式(17)和式(18)组合得情

形3。
注1 Zhang等[10]证明:当T=RP[y1,y2;σ,δ,τ]是R 的双Ore扩张时,则p12≠0且σ可逆。因此,

Hopf整环的Hopf双Ore扩张一定具有定理1的余乘形式。

3 Hopf右双Ore扩张的对极

  引理3 设T 是Hopf代数R 的Hopf右双Ore扩张。若对极S是T 上的双射,则T 是代数R 关于变

量S(y1)和S(y2)的Hopf左双Ore扩张。
证明 因为T= ∑

i,j≥0
Ry1iyj

2且对极S是T 上的双射,所以T= ∑
i,j≥0

S(y2)jS(y1)iR,即T 由R,S(y1)

和S(y2)生成。
若 ∑

i,j≥0
S(y2)jS(y1)irji=0,则 ∑i,j≥0S

-1(rji
)y1iy2j=0。由右双Ore扩张的条件b)得,rji=0。因此T

是以{S(y2)jS(y1)i|j≥0,i≥0}为基的自由右R-模。
由式(1)得:

S(y1)S(y2)=p12S(y2)S(y1)+p11S(y1)2+S(y1)S(τ1)+S(y2)S(τ2)+S(τ0)。
  对任意r∈R 以及u=1,2,由式(2)得:

rS(yu)=S(yuS-1(r))=S(σu1S-1(r)y1+σu2S-1(r)y2+δuS-1(r))

=S(y1)Sσu1S-1(r)+S(y2)Sσu2S-1(r)+SδuS-1(r) (19)
  由式(19)得:

RS(y1)+RS(y2)⊆S(y1)R+S(y2)R+R。
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综上满足定义2的条件,所以T 是代数R 关于变量S(y1)和S(y2)的左双Ore扩张。
定理2 设T=RP[y1,y2;σ,δ,τ]是R 的Hopf右双Ore扩张,其中p12≠0且σ可逆。若R 是整环且

对极S是T 上的双射,则S形式如下:
S(y1)=a1y1+a2y2+a0,

 

S(y2)=b1y1+b2y2+b0,
其中:a1,a2,a0,b1,b2,b0∈R。

证明 由T 是R 的右双Ore扩张,设:

S(y1)=∑
i,j≥0

aijy1
iy2j,S(y2)=∑

i,j≥0
bijy'1y'2 (20)

其中:aij
,bij∈R。记deg(S(y1))=g,deg(S(y2))=h,且h,g为非负整数。由引理3可设:

y1=∑
p,q≥0

S(y2)pS(y1)qcpq
,y2=∑

e,f≥0
S(y2)eS(y1)fdef

(21)

其中:cpq
,def∈R。令p1和q1分别为集合{p|cpq≠0}和{q|cpq≠0}中的最大元,e1 和f1 分别为集合{e|

def≠0}和{f|def≠0}中的最大元。易知,(p1,q1)和(e1,f1)都不等于(0,0)。
将式(20)代入式(21)得:

y1= ∑
i,j,p,q≥0

(bijy
i
1yj
2)p(aijy

i
1yj
2)qcpq

,
 

y2= ∑
i,j,e,f≥0

(bijy
i
1yj
2)e(aijy

i
1yj
2)fdef

。

  又由引理1知p1h+q1g≤1,e1h+f1g≤1。若h和g中至少有一个为零,那么h+g≤1时,结论显然

成立。若h和g都不为零,那么必有p1+q1=1,e1+f1=1。具体地,可分为a)和d)两种情形:
a)当p1=0时,则q1=1,g=1。有a1)和a2)两种子情形。
a1)若e1=0,则f1=1,h>0。于是,

S(y1)=a10y1+a01y2+a00,
 

S(y2)=∑
i+j≥0

bijy
i
1yj
2,

y1=S(y1)c01+c00,
 

y2=S(y1)d01+d00。
将y1,y2的表达式代入S(y2),则:

S(y2)=∑
i+j≥0

bij
(S(y1)c01+c00)i(S(y1)d01+d00)j

=S(∑
i+j≥0

(S-1(d01)y1+S-1(d00))j(S-1(c01)y1+S-1(c00))i(S-1(bij
)))。

由S是双射和引理1得h=1,即S(y2)=b10y1+b01y2+b00。
a2)若e1=1,则f1=0,h=1。于是,

S(y1)=a10y1+a01y2+a00,
 

S(y2)=b10y1+b01y2+b00,

y1=S(y1)c01+c00,
 

y2=S(y2)d10+d00。

  b)当p1=1时,则q1=0,h=1。有b1)和b2)两种子情形。
b1)若e1=0,则f1=1,g=1。于是,

S(y1)=a10y1+a01y2+a00,
 

S(y2)=b10y1+b01y2+b00,

y1=S(y2)c10+c00,
 

y2=S(y1)d01+d00。

  b2)若e1=1,则f1=0,g>0。于是,

S(y1)=∑
i+j≥0

aijy
i
1yj
2,

 

S(y2)=b10y1+b01y2+b00,

y1=S(y2)c10+c00,
 

y2=S(y2)d10+d00。

类似于情形a)的子情形a1),可得此时g=1,即S(y1)=a10y1+a01y2+a00。
综合以上4种情形,结论成立。

4 结 论

  本文首先对右双Ore扩张中元素赋予次数,并讨论乘法与次数的关系,而后利用Hopf代数的余结合性

和余单位性进行次数对比,给出Hopf右双Ore扩张余乘的形式。其次,当Hopf右双Ore扩张的对极是反
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代数自同构时,获得Hopf右双Ore扩张对极的形式。可以发现,文献[13]中的余乘形式是本文所得形式的

特例。后续可以在此基础上研究Hopf(右)双Ore扩张的基本性质,并将其运用于Hopf代数的分类。
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