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  摘 要:
 

在确定性Leray-ɑ模型上添加输运型噪声,构造带有输运型噪声的Euler型Leray-ɑ模型,研究在三维

情况下输运型噪声趋于0时该随机Euler型Leray-ɑ模型解的存在性及极限行为。通过Galerkin逼近和紧性方法,
探究随机Euler型Leray-ɑ 模型在分布意义下整体弱解的存在性;利用取特殊值的方法,使噪声趋于0,结合

Prohorov定理和Skorokhod定理探究其解的极限行为。研究结果表明:带有输运型噪声的Euler型Leray-ɑ 模型的

解是收敛到确定性Leray-ɑ模型的唯一解。该结果解答了Barbato等提出噪声趋于0时解的极限行为问题。
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Abstract:
 

In
 

this
 

paper,
 

the
 

transport
 

noises
 

were
 

added
 

to
 

the
 

deterministic
 

Leray-ɑ
 

model
 

and
 

the
  

Leray-ɑ
 

model
 

of
 

Euler
 

equations
 

with
 

transport
 

noises
 

was
 

constructed.
 

The
 

existence
 

and
 

scaling
 

limit
 

of
  

solutions
 

of
 

the
 

stochastic
 

Leray-ɑ
 

model
 

of
 

Euler
 

equations
 

were
 

studied
 

in
 

three-dimensional
 

(3D)
 

space
 

when
 

transport
 

noises
 

tended
 

to
 

0.
 

Through
 

Galerkin
 

approximation
 

and
 

compactness
 

method,
 

we
 

explored
 

the
 

existence
 

of
 

global
 

weak
 

solution
 

(in
 

the
 

sense
 

of
 

distribution)
 

of
 

stochastic
 

Leray-ɑ
 

model
 

of
 

Euler
 

equations.
 

In
 

the
 

meanwhile,
 

the
 

special
 

value
 

method
 

was
 

used
 

to
 

make
 

the
 

noise
 

tend
 

to
 

0,
 

and
 

the
 

scaling
 

limit
 

of
 

the
 

solution
 

was
 

studied
 

by
 

combining
 

Prohorov's
 

theorem
 

and
 

Skorokhod's
 

theorem.
 

The
 

results
 

show
 

that
 

the
 

solutions
 

of
 

Leray-α
 

model
 

of
 

Euler
 

equations
 

with
 

transport
 

noises
 

converge
 

to
 

the
 

unique
 

solution
 

of
 

the
 

deterministic
 

Leray-α
 

model.
 

This
 

result
 

solves
 

the
 

problem
 

proposed
 

by
 

Barbato
 

et
 

al.
 

of
 

the
 

scaling
 

limit
 

of
 

the
 

solution
 

when
 

the
 

noise
 

tends
 

to
 

zero.
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0 引 言

  Euler型Leray-ɑ模型是在Leray-ɑ模型基础上得到的。Leray-ɑ模型描述如下:



􀆟tv+(u·

Δ

)v-μΔv+

Δ

p=0,

Δ

·v=0,
v=(1-αΔ)u

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (1)

其中:u=u(t,x)表示在t时刻空间方向x处的速度场;p=p(t,x)表示压力场;μ>0是对应于雷诺数Re
倒数的黏度;α>0表示常数。 式(1)在α→0时收敛到Navier-Stokes方程,在三维周期边界条件下,Yu
等[1]已证明式(1)解的存在唯一性。

当式(1)中的μ=0时,式(1)变为Euler型Leray-ɑ模型:
􀆟tv+(u·

Δ

)v+

Δ

p=0,

Δ

·v=0,
v=(1-αΔ)u

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (2)

初速度具有有限能量时,式(2)的整体弱解是存在的。然而,对于空间维数D=2和D=3时,式(2)解的唯

一性仍然是未知的。当α=0,式(2)变为Euler方程。在空间维数D=2时,Euler方程解的整体存在性是

已知的,唯一性却是未知的;而在D=3时,Euler方程解的整体存在性和唯一性都是未知的[2]。
Barbato等[3]考虑空间维数D=3时,给式(2)添加乘性噪声:

dv+(u·

Δ

)vdt+

Δ

pdt=􀳱dW·

Δ

v,Δ

·v=0,
v=(1-αΔ)u

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (3)

其中:􀳱dW 表示Stratonovich微分,W 表示特殊形式的布朗运动。Barbato等[3]通过傅里叶变换和

Girsanov公式证明当初始条件为有限能量时,式(3)在分布意义下存在唯一整体弱解。虽然式(2)在空间维

数D=3时,它的整体弱解唯一性是未知的,但是Barbato等[3]通过添加噪声的方法证明了式(3)的弱解具

有唯一性。由此可以看出,添加噪声可以改善某些非线性方程的定性性质,类似的已有很多相关文献,例如

文献[4-8]。并且Barbato等[3]还提出了一个有趣的问题:当噪声趋于0时,式(3)的解v有什么行为? 本文

主要围绕这个问题进行探究。
本文主要考虑如下随机Euler型Leray-ɑ模型:

dv+[u·

Δ

v+

Δ

p]dt=ε∑
k∈ZZ30
∑
2

β=1
θkσk,β􀳱

Δ

vdWk,β;

v=(1-α2Δ)u;Δ

·v(t,x)=0,t≥0,x∈TT3;
u(0,x)=u0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(4)

其中:ε= 3μ\2
‖θ·‖l2

;ZZ30=ZZ3\{0}是非零格点;θ.∈l2并且θ有且只有有限个非零分量;Wk,β 具体定义将在下

一节介绍;σk,β
是定义在TT3上的向量场;TT3=ℝ3/ZZ3是周期三维环面,u0表示初始时刻的速度。

式(4)添加的噪声是输运型噪声[4],有许多关于带有输运型噪声的随机偏微分模型收敛到其对应确定性

模型的文献,例如文献[9-11]。针对文献[3]提出的问题,本文希望得到式(4)收敛到其对应的确定性模型。
本文首先构造Galerkin逼近序列,再对其进行估计和紧性分析,证明逼近序列的分布在空间C([0,T],

H-1(TT3))中是紧的,那么就可以利用Prohorov定理和Skorokhod定理证明式(4)是存在弱解的;其次取特

殊的θN
k,使得当N → ∞ 时,噪声趋于0,再利用Prohorov定理和Skorokhod证明该随机3D

 

Euler型

Leray-ɑ模型收敛到对应的确定性Leray-ɑ模型。

1 随机三维Euler型Leray-ɑ模型解的存在性

  本文用Galerkin逼近和紧性方法来证明式(4)存在弱解。在给出证明之前,先介绍相关符号。
1.1 符号介绍

  设TT=[0,2π]3。用C∞
per(TT)表示TT-周期C∞ 向量场空间。定义空间
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Ψ u∈C∞
per(TT);

Δ

·u=0,∫udx=0  。
用H 和V 表示空间L2(TT3)和H1(TT3)中的集合Ψ 的闭包。那么H 和V 是L2(TT3)和H1(TT3)中带有

内积的希尔伯特空间。本文用<·,·>和‖·‖H 表示空间H 中的内积和范数。
设ZZ30=ZZ3+∪ZZ

3
-是ZZ30的一个分区,使得

ZZ3+∩ZZ
3
-=Ø,ZZ

3
+=-ZZ3

-。
  设L2

0(TT3,CC3)是TT3上具有零均值的复值平方可积的函数空间。它有正交基

ek(x)=e2πik
·x,x∈TT3,k∈ZZ30。

对于k∈ZZ3+,设{ak,1,ak,2}是k⊥ {x∈TT3;k·x=0}的一组正交基,这组正交基使得ak,1,ak,2,
k

|k|  是

ZZ30的正交基,其中{ak,1,ak,2}的选择不是唯一的。对于∀k∈ZZ3-,本文定义ak,β=a-k,β
,β=1,2。下面定

义散度为0的向量场为:
σk,β=ak,βek(x),x∈TT3,k∈ZZ30,β=1,2,

那么{σk,1,σk,2:k∈ZZ30}是具有零均值平方可积无散度向量场H 的正交基。
设{Bk,β:k∈ZZ30,β=1,2}是一组独立的实值标准布朗运动,定义本文中的复值布朗运动为:

Wk,β=
Bk,β+iB-k,β,k∈ZZ3+;

B-k,β-iBk,β,k∈ZZ3-。 
该复值布朗运动二次变差为:

[Wk,β,Wl,γ]t=2tδk,-lδβ,γ=δk+lδβ-γ
,k,l∈ZZ30,β,γ∈1,2,

其中:当k和l互为相反数时,示性函数δk+l 值为1;反之,示性函数δk+l 值为0。当β=γ时,示性函数δβ-γ

值为1;反之,示性函数δβ-γ 值为0。
本文总是假设:只要|k|=|l|,就有θk=θl。那么由θ.的对称性,根据文献[11]有下面关键的式子:

∑
k,β

θ2k(σk,β􀱋σ-k,β
)=23‖θ‖

2
l2I3 (5)

其中:I3是3×3单位矩阵。
设PL:L2(TT3)→H 是Leray投影算子,A=-PLΔ是斯托克斯算子,B(u,v)=PL(u·

Δ

)v,u,v∈
V,把Leray投影算子PL 作用到式(4)上,式(4)可以写作:

dv+B(u,v)dt=ε∑
k,β

θkPLσk,β
·

Δ

v􀳱dWk,β,

v=u+α2Au,v(0)=v0 (6)

式(6)的Itô型为:

dv(t)+B(u,v)dt=ε∑
k,β

θkPL(σk,β
·

Δ

v)dWk,β
t +ε2∑

k,β
θkθ-kPL[σk,β

·

Δ

PL(σ-k,β
·

Δ

v)]dt,

利用式(5),并根据文献[12],式(6)的Itô型可以改写为:

dv(t)+B(u,v)dt=[μΔv-Iθ(v)]dt+ε∑
k,β

θkPL(σk,β
·

Δ

v)dWk,β
t (7)

其中:Iθ(v)=ε2∑
k,β

θ2kPL[σk,β
·

Δ

P⊥
L(σ-k,β

·

Δ

v)],P⊥
L 是PL 的正交投影算子。

证明式(4)存在弱解等同于证明式(7)存在弱解,下面给出式(7)存在弱解的定义。
定义1 如果存在一个过滤概率空间{Ω, , t,P},一组独立的{ t}-布朗运动{Wk,β}

k∈ZZ30
和一个具有

P-a.s.弱连续轨道的{ t}渐进可测过程v∈L2(Ω,L2(0,T;H)),使得对于任何ϕ∈C∞(TT3),t∈[0,T],等式:

<vt,ϕ>-<v0,ϕ>=-∫
t

0
(B(u,v),ϕ>ds+μ∫

t

0
<vs,Δϕ>ds-∫

t

0
<vs,Iθ(ϕs)>ds-ε∑

k,β
θk∫

t

0
<vs,PLσk,β

·

Δ

ϕ>dWk,βP-a.s.成立,那么式(7)有弱解。
1.2 逼近序列

  为证明式(7)弱解的存在性,下面构造式(7)的Galerkin逼近序列,并且对它进行估计和紧性分析。
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先构造逼近序列,对于N ≥1,设
HN =span{σk,β

:k∈ZZ30,|k|≤N,β=1,2},
它是H 的有限维子空间。用ΠN:H →HN 表示正交投影,现在定义:

bN(vN)=ΠNB(uN,vN),Gk,β
N (vN)=ΠN(σk,β

·

Δ

vN),k∈ZZ30,β=1,2。
  对于固定的N,只有有限个k∈ZZ30,使Gk,β 不为0。可以将bN 和Gk,β

N 看作是HN 上的函数。考虑式
(7)在空间HN 上的有限维的形式:

dvN(t)=-bN(vN)dt+[μΔvN -Iθ(vN)]dt+ε∑
k,β

θkΠN(σk,β
·

Δ

vN)dWk,β
t (8)

由于bN 和Gk,β
N 在HN 上是光滑的,根据随机偏微分理论[13],式(8)存在唯一的强解。

其次对构造的逼近序列进行估计。
引理1 逼近序列vN 满足先验估计:

sup
0≤s≤T

‖vN(s)‖2H ≤C,

其中:C 表示常数。
证明 利用伊藤公式和式(8),逼近序列vN 满足下式:

d‖vN‖2H = -2<vN(t),bN(vN(t))>dt+2μ<vN(t),ΔvN>dt-2<vN(t),Iθ(vN)>dt+2ε∑
k,β

θk<vN(t),

Gk,β
N (vN(t))>dWk,β

t +2ε2∑
k,β

θ2k‖Gk,β
N (vN(t))‖2Hdt (9)

因为σk,β
散度为0,根据分部积分,对∀vN ∈HN,下式恒成立:

<bN(vN),vN>=0,<Gk,β
N (vN),vN>=0。

因为ΠN 是正交投影,所以

‖Gk,β
N (vN(t))‖H =‖ΠN(σk·

Δ

vN)‖H ≤‖PLσk,α·

Δ

vN‖H。
又根据分部积分和Iθ(v)的定义,得:

-2<vN,Iθ(vN)>=2ε2∑
k,β

θ2k<σk,β
·

Δ

vN,P⊥
L(σ-k,β

·

Δ

vN)>=2ε2∑
k,β

θ2k‖P⊥
L(σk,β

·

Δ

vN)‖H。

因此,

-2<vN(t),Iθ(vN)>+2ε2∑
k,β

θ2k‖Gk,β
N (vN(t))‖2H ≤2ε2∑

k,β
θ2k‖P⊥

L(σk,β
·

Δ

vN)‖H +

2ε2∑
k,β

θ2k‖PL(σ-k,β
·

Δ

vN)‖H =2ε2∑
k,β

θ2k‖(σk,β
·

Δ

vN)‖H =2μ‖

Δ

vN‖2H,

其中最后一步是根据式(5)得到。
综上,得到d‖vN(t)‖2L2 ≤0,故引理1得证。
引理2 设v0∈H,存在常数C>0,使得对于任意一个N≥1,l∈ZZ30,j=1,2和0≤s<t≤T,有:

E(<vN(t)-vN(s),σl,j
>4)≤C|l|8|t-s|2。

  证明 只需考虑|l|≤N。由式(8)可得下式:

<vN(t)-vN(s),σl,j
>= -∫

t

s
<bN(vN(r)),σl,j

>dr+μ∫
t

s
<vN(r),Δσl,j

>dr-∫
t

s
<vN(r),Iθ(σl,j

)>dr-

ε∑
k,β

θk∫
t

s
<vN(r),σk,β

·

Δ

σl,j
>dWk,β

r ,

利用霍尔德不等式和引理1,有不等式:

E(|∫
t

s
<bN(vN),σl,j

>dr|4)≤|t-s|3E∫
t

s
<vN,uN·

Δ

σl,j
>4dr≤

|t-s|3E∫
t

s
‖vN‖4H‖uN(r)‖4H‖

Δ

σl,j‖
4
∞dr≤C‖v0‖8H|l|4|t-s|4,

其中:E表示期望,该不等式最后一步成立是因为

Δ

σl,j=2πiσl,j􀱋l。
同理,利用霍尔德不等式和引理1,再根据Δσl,j=-4π2|l|2σl,j

,有:

E(|∫
t

s
<vN(r),Δσl,j

>dr|4)≤C|t-s|4‖v0‖4H|l|8。
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  根据Flandoli等[12]证明的引理5.2,可知:

Iθ(v)=-6π
2μ

θ 2
l2
∑
l,j

vl,jPL  ∑k,βθ
2
k(ak,β

·l)2(al,j·(k-l)) k-l
|k-l|2 el (10)

其中:l,k∈ZZ30,j,β=1,2。取v=σl,j 时,有:

‖Iθ(σl,j
)‖H = 6π2μ

‖θ‖2l2
‖∑

l,j
PL  ∑k,βθ

2
k(ak,β

·l)2(al,j·(k-l)) k-l
|k-l|2 el ‖H ≤

6π2μ
‖θ‖2l2

|∑
k,β

θ2k(ak,β
·l)2(al,j·(k-l)) k-l

|k-l|2
|≤ 6π2μ

‖θ‖2l2
∑
k,β

θ2k|l|2≤C|l|2,

这意味着,

E|∫
t

s
<vN,Iθ(σl,j

)>dr|4≤E(∫
t

s
C|l|2‖vN‖Hdr)4≤C‖v0‖4H|l|8|t-s|4。

  根据Burkholder-Davis-Gundy不等式,

E(|ε∑
k,β

θk∫
t

s
<vN(r),σk,β

·

Δ

σl,j
>dWk,β

r |4)≤ε4E(|∑
k,β

θ2l∫
t

s
<vN(r),σk,β

·

Δ

σl,j
>2dr|2),

其中:

∑
k,β

θ2k<vN(r),σk,β
·

Δ

σl,j
>2≤∑

k,β
θ2k‖vN‖2H‖σk,β

·σl,j‖
2
H ≤C‖θ‖2l2|l|2‖v0‖2H,

所以,

E(|ε∑
k,β

θk∫
t

s
<vN(r),σk,β

·

Δ

σl,j
>dWk,β

r |4)≤C|l|4|t-s|2。

  综上,引理2得证。
接下来对逼近序列进行紧性分析,下面证明{vN}(N≥1)的分布η-N 在空间C([0,T],H-1(TT3))中是紧

的。先证明Lp(0,T;H)∩W1/3,4(0,T;H-6)中的有界集合在空间C([0,T];H-δ)中是紧集这一性质。
引理3 对∀δ∈(0,1),如果p>12(6-δ)/δ,那么

Lp(0,T;H)∩W1/3,4(0,T;H-6)⊂C[0,T];H-δ)
具有紧嵌入。

证明 取∀δ∈(0,1),有紧嵌入

H ⊂H-δ⊂H-6,
根据插值不等式,存在常数C>0,使得

f H-δ ≤C f 1-κ
H f κ

H-6,f∈V,
其中:κ=δ/6。

根据Simon[14]提出的推论9(第90页),如果s*=sκ-1rκ
=κ
3- 1-κ

p +κ
4  >0,即p满足:

p>121-κ
κ =12

(6-δ)
δ

,

那么Lp(0,T;H)∩W1/3,4(0,T;H-6)中的有界集合在空间C([0,T];H-δ)中是紧集。
引理4 {vN}(N≥1)的分布η-N 在空间C([0,T],H-1(TT3))中是紧的。
证明 利用引理3,知道如果对于每个N ≥1,都有

E∫
T

0
‖vN‖p

Hdt+E∫
T

0∫
T

0

‖vN(t)-vN(s)‖4H-6

|t-s|7/3
dtds≤C (11)

成立,那么vN 的分布η-N 在空间C([0,T],H-δ(TT3))中是紧的。通过引理1可立即得到:{vN(·)}N≥1在Lp(Ω,
Lp(0,T;H))中是一致有界性的。第二个期望值还有待估计。利用引理2和柯西不等式,可以得到:

E[‖vN(t)-vN(s)‖4H-6]=E ∑l,j
<vN(t)-vN(s),σl,j

>2

|l|12  
2
≤ ∑

l,j

1
|l|12  ∑l,j

E(<vN(t)-vN(s),σl,j
>4)

|l|12  
≤C∑

l,j

C|l|8|t-s|2

|l|12
≤C|t-s|2,
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因此,

E∫
T

0∫
T

0

‖vN(t)-vN(s)‖4H-6

|t-s|7/3
dtds≤C,

从而证明了式(11)成立,说明vN 的分布η-N 在空间C([0,T],H-δ(TT3))中是紧的。这等价于证明了η-N 在

空间C([0,T],H- (TT3))中是紧的。引理4得证。
1.3 弱解的存在性

  {vN}(N≥1)的分布η-N 在C([0,T];H-)中是紧的,利用Prohorov定理[15]推导出存在一组子列η-Ni
,它

弱收敛于某个支撑在C([0,T];H-)上的概率测度η-。 根据Skorokhod定理[16]存在一个新的概率空间

(Ω􀮨,􀮨,P􀮨)和存在一组定义在新的概率空间上的随机变量v~Ni
(i≥1)、v~,使得v~Ni

(i≥1)和vNi
(·)具有

相同分布η-Ni
,v~ 的分布为η-,并且在空间C([0,T];H-)中,

lim
i→∞

v~Ni
=v~  P􀮨-a.s. (12)

根据v~Ni
=u~Ni

+α2Au~Ni
和v~=u~+α2Au~,在空间C([0,T];H2-)中,

lim
i→∞

u~Ni
(·)=u~(·)  P􀮨-a.s. (13)

通过引理1,下式成立:

sup
t∈[0,T]

‖(1+α2AΔ)u~Ni
(t)‖H =sup

t∈[0,T]
‖v~Ni

(t)‖L2 ≤‖v0‖H P􀮨-a.s. (14)

类似文献[17]中的引理3.4,当i→∞时,式(14)改为下式:

sup
0≤s≤T

‖v~(t)‖H ≤‖v0‖H   P􀮨-a.s. (15)

式(14)—(15)说明序列u~Ni
(t)、v~Ni

(t)和极限值u~(t)、v~(t)在空间H 中是有界的。
下面给出本文的第一个主要结论,即式(7)存在弱解。
定理1 对于任给v0∈H,式(7)都存在弱解,其轨道在L∞(0,T;H)中,满足:

sup
t∈[0,T]

‖vt‖H ≤‖v0‖H P-a.s.。

  证明 在新的概率空间(Ω􀮨,􀮨,P
~)中,过程(v~Ni

(·),W
~Ni)满足式(8)。因此,对于任何ϕ∈C∞(TT3),

t∈[0,T],都有v~Ni
,P
~
-a.s.满足下式:

<v~Ni
(t),ϕ>=<v~Ni

(0),ϕ>+∫
t

0
<v~Ni

(s),u~Ni
(s)·

Δ

ϕ>ds+μ∫
t

0
<v~Ni

(s),Δϕ>ds-

∫
t

0
<v~Ni

(s),Iθ(ϕ)>ds-ε∑
k,β

θk∫
t

0
<v~Ni

(s),σk,β
·

Δ

ϕ>dW
~Ni,k,β

s

(16)

  把所有的量都看作是实值随机过程。式(16)除了非线性项,其他项都是线性收敛的。通过控制收敛定

理,对于非线性项,有:

EP~
[sup
t∈[0,T]

|∫
t

0
<v~Ni

(s),u~Ni
(s)·

Δ

ϕ>ds-∫
t

0
|<v~(s),u~(s)·

Δ

ϕ>ds|]≤EP~
[sup
t∈[0,T]

|∫
t

0
<v~Ni

(s),

u~Ni
(s)·

Δ

ϕ>ds-∫
t

0
<v~Ni

(s),u~(s)·

Δ

ϕ>ds|]+EP~
[sup
t∈[0,T]

|∫
t

0
<v~Ni

(s),u~(s)·

Δ

ϕ>ds-

∫
t

0
<v~,u~(s)·

Δ

ϕ>ds|]≤EP~
[sup
t∈[0,T]

|∫
t

0
<v~Ni

(s),(u~Ni
(s)-u~(s))·

Δ

ϕ>ds|]+

EP~
[sup
t∈[0,T]

|∫
t

0
<(v~Ni

(s)-v~(s)),u~(s)·

Δ

ϕ>ds|]≤EP~
[sup
t∈[0,T]

|∫
t

0
v~Ni

(s)H‖u~Ni
(s)-

u~(s)‖H

Δ

ϕ L∞ds|]+EP~
[sup
t∈[0,T]

|∫
t

0
(v~Ni

(s)-v~(s))H u~(s)H

Δ

ϕ L∞ds|]=M1+M2

(17)
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式(13)意味着u~Ni
在L2(Ω􀮨,L2(0,T;H))中强收敛到u~,又根据v~Ni

(s)和v~(t)在H 中的有界性,故当

i→∞时,M1趋于0。通过式(12),M2方括号中的量P
~
-a.s.趋于0,再加上u~(t)的有界性,通过控制收敛

定理得到M2→0。因此得到非线性项的收敛性。
下面证明随机积分项的收敛性。对于任给一个M ∈NN,有:

EP~
[sup
t∈[0,T]

|∑
k,β

θk∫
t

0
<v~Ni

(s),σk,β
·

Δ

ϕ>dW
~Ni,k,β

s -∑
k,β

θk∫
t

0
<v~(s),σk,β

·

Δ

ϕ>dW
~k,β

s |]

≤EP~
[sup
t∈[0,T]

| ∑
|k|≤M,β

θk(∫
t

0
<v~Ni

(s),σk,β
·

Δ

ϕ>dW
~Ni,k,β

s -∫
t

0
<v~(s),σk,β

·

Δ

ϕ>dW
~k,β

s )|]+

EP~
[sup
t∈[0,T]

| ∑
|k|>M,β

θk∫
t

0
<v~Ni

(s),σk,β
·

Δ

ϕ>dW
~Ni,k,β

s |]+EP~
[sup
t∈[0,T]

| ∑
|k|>M,β

θk∫
t

0
<v~(s),

σk,β
·

Δ

ϕ>dW
~k,β

s |]=J(1)
Ni

+J(2)
Ni

+J(3)
Ni
,

本文用J(n)
Ni
,n=1,2,3,表示右边的三个期望。首先,

J(2)
Ni
≤CEP~

[(∑
|k|>M,β

θ2k∫
T

0
<v~Ni

(s),σk,β
·

Δ

ϕ>2ds)
1
2]≤C‖θ‖l∞>M

EP~
[(∑

|k|>M,β∫
T

0
<v~Ni

(s),

σk,β
·

Δ

ϕ>2ds)
1
2]≤C‖θ‖l∞>M

T
1
2‖v0‖H‖

Δ

ϕ‖∞ (18)

其中:‖θ‖l∞>M
=sup
|k|>M

|θk|,那么随着M→∞,‖θ‖l∞>M
→0,则式(18)趋于0。同样J(3)

Ni
也有类似的估计。

最后,对于J(1)
Ni

本文需要用Skorokhod的结果来证明随机积分的收敛性。随着i→ ∞,对于所有s∈

[0,T],<v~Ni
(s),σk,β

·
Δ

ϕ>P
~
-a.s.收敛于<v~(s),σk,β

·
Δ

ϕ>并且W
~Ni,k,β

s →W
~k,β

s 。因为只有有限多个随机

积分,故对于任意|k|≤M,利用式(14)—(15),下式显然成立:

(EP~∫
T

0
<v~(s),σk,β

·

Δ

ϕ>4ds)∨(EP~supi≥1∫
T

0
<v~Ni

(s),σk,β
·

Δ

ϕ>4ds)<+∞ (19)

那么根据文献[18]的引理3.2可以得到J(1)
Ni
→0。

综上得到随机积分项的收敛性。当i→∞时,由式(16)可得对于所有的t∈[0,T],下式恒成立:

<v~(t),ϕ>=<v~(0),ϕ>+∫
t

0
<v~(s),u~(s)·

Δ

ϕ>ds+μ∫
t

0
<v~(s),Δϕ>ds

-∫
t

0
<v~(s),Iθ(ϕ)>ds-ε∑

k,β
θk∫

t

0
<v~(s),σk,β

·

Δ

ϕ>dW
~k,β

s ,

即证明了v~ 是式(7)的弱解,定理1得证。

2 弱解的极限

  下面考虑当噪声趋于0时,式(7)弱解的极限行为。为此假设:

θN
k = 1

|k|r1{N≤|k|≤2N},k∈ZZ
3
0,N ≥1。

那么式(7)可以写作带有参数N 的随机Euler型Leray-ɑ模型:

dvN +B(uN,vN)dt=[μΔvN -IθN
k
(vN)]dt+εN∑

k,β
θN

kPL(σk,β
·

Δ

vN)dWk,β
t (20)

同时θN
k 的取法意味着:

lim
N→∞

‖θ.
N‖l∞

‖θ.
N‖l2

=0 (21)

εN = 3μ/2
‖θN

·‖l2
和式(21)共同意味着lim

N→∞
εN‖θN

·‖l∞ =0,这表明{εN θN
· l∞

}N≥1是有界的。
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θN
k 满足本文对θk 的要求,它具有对称性,那么引理1—引理4和定理1也适用于式(20)的解vN。固定

v0∈H 和μ>0,根据定理1,则对于每个N,式(20)都存在弱解vN
t,且满足下式:

sup
t∈[0,T]

‖vN
t‖H ≤‖v0‖H  P-a.s.。

  设{QN}N≥1是vN 的分布,类似引理4中的紧性性质分析,同理可得分布{QN}N≥1在C([0,T];H-)空

间中是紧的。应用Prohorov定理找出一组子列{Q
Ni}i∈NN,它们弱收敛于某个支撑在C([0,T];H-)上的

分布Q。根据Skorokhod定理存在一个新的概率空间(Ω􀮨,􀮨,P􀮨)和一组定义在新的概率空间上的随机变

量v~
Ni(i≥1)、v~,使得v~

Ni(i≥1)的分布是Q
Ni,v~ 的分布是Q。

下面给出本文的第二个主要结论,即该随机Euler型Leray-ɑ 模型是收敛到对应的确定性Leray-ɑ
模型。

定理2 {QN}N≥1在C([0,T];H-)中是紧的,并且{QN}N≥1是弱收敛于v的分布δv,其中v.是确定性

Leray-ɑ模型:

􀆟tv+u·

Δ

v=35μΔv
,v|t=0=v0 (22)

的唯一解,并且对于任意ε>0,下式成立:
lim
N→∞
sup
v0∈H

QN
v0
(φ∈C(0,T;H-δ):‖φ-v·(v0)‖C(0,T;H-δ)>ε)=0。

  证明 由式(20)可得,对于每个N >1,任给ϕ∈C∞(TT3)和t∈[0,T],有:

<v~
Ni(t),ϕ>=<v~

Ni(0),ϕ>+∫
t

0
<v~

Ni(s),u~
Ni(s)·

Δ

ϕ>ds+μ∫
t

0
<v~

Ni(s),Δϕ>ds

-∫
t

0
<v~

Ni(s),I
θ
Ni
(ϕ)>ds-εN∑

k,β
θ

Ni
k∫

t

0
<v~

Ni(s),σk,β
·

Δ

ϕ>dW
~Ni,k,β

s

(23)

  下面证明当N →∞时,式(23)的随机积分项消失,利用Itô等距公式,有:

 E
P~
(εN∑

k,β
θ

Ni
k∫

t

0
<v~

Ni
s ,σk,β

·

Δ

ϕ>dW
~Ni,k,β

s )2= 3μ
2‖θNi

. ‖2l2
E

P~∫
t

0
∑
k,β

(θNi

. )2|<v~
Ni
s ,σk,β

·

Δ

ϕ>|2ds

  ≤ 3μ
2‖θNi

. ‖2l2
‖θNi

. ‖2l∞E
P~∫

T

0
∑
k,β

<v~N
s·

Δ

ϕ,σk,β
>2ds≤3μ2

‖θN
.‖2l∞

‖θNi

. ‖2l2
∫

T

0
E

P~
(‖v~N

s·

Δ

ϕ‖2H)ds

  ≤3μT2
‖θNi

. ‖2l∞

‖θNi

. ‖2l2
‖v~0‖2H‖

Δ

ϕ‖2∞ (24)

利用式(21),当N →∞时,式(24)趋于0。

下面考虑∫
t

0
<v~

Ni(s),I
θ
Ni
(ϕ)>ds的收敛性:

lim
i→∞
sup

t∈[0,T]
|∫

t

0
<v~

Ni(s),I
θ
Ni
(ϕ)>ds-25μ∫

t

0
<v~(s),Δϕ>ds|≤lim

i→∞
sup

t∈[0,T]
|∫

t

0
<v~

Ni(s),I
θ
Ni
(ϕ)>ds-

∫
t

0
<v~,I

θ
Ni
(ϕ)>ds+∫

t

0
<v~(s),I

θ
Ni
(ϕ)>ds-25μ∫

t

0
<v~(s),Δϕ>ds|≤lim

i→∞
sup

t∈[0,T]
|∫

t

0
<v~

Ni(s)-v~,

I
θ
Ni
(ϕ)>ds|+lim

i→∞
sup

t∈[0,T]∫
t

0
|<v~(s),25μΔϕ-I

θ
Ni
(ϕ)>ds| (25)

根据Flandoli等[12]证明的定理5.1可知,I
θ
Ni
(ϕ)收敛到2

5μΔϕ
,并且由于v~

Ni 在空间C([0,T];H-)中是

强收敛于v~,那么随着i→ ∞,式(25)趋于0。这证明∫
t

0
<v~

Ni(s),I
θ
Ni
(ϕ)>ds是收敛于2

5∫
t

0
<v~(s),

Δϕ>ds。
式(23)中非线性项的收敛性的证明与定理1中的证明方法相同,因此不再重复证明。
综上,当N →∞时,式(20)是收敛到确定性Leray-ɑ模型:
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􀆟tv~+u~·

Δ

v~=35μΔv
~,v~|t=0=v0。

Jean[19]已经证明,初值属于H 时,确定性Leray-ɑ模型有唯一弱解。所以当噪声趋于0时,式(20)的弱解是

收敛到式(22)的唯一解。
下面证明lim

N→∞
sup
v0∈H

QN
v0
(φ∈C(0,T;H-δ):‖φ-v·(v0)‖C(0,T;H-δ)>ε)=0成立,本文采用反证法来证

明。假设存在一个足够小的常数ε0>0,使得

limsup
N→∞
sup
v0∈H

QN
v0
(φ∈C([0,T],H-δ):‖φ-v·(v0)‖C([0,T],H-δ)>ε0)>0,

其中:QN
v0

是初值为v0的式(20)弱解vN 的分布,v·(v0)是初值为v0的式(22)的唯一弱解。令vi
0为一组在

H 中弱收敛到v0的子序列。记初值为vi
0的式(20)的弱解为v

Ni,它的分布记为Q
Ni Q

Ni
vi0
,i≥1,使得

Q
Ni(φ∈C([0,T],H-δ):‖φ-v·(vi

0)‖C([0,T],H-δ)>ε0)≥ε0>0 (26)

  易证{Q
Ni}i 在空间C([0,T],H-δ)中是紧的,那么能找到一个子序列Q

Ni 弱收敛于某些支撑在空间

C([0,T],H-δ)上的概率测度Q。通过Skorokhod定理能找到新的概率空间(Ω􀮨,􀮨,P
~)和定义在Ω􀮨 上的

一组随机过程{v~Ni}i∈NN,使得对于每个i∈NN,v~
Ni 与v

Ni 具有相同的分布Q
Ni,且v~

Ni 在C([0,T],H-δ)

中强收敛于某个v~。类似定理2的证明,可以得到极限值v~ 是初始条件为v0的式(22)的弱解。根据式(22)

解的唯一性可以得出v~=v·(v0)。因此随着i→∞,v~
Ni 在C([0,T],H-δ)中收敛到v·(v0),所以任给ε>

0,有:

lim
N→∞

P􀮨(‖v~
Ni -v·(v0)‖C([0,T],H-δ)>ε)=0 (27)

由式(26)得:

P􀮨(‖v~
Ni -v·(vi

0)‖C([0,T],H-δ)>ε0)≥ε0>0 (28)
根据三角不等式,得:

‖v~
Ni -v·(vi

0)‖C([0,T],H-δ)≤‖v~
Ni -v·(v0)‖C([0,T],H-δ)+‖v·(v0)-v·(vi

0)‖C([0,T],H-δ)

类似Galerkin解的紧性性质分析,同样可以得到v·(vi
0)}i≥1在L∞(0,T;H)和W1/3,4(0,T;H-6)中是有界

的,并且v·(vi
0)}i≥1在空间C([0,T],H-δ)中是紧的。因此存在一组子序列v·(vi

0)在空间C([0,T],H-δ)
中收敛到某一值v-,由于vi

0弱收敛到v0,那么能够证明v- 是式(22)的弱解。根据式(22)解的唯一性,可以得

到v- =v·(v0)。因此当i→∞,‖v~
Ni -v·(vi

0)‖C([0,T],H-δ)≤0,这与式(28)结论矛盾。故定理2得证。
注:根据定理2知,N →∞时,式(20)的弱解是收敛到式(22)的唯一解,这一结果表明:在极限下,式

(20)弱解分布之间的距离是趋于0的,这说明式(20)的解具有渐进唯一性。渐进唯一性的具体定义可参考

文献[17]。

3 结 论

  本文在确定性Euler型Leray-ɑ模型上添加输运型噪声,证明了随机Euler型Leray-ɑ模型弱解的存在

性,进一步建立了当输运型噪声趋于0时随机Euler型Leray-ɑ模型弱解的极限行为,极限行为结果表明弱

解具有渐进唯一性。本文结果解答了Barbato等[3]提出关于噪声趋于0时解的极限行为问题,后续将继续

考虑解的收敛速率。
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