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!!摘!要"针对带有非负变量’线性等式和凸二次约束的非凸二次规划问题!给出了一个带有矩阵非负和半正定
约束的紧双非负规划">)*M.=,),,25-<4:2[+)5+-KK4,5!>bZ#松弛!估计了它与原问题之间的间隙!并提出了求
>bZ松弛最优解的交替方向乘子法(数值实验表明$交替方向乘子法能有效找到>bZ松弛问题的最优解!并且计
算时间优于求解器Tc_(

关键词"非凸二次规划&双非负规划松弛&交替方乘子向法&半定规划&Tc_
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7,%’-"/’!S<451<V)*M.=,),&,25-<4:2[+)5+-KK4,5">bZ#+2.-U-<4), 4̂<1,),&,25-<4:2-,V[);4<4:2
;2K4&V2/4,4<2K-<+4U7),;<+-4,<;4;V2:2.)[2V/)+,),&7),:2UL*-V+-<47[+)5+-KK4,5[+)M.2K; 4̂<1,),&
,25-<4:2:-+4-M.2;%.4,2-+2L*-<4),;%-,V7),:2UL*-V+-<477),;<+-4,<;D8125-[M2<̂22,4<-,V<12)+454,-.
[+)M.2K4;2;<4K-<2V%-,V-,-.<2+,-<4,5V4+27<4),K*.<4[.42+K2<1)V4;[+)[);2V<)/4,V-,)[<4K-.
;).*<4),)/>bZ+2.-U-<4),D812,*K2+47-.2U[2+4K2,<;;1)̂ <1-<<12)[<4K-.;).*<4),)/>bZ+2.-U-<4),
7-,M2/)*,V2//27<4:2.=M=-[[.=4,5<12-.<2+,-<4,5V4+27<4),K*.<4[.42+K2<1)V%-,V<127-.7*.-<4),<4K24;
M2<<2+<1-,<12;).:2+Tc_D

81) 2*-(%!,),&7),:2UL*-V+-<47[+)5+-KK4,5$V)*M.=,),&,25-<4:2[+)5+-KK4,5+2.-U-<4),$
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9!引!言

!!本文考虑如下带有非负变量)线性等式和凸二次约束的非凸二次规划问题"i*-V+-<47-..=7),;<+-4,2V
L*-V+-<47[+)5+-K%iTiZ#!
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#是具有I个负特征值的2阶对称不定矩阵或者对称负定矩阵$#("(pA%;%T#是2阶半正定矩阵$

$+22$&+2Te2$’+2T&非凸iTiZ问题在工程和金融领域有广泛应用%如"&A二次规划问题)最大割
问题)二次背包问题)"&A最小二乘问题)图形处理问题)多用户检测问题)项目选择和资源分配问题)多传感
器波束形成问题以及系统平衡问题等都可以归结为非凸iTiZ问题&Z-+V-.);等’A(证明了求解具有一个
负特征值的非凸二次规划问题的全局最优解是bZ&难的%甚至寻找其局部最优解也是bZ&难的’!(&故问题
"A#是bZ&难的&

寻找非凸iTiZ问题全局解的主要方法是基于凸松弛或半定规划"62K4&V2/4,4<2[+)5+-KK4,5%6>Z#
松弛的分支定界算法’’(&c-,V2,M*;;712等’#(对箱子约束非凸iZ问题提出了基于一阶Y-+*;1&Y*1,&
8*7W2+"YY8#条件的分支割算法&H2814等’F(对箱子约束非凸iZ问题提出了基于>T">4//2+2,72)/
7),:2U/*,7<4),%>T#算法和椭球技术的分支定界算法%并推广到凸二次约束非凸iZ问题’%(&a-++42,<);
等’$(对线性约束非凸iZ问题提出了基于正交化和H-5+-,54-,方法的分支定界算法&a*+2+等’E(对线性约
束非凸iZ问题提出了基于6>Z松弛和YY8分支技术的分支定界算法&H*)等’C(对凸二次约束非凸iZ
问题在分支定界框架下提出了基于交替方向法和凸松弛的新全局算法&

众所周知%分支定界算法的有效性主要取决于两个因素%即松弛界的质量及其相关的计算成本’’(&由于
6>Z松弛能提供更紧的下界%学者们对非凸iTiZ问题提出了大量6>Z松弛问题&S,;<+24712+’A"(利用重
构线性技术"P2/)+K*.-<4),&.4,2-+4]-<4),<271,4L*2%PH8#技术改进了非凸iTiZ问题的6>Z松弛&012,5
等’AA(对带凸二次约束非凸iZ问题提出了基于最佳>T分解的6>Z松弛方法&012,5等’A!(对一般非凸
iTiZ问题提出了基于矩阵锥分解和多胞形逼近技术的6>Z松弛方法&6-U2,-等’A’(讨论了如何利用
V4;3*,7<4:2割来改进非凸iTiZ问题的6>Z松弛&H*)等’A#(利用罚函数方法改进非凸iTiZ问题的6>Z
松弛%得到了具有多项式时间可解的非线性6>Z松弛&T12,等’AF&A%(对带有非负变量和线性等式约束的非
凸iZ问题%提出了带有矩阵非负和半正定约束的双非负规划">)*M.=,),,25-<4:2[+)5+-KK4,5%>bZ#松
弛%并给出了求解>bZ松弛的增广拉格朗日分解方法和求解子问题的块坐标下降法&T2+*..4等’A$(和
?.4:24+-等’AE(对>bZ问题分别提出了两个不同的新交替方向乘子法%但这些方法不能用于求解带有关于
"!%4#的线性约束的>bZ问题&

本文对带有非负变量)线性等式和凸二次约束的非凸iZ问题给出了一个带有627-,<割的紧>bZ松
弛%估计它与原问题之间的间隙%提出求解该>bZ松弛的交替方向乘子法%并证明该算法收敛于>bZ松弛
问题的最优解%同时还提出了一个割平面方法来求解交替方向乘子法中的子问题&本文引入如下记号!定义
8+"5#为矩阵的迹%52为2阶对称矩阵的集合%(56p8+"(6#为(%6+52的内积$对于4+52%47"表示矩
阵4为半正定矩阵%4$"表示矩阵4的元素4(’$"%V4-5"4#为以矩阵4的对角元为分量的向量&

:!双非负规划松弛及其间隙估计

!!本节给出问题"A#的一个带有627-,<割的紧>bZ松弛%并估计它与问题"A#之间的间隙&
设#的负特征值个数为I%不失一般性%假设#的前I个特征值为负&对#特征值分解%得#p#lG

686%其中!#lp)2(pIlA#($($
8
(7$$6p G#槡 A$A%;%G#槡 I$I" #8$且#(*"%(pA%;%I%#($"%(pIlA%

;%2%为#的特征值$$(%(pA%;%2是对应的正交单位特征向量&设7%1+2
2 为6!在 上的上下界%且!

7(@K4,!+
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,
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其中!*(p G#槡 ($(%(pA%;%I&设4p!!
8%易得!8#!p#54&由于对!+ %有7(#*

8
4!#1(%故得!

*(*
8
(54@"*

8
(!#

!#"7(U1(#
8*8(!A7(1(%(@A%;%I "’#

式"’#即为6-U2,-等’A’(所提出的627-,<割&注意到&!p’蕴含V4-5"&4&8#p’!%其中’!p"’!A%;%

’!T#
8&设1G+22 为!在 上的上界&由$#!#1G得$#4#8%其中8p1G1G8&将4p!!8松弛为半正定锥

约束4G!!87"%可得问题"A#的6>Z松弛!
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因为它含有双非负矩阵"即它既是非负矩阵又是正半定矩阵#%所以问题"##称为>bZ问题’AF(%问题"##比
T12,等’AF(提出的>bZ松弛提供了更紧的下界&

定理A给出了问题"A#与问题"##之间的间隙估计&
定理!!设Y3

’7%1(和Q
3
’7%1(分别为问题"A#和问题"##的最优值%且"!

G%4G#为问题"##的最优解%则

"#Y3
’7%1(AQ

3
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A
#81A78

!
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!!证明!首先观察到!G是问题"A#的一个可行解&利用#p#lG686%可以由Y3
’H%-(推导出!
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3
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其中第三个不等式由#l7$和4G!!87$推得%而第四个不等式由问题"##中的627-,<割不等式推得&
证毕&

<!求解BM@松弛的交替方向乘子法

!!T12,等’AF(针对>bZ松弛问题提出了增广拉格朗日分解方法%其中用块坐标下降法来求解子问题&然
而%由于问题"##含有关于"!%4#如#(54l$

8
(!#)(的线性约束%T12,等

’AF(的分解方法不能直接求解问题
"##&为了求解松弛问题"##%本节提出了交替方向乘子法&

首先给出a*+2+等’A%(提到的性质&定义矩阵
9 "’%A&#+2TB"2UA#%
: b*.."9#的标准正交基矩阵= "F#

可得:8:p?&对式"F#中给出的9%定义如下闭凸锥!
=;+52UA!9;98@$%;7$> "%#

引理A和引理!见文献’A%(&
引理!!设< "A%!8$!%4#7$%9 由式"F#给出%则下述两个条件是等价的!
-#&!p’%V4-5"&4&8#p’!$
M#9<98p$&
引理)!对任意&+52lA%有[+)3&p:’:8&:(l:

8%其中: 由式"F#给出%’:8&:(l定义为矩阵
:8&:在5‘l上的正交投影%‘表示:的列数&

为了方便%本文引入了如下的矩阵!
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基于引理A%可将问题"##改写为如下等价的问题!
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其中!
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引入辅助变量;和等式;p<%可将问题"$#重写为!
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;D<D!<+<’7%1(%<@;%;+
,
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定义8&8Rp 8+"&!槡 #为&+5T的N+)M2,4*;范数&对应于约束<G;p$的问题"C#的增广拉格朗日函
数定义为!
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!
R

"A"#

其中!<+ ’7%1(%;+ %%+52lA%#%"是一个惩罚参数&设4"7$%增广拉格朗日方法在第‘步迭代中求解!
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,
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得到最优解"<‘lA%;‘lA#%更新乘子%‘lA!

%‘UA@%‘U#"<‘UAA;‘UA# "A!#
由于求解问题"AA#需要对<和;联合极小化 #"<%;%%‘#%因此求解非常耗时&本文将交替极小化关于<
和;的拉格朗日函数%不再精确地求解问题"AA#%即

<‘UA@-+5 K4,
<+ ’7%1(

#"<%;‘%%‘# "A’#

;‘UA@-+5K4,
;+

#"<‘UA%;%%‘# "A##

通过对 #"<‘lA%;%%‘#重新整理得到%问题"A##等价于
K4,
;+
8;A=‘UA8!R "AF#

其中!=‘lApA#%
‘l<‘lA&问题"AF#意味着;‘lA为=‘lA到 上的投影%则有;‘lAp[+)3>=

‘lA&利用引理!%

可得;‘lAp:’:8=‘lA:(l:
8%其中:为"F#中给出的列矩阵%并且’:8=‘lA:(l为:

8=‘lA:+5H在5Hl上
的正交投影%定义为!

’:8=‘UA:(U @?
‘V4-5"’#‘A(U%;%’#

‘
H
(
U
#"?‘#8 "A%#

其中!’&(l K-U="%&>%&+2%#‘A%;%#
‘
H 是:

8=‘lA:按递增排序的特征值%?‘是正交分解中的正交矩阵&
由"A!#可以得出!

%‘UA@%‘U#"<‘UAA;‘UA#@#"=‘UAA;‘UA# "A$#
根据上述的讨论%可得到求解问题"##的如下交替方向乘子法"S.<2+,-<4,5>4+27<4),O2<1)V)/O*.<4[.42+%

S>OO#&
算法!!"S>OO算法#
步骤A!输入参数;"+ %%$7"%罚参数#%"%7)1以及终止精度%%"%利用式"F#计算:%令‘p"&
步骤!!求解问题"A’#%得最优解<‘lA&

步骤’!计算=‘lApA#%
‘l<‘lA%对:8=‘lA:特征值分解&令;‘lAp:’:8=‘lA:(l:

8&

步骤#!若8<‘lAG;‘lA8#%%停止%<‘lA是问题"$#的一个近似最优解&
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步骤F!计算%‘lAp#"=‘lAG;‘lA#%令‘p‘lA%转至步骤!&
类似于文献’AC(中定理!的证明方法%可以证得算法A的如下收敛性结果&
定理)!算法A产生的序列=<‘>收敛于问题"$#的最优解&

=!求解问题$:=%的割平面算法

!!本小节讨论如何求解S>OO算法中的问题"A’#&首先忽略问题"A’#中的常数项%将问题"A’#重写为
以下形式!
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!
R
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,
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其中!#x‘ #
Gl%‘G#;‘&问题"AE#的拉格朗日问题为!
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"AC#

其中!!+2Tl%#+2
I
l是拉格朗日乘子&问题"AC#是一个严格凸二次规划问题&故问题"AC#的最优解是唯

一的%且由如下公式给出!

<"#%!# K4,K-U$%A
A
# #
x‘U)

T

(@A
!(#

A
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I
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#(&x’7(%1((" #’ (%8A= > "!"#

其中分段取最小值和最大值&问题"AE#的拉格朗日对偶问题为!

K-U
#$"%!$"

X"#%!# "!A#

对偶问题"!A#可以改写为一个等价的线性规划问题!

K-U!Q$

;D<D!Q# #x‘U)
T

(@A
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A
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!!&$$%!$$

,
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.

"!!#

基于问题"!!#%可以得到求解问题"AE#的割平面算法"T*<<4,5[.-,2%TZ#&
算法)!"TZ算法#

步骤A!输入参数#x%%‘%;‘%&x’7%1(
%#以及终止精度%%"&

步骤!!选择一个可行解<"+ ’7%1(&令’pA&
步骤’!求解线性规划问题!

"8;’#

K-U!Q$

;D<D!Q# #x‘U)
T

(@A
!(#

A
(U)

I

(@A
#(&x’7(%1((" #5<(U#!8<

(8!R%(@"%A%;%’AA%

!! #$$%!$$&

,

-

.
令"#’%!’%Q’#是问题"8;’#的最优解&

步骤#!由式"!"#计算<"#’%!’#&令

X#’%!’" #@ #x‘U)
@

(@A
!(#

A
(U)

I

(@A
#(&x 7(%1(’ (" #5<(U#!8<

(8!R&

若Q’#X"#’%!’#G%%终止%"#’%!’#是问题"!!#的最优解&否则%令’p’lA%转步骤!&

>!数值实验

!!本节给出问题"A#的>bZ松弛的数值结果%并通过数值实验验证S>OO算法的有效性&数值实验在
O-<.-MP!"A$-上实现%在ZT机"!BC"I4\]%A%I4a%S>O#上运行&对具有随机数据的问题"##测试了
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S>OO算法%并同商业求解器Tc_进行数值比较&在数值实验中设置%pA"GF&
测试问题是带有箱子约束N+’"%A(2 的问题"A#%测试问题中的参数由与文献’C(相同的方式随机生

成%具体如下!

-##%$的形式为!#p?A?8%其中!
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C’‘"‘pA%;%2#为区间’GA%A(上的随机数%A‘"‘pA%;%I#服从9"GA%"#%A‘"‘pIlA%;%2#服从9""%A#%

$服从9"GA%A#&
M##(的形式!#(p9

8
(9("(pA%;%T#%9(+9"GA%A#%且9(+2

2&

7#&p"&(’#+2
He2%’p"’A%;%’H#

8%其中&(’+9"GF%F#%’(+9’Q(%Q(lA(%且Q(p"BF)
2

’pA
K-U""%

&(’#&
表A给出了S>OO算法与Tc_对问题"##的A"个随机测试例子的平均数值结果%其中TpF%9迭代

步数:)9最优值:和9时间:分别表示算法对A"个测试问题得到的平均迭代次数)平均最优值和求解问题"##
的平均时间"单位!;#$94:表示算法未能在’%"";内找到最优解&由表A可知%S>OO算法可以有效地找
到问题"##的近似最优解%而Tc_只能求解小规模问题%且当问题维数较高)模型较为复杂时Tc_无法找
到问题的最优解%并且求解速度较慢%针对2p!""以上的问题%Tc_无法在’%"";内求到最优解&相比之
下%S>OO算法可以较快地求解问题"##%并且对于2p#""或F""维的大规模问题也能有效地求解&

表:!KT?与7BWW算法对问题$>%的平均数值结果

2 I
Tc_ S>OO

最优值 时间*; 最优值 时间*; 迭代步数*步
!" F G#B"!CA AB#% G#B"!CA "B%% A"FC
F" F G%BA%%$ !ABC" G%BA%%$ ’BAC ’!%$
$" F GFBC#A’ A!EBE" GFBC#A’ #B%E !A#"
A"" F GFB%E%’ $E#B!" GFB%E%’ $B#E !F"A
!"" F 4 4 G’BE$%E ’#B!E #"A#
’"" F 4 4 G"B’’CC C#BEF #CCC
#"" F 4 4 !B$C"% ’!#BA$ %$FF
F"" F 4 4 A"B!%’# F$#B’A $#EE
!" A" GCB’%CE AB#F GCB’%CE "BC’ A"AC
F" A" GCBAFC% !’B!! GCBAFC% #B!’ #A#F
$" A" GAFB#$’’ A’AB’" GAFB#$’’ $B%E ’!FC
A"" A" GAAB$F#E $C%B$" GAAB$F#E A!B$’ ’$$#
!"" A" 4 4 GCB!%CA #’BEE #F!"
’"" A" 4 4 G#BCFC’ AFEB!! %E%%
#"" A" 4 4 GA#BC"$$ #"ABE" %CF%
F"" A" 4 4 GEB!!E’ C%#B$A C$E!

C!结!语

!!本文针对一类带凸二次约束的非凸二次规划问题提出了一个紧>bZ松弛%并给出了求解>bZ松弛的
一个交替方向乘子法以及求解子问题的割平面算法&随机例子的数值实验表明%相比较于商业求解器
Tc_%本文提出的交替方向乘子法可以更有效且快速地求解中等规模>bZ松弛问题&然而%本文所提出的

%"% !!!!!!!!浙!江!理!工!大!学!学!报"自然科学版# !"!!年!第#$卷



>bZ松弛方法只能求解带有凸二次约束的非凸二次规划问题%后续将研究非凸二次约束二次规划问题的
>bZ松弛方法&
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