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!!摘!要"可展曲面能无形变地映射至平面!在工业设计领域有着广泛应用(针对基于严格可展条件的重建方法
可能存在逼近误差较大的问题!提出一种基于稀疏优化的网格曲面可展性逼近方法(该方法将)高斯曲率处处为
零*的可展条件松弛为)高斯曲率几乎处处为零*!运用8%范数定义曲面高斯曲率度量!并结合基于拉普拉斯坐标的
逼近能量来控制曲面的形状误差(为求解该非线性非凸问题!采用泰勒公式将高斯曲率函数线性化!并使用交替方
向乘子法对原问题若干子问题进行迭代计算(结果表明$该方法能够有效地控制高斯曲率分布!使高斯曲率场奇异
点集中分布于个别顶点!并能较好地逼近原曲面&相比现有方法!各种模型上的逼近结果在可展性和逼近精度方面
均有提升(
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9!引!言

外形设计是众多制造业产品设计与开发的一个
重要环节%其中不少产品的外形均由二维的样板缝
制或拼接而成$如船壳加工使用的金属板材$服装*
玩具制造业使用的布料$以及家具*皮鞋所用的皮革
等%这些产品的传统设计流程通常以/试验&纠错&
试验0的方式反复试验$即设计师先制定二维样板$
然后试制三维样品$若设计不满意$则根据经验对样
板进行修改并重制样品$如此反复才可获得满意结
果%显然$该过程繁琐且低效$因此不少学者提出了
产品外形的可展曲面建模方法$使得设计的产品模
型能不拉伸地展开到!>平面上%该方法可用于指
导平面板材的裁切$既降低对设计师经验的要求$又
能节省试错的时间$提高生产效率%

可展曲面是一类高斯曲率处处为零的特殊曲
面%可展曲面的建模方法主要有插值法与逼近法%
前者通常根据给定的曲线信息$通过插值计算出完
整的可展曲面&后者以给定曲面为参考$在逼近曲面
的同时增加其可展性%在早期$可展曲面建模的研
究主要针对不同类型的代数曲面$且以插值法为
主(%)%随着制造业工业设计需求的驱动$可展曲面
的研究对象偏向于在实际应用中更为广泛的离散网
格曲面%四边形网格由于其局部网格结构具有天然
的正交性$易于可展条件的数学表示%U4*等(!)基
于变形方法提出了Oh"平面四边形#网格的可展逼
近方法$并用于构造建筑外形%X-S4,):471等(B)基
于可展曲面在流形上可参数化为正交测地曲线族的
思想$提出了基于离散测地网络的建模方法$并研究
了离散测地网络的形状空间(#)$将其应用于复杂模
型的分片可展曲面逼近(F)%d4.4-,等(D)提出了一种
基于弯曲折痕法的可展曲面建模方法$通过交替优
化可展曲面及其展平平面$将平面样板折叠成可展
曲面&为了简化该曲面的构造过程$d4.4-,等($)还基
于绳线网络缝合方法$构建了弯曲折痕曲面%
X-S4,):471等(’)进一步提出了一种基于交互式自由
变形的弯曲折痕曲面建模方法%上述方法均利用了
四边形网格便于可展性数学表示的优势$能够较为
方便地进行算法建模与求解%但在很多场合$三角
形网格比四边形网格应用更为广泛$因此不少研究
从不同角度定义了三角形网格的可展性度量$并运
用几何变形的方法逼近给定的三角形网格曲面%
>27-*L4,等(C)将网格分解为三角形$并基于锥形度
量进行局部锥形逼近$然后运用全局变形法将三角

形缝合$这种锥形度量被应用于基于草图轮廓线的
可展曲面建模(%")%02,5等(%%)基于扩展高斯映射$
提出了一种基于相邻三角形法向差异的可展性度
量$并采用了最小二乘法进行求解$但该方法对高斯
映射中的曲线拟合结果较为敏感%01-,5等(%!)基
于布料仿真思想$提出一种拉伸量可控的可展曲面
拟合方法%6<24,等(%B)提出了一种/铰链度量0$通
过优化非线性能量$使网格的边尽可能与脊线或母
线方向对齐$但该方法与初始三角化较为敏感$且不
考虑网格曲面的逼近误差%62..o,等(%#)将曲面可
展性描述为关于矩阵秩的约束$并运用压缩感知理
论的秩极小化方法进行求解$但该方法仅适用于高
度场曲面%更多方法则利用网格顶点的角亏公式
"离散高斯曲率#定义可展性度量%R-,5等(%F)在角
亏度量的硬约束下进行保边长变形$但其能量函数
非线性程度高$求解复杂&为了降低求解复杂度$他
们分别提出了基于可展拉普拉斯(%D)与最小二乘范
数(%$)的可展曲面逼近方法%徐鹏飞等(%’)利用了最
小二乘范数算法框架$将变形能量替换为尽可能保
刚性能量$能够获得更好的曲面逼近效果%8-,5
等(%C)将基于角亏度量的可展能量与保长能量$采用
局部线性逼近的手段$将问题转化为线性方程$并通
过迭代求解$加快了求解速度%

综上所述$现有方法大多将网格模型看作整体
严格可展的曲面进行求解%但由于实际加工而成的
产品外形往往由多个曲面缝制而成$在曲面的缝合
处可能存在不可展"高斯曲率不为零#的顶点$而现
有方法忽视了该性质$所以往往存在较大的逼近误
差&虽然一些方法采用分片可展的逼近法(F$%B)$但其
不能控制曲面的逼近程度%本文针对严格可展条件
导致逼近误差较大的问题$将可展条件/高斯曲率处
处为零0松弛为/高斯曲率几乎处处为零0$提出了一
种基于稀疏优化的可展曲面逼近方法%该方法运用
8%范数描述高斯曲率场分布$并结合拉普拉斯能量
控制逼近误差$通过优化方法$期望将非零高斯曲率
通过优化方式分布于网格上极少数顶点$同时又能
较好地保持原曲面形状%为求解该非光滑非凸的优
化问题$本文将高斯曲率进行局部线性化近似$并采
用交替方向乘子法"M.<2+,-<4,5L4+27<4),I2<1)L
)/I*.<4N.42+;$M>VV#进行求解%最后通过实验
与已有方法在可展误差和逼近精度两方面进行比
较$验证本文算法的有效性$从而从稀疏优化角度探
讨了一种新的可展曲面逼近方法%
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:!算法建模

:;:!问题描述
给定离散曲面可表示为三角形网格F B2K$

$3$其中!K B2T&(!B3-C%&B" 为顶点集合$$ B
22&3AC%&B" 为三角形面片集合%本文的目标是获得一
个与FX具有相同拓扑连接关系的三角网格曲面$
其中!FXB2KX$$3$KXB2TX&(!B3-C%&B"$使其在尽
可能逼近原始网格曲面F 的同时$提高曲面的可展
性$即使得网格内部顶点/高斯曲率几乎处处为零0%

根据微分几何中可展曲面的定义(!")$一个连续
曲面可展当且仅当曲面的高斯曲率 > 处处为
零$即!

>B/%/!B" "%#
其中!/%和/!分别为最大和最小曲率%因此$为了
构建一个逼近给定网格曲面F 的可展曲面$通常将
问题描述为如下约束优化问题!

I4,
K
IMNN"F$FX#$

;E<E>"T&#B"$&B"$%$4$-C%
)
*

+
"!#

其中!IMNN为曲面的逼近误差度量$>"T&#表示顶
点T&的高斯曲率%该问题的描述方式通常用于逼
近整体可展的曲面$但是对于一般曲面$其内部可能
存在不可展的/奇异点0$且有时无法确定这些奇异
点的分布位置$在这种情况下运用式"!#进行求解将
导致较大的逼近误差%

因此$本文将/高斯曲率处处为零0的严格可展
条件松弛为/高斯曲率几乎处处为零0$并运用8"
范数度量网格上高斯曲率分布$即将高斯曲率度量
I>2:设置为所有网格顶点的高斯曲率所构成向量
!B >"T"#$>"T%#$4$>"T-C%#( )8的非零个数!

I>2:B,!,"B#"&Z>"T&#-"# "B#

!!通过极小化式"B#可使高斯曲率分布尽可能稀
疏%但向量的8"范数是一个非凸非光滑且不连续
的函数$这为优化问题的求解带来较大困难%考虑
到8%范数是8"范数的最紧凸松弛(!%)$本文将8"
范数松弛为8% 范数对其进行近似$将式"B#转
化为!

I>2:B,!,%B’
T(K

>"T# "##

!!由高斯绝妙定理(!!)可知$曲面的高斯曲率是内
蕴的$即由曲面的第一基本型唯一确定%进一步根
据曲面论的基本定理(!!)$曲面的形状由曲面的第一
基本型与第二基本型共同唯一确定%因此$仅由高
斯曲率场不能确定曲面形状%为使重建曲面形状尽

可能逼近原始曲面$本文利用与第二基本型密切相
关的拉普拉斯坐标构造曲面逼近度量IMNN$用以度
量所求曲面与原始曲面之间的距离误差%结合可展
度量I>2:$该可展性逼近问题可描述为如下优化
问题!

I4,
K
I>2:N+IMNN "F#

其中!+为平衡两个能量项"可展性与逼近程度#的
权重%
:;<!离散化

为求解式"F#所描述的优化问题$需首先对该公
式进行离散化%对于高斯曲率度量I>2:$其重点对
顶点高斯曲率方程进行离散化$通常网格内部顶点
T&的离散高斯曲率>"T&#采用角亏公式$即!

>"T&#B
%
":
!*C’

[
![" # "D#

其中!":为顶点T&的b)+),)4面积"图%中深色区
域的面积#&![为顶点T&在相邻面片[上的内角%

图%!三角网格上顶点T&的局部区域

为较好地保持原曲面的形状$采用原始曲面的
离散拉普拉斯坐标对曲面的局部细节进行编码%同
时$为使网格顶点T& 在变形过程中与原始网格F
对应顶点T"& 偏离量尽可能小$因此曲面逼近能量
IMNN可描述为!

IMNNB’
T&(K
"UN,T&CT"&,!!NU.,"T&C"T"&,!!#

"$#
其中!UN和U.分别对应两种约束的权值&"为余
切权离散拉普拉斯算子(!B)$形式为!

8&[B
C
%
!":

"7)<0&[N7)<1&[#$&-[&

’TP(("T&#8&P$ &B[
)

*

+

"’#

其中!*"T&#表示与顶点T&相邻的一圈顶点&0&[和

1&[表示边T&T[的两个对角$如图%所示%
将式"##和式"$#分别代入式"F#$并改写为矩阵

形式$得到最终的优化目标方程!
I4,
#
,!,%NUN,#$#",!!NU.,"#$"#",!!

"C#
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其中!#和#"分别为所有网格顶点T&和原始网格
顶点T"& 组成的向量%

<!数值求解

<;:!高斯曲率线性化
在式"C#中$离散高斯曲率>"T&#关于顶点坐

标的函数形式复杂$且高度非线性非凸%若直接对
其进行求解$不仅计算开销大$收敛性也较差$因此
本文采用与文献(%C)类似的思路$对离散高斯曲率
函数局部线性化近似$即在当前网格F7*+上对其使
用泰勒公式$得到!

>"T&#.
%
":
"!*C!"T7*+& #N

’

!"T7*+& #8"T&CT7*+& ##

"%"#
其中!!"T&#表示顶点T&的内角和函数$T7*+& 表示顶
点T&在当前网格F7*+的位置$

’

!"T7*+& #表示内角和
函数在当前网格F7*+上的梯度向量%式"%"#的具
体推导公式可见文献(%D)%为简化表示$令’&B

C

’

!"T7*+& #
":

$\&B
%
":
"!*C!"T7*+& #N

’

!"T7*+& #8.

T7*+& #$代回式"C#中$并整理为矩阵形式$得到!
I4,
#
,%#&’,%fUN,#$#",!!N

U.,"#$"#",!! "%%#
其中!%和’分别表示所有’&和\&组成的向量%

<;<!7IOO法求解
本文采用M>VV 数值方法(!#)求解式"%%#所

表示的稀疏优化问题%首先$通过引入辅助变量
()%#&’$简化8%范数的表达式$从而将式"%%#
转化为如下约束优化问题!

I4,
#$(
,(,%NUN,#$#",!!NU.,"#$"#",!!$

;E<E()%#&’
)
*

+
"%!#

!!然后$根据增广拉格朗日法"M*5I2,<2L
U-5+-,52I2<1)L$MUV#将原问题"%!#转换为求
解对应的增广拉格朗日方程!
8"#$($*$&#B,(,%N5*$($"%#&’#6N
&
!,($

"%#&’#,!$NUN,#$#",!!N

U.,"#$"#",!! "%B#
其中!&#"为惩罚系数&*为拉格朗日乘子组成的
向量&5.$.6表示矩阵的内积算子%在求解此无
约束优化问题时$虽然更新&和*计算简单$但是每
次迭代都需要同时求解#和($该求解过程计算复
杂度高且难度大%因此$本文使用交替方向法
"M.<2+,-<4,5L4+27<4), I2<1)L$M>V#(!F)$拆分
MUV中#和(的更新计算$变为在迭代中分别轮流
更新#和($将式"%B#的求解转化为如下多个子
问题!

("PN%#B-+5I4,(,(,%N5*"P#$(C"%#"P#N’#6N&
"P#

!,($
"%#&’#,!$$

#"PN%#B-+5I4,#5*$("PN%#C"%#&’#6N&
"P#

!,(
"PN%#C"%#&’#,!$NUN,#$#",!!NU.,"#$"#",!!$

*"PN%#B*"P#N&
"P#"("PN%#C"%#"PN%#N’#$

&
"PN%#B%&

"P#

)

*

+
"%##

!!对于更新(的子问题$有如下闭式解!

("PN%#B;1+4,‘"%#"P#N’#C %
&
"P#*

"P#$%
&
"P#" #
"%F#

其中!;1+4,‘".$.#为对矩阵所有元素; 的压缩
算子!

;1+4,‘";$$#B;45,";#I-P"Z;ZC$$"#"%D#

!!对于更新#的子问题$根据极值存在的一阶偏
导条件得到如下线性方程组!

&%8%N!U."8"N!UN"" ##B
%8"*N&"($’##N!"U."8"NUN"##""%$#

!!该线性方程左侧的系数矩阵是对称正定"6O>#矩
阵$且在迭代过程中其矩阵结构保持不变$故可采用乔

利斯基分解法(!D)对该系数矩阵进行结构预分解!

"
!
+
!
"
!
8B&%8%N!U."8"N!UN" "%’#

其中!"
2
是下三角矩阵$+

2
是对角阵%使用分解后

的矩阵回代式"%$#求解K$步骤如下!

"
!
,
!
)%8"*N&"($’##N!"U."88NUN"##"$

+
!
-
!
),

2
$

+
!
"
!
8#)-

2

)

*

+

"%C#

由于结构分解占用了线性方程组求解的大部分
时间$而结构预分解后$每次迭代仅需进行数值分解
与回代计算$因此结构预分解可以提高该线性方程
组的求解效率%
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综上$基于稀疏优化的可展性逼近的算法流程
见算法%%

算法#!基于稀疏优化的可展性逼近
输入!原始网格F$平衡权重+$保型能量权值

UN$U.$压缩因子$
输出!结果网格FX

%初始化*""#B$$&#"$%#%&
!_14.2"能量未收敛#2
B使用式"%F#求解("PN%#&
#使用式"%’#-"%C#求解#"PN%#&
F根据式"%##更新&

"PN%#&
D根据式"%##更新*"PN%#&
$3
’返回结果网格的顶点位置#X&

?!结果与讨论

为测试和评估本文方法$本文通过实验分析参
数设置对算法的影响$并与现有方法进行对比%实
验所用软件环境为 R4,L)_;%"操作系统$硬件环
境为BA#ZQK@,<2.])+24F&$F""]O9$并搭配%D
Z[内存$算法中涉及的线性方程组求解及相关矩
阵运算使用H452,库%实验中所用模型的信息如表
%所示$为了使得参数设置不受模型尺寸与初始拓
扑影响$本文将输入模型的三维坐标统一归一化到
("$%)$然后将式"C#中的权重默认设置为!UNB
"A%U.B+%

表:!所用模型的信息

模型
名称

顶点
数’个

面片
数’个

初始II2-,> 初始II-P>

布片 !!C #"B DA$B!%r%"G! CA"#$#r%"GB

8恤 $%# %!$! %A##CBr%"G! !A%BD!r%"G%

裙子 $D" %B’% FA!BBFr%"GB !A’FF%r%"G!

短裙 FD" CCB FA%!%%r%"G! #AD’DDr%"GB

!!本文从两方面评估方法的有效性$即可展误

差与逼近误差%因此$本文给出如下量化评估
方法!
-#对于可展误差$定义平均可展误差!II2-,

> B
%
04,’T(K4,Z>"T#Z和最大可展误差!I

I-P
> B

I-P >"T#!T(K4,2 3%
S#对于逼近误差$采用距离与面积变化率进行

刻画%由于曲面在变形过程中顶点的分布可能发生
切向偏移$常用的点到点欧氏距离不能准确描述实
验方法的逼近效果$故本文使用逼近曲面FX 到原
始曲面F 的全局误差---霍斯托夫距离进行度量!
IQBI-P2I4,2,T&CT[,!ZT[(F3ZT&(FX3&
同时$为保持曲面的表面积$引入曲面表面积变化
率!IMB M+2-"FX#CM+2-"F#’M+2-"FX#%

本文采用颜色映射热力图可视化可展误差$颜
色表示每个顶点的高斯曲率绝对值$深色表示绝对
值较小可展性较好$颜色越浅则可展性越差%

为观察参数&和%对实验结果的影响$本文在
相同平衡权重+下$比较不同&和%下的实验结果
"见图!-图B#%由图!"-#可见$公式总能量下降
速度与&成反比$即&越小能量下降越快%而当&
取值过小时$如&B%"B$能量曲线出现波动现象"见
图!"-#中方块标记曲线#%但是$从固定&设置不
同%值的实验结果"见图!"S##中发现$当%B%A"!
时在相同迭代次数内方程总能量下降得更低$并且
下降曲线也更为光滑%图B为不同权重下的可展逼
近得到的模型$以图B"S#的实验结果为比较基准$&
值设置更大的实验结果"见图B"7#-"L##与之在相
同迭代次数下相比$曲面的可展逼近效果十分有限&
与不同%值的实验结果"见图B"2#-"/##相比较$

%B%A"!对应的实验结果显然具有更好的可展逼近
效果$并且未出现额外的高斯曲率奇异点%根据本
文实验$参数设置为&B%"B*%B%A"!的情况下能够
得到最优的实验结果%

图!!不同&和%情况下方程总能量与迭代次数的关系曲线
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图B!不同&和%情况下本文方法对布片
模型处理后的高斯曲率分布

!!图#和图F展示了在相同&和%情况下$不同
平衡权重+对应的实验结果%从图#可见$当+过
小$将导致数值求解不稳定$使实验结果的可展与逼
近误差均较大&当+增大至%"GB及以上$随着+增
大逼近误差逐渐降低$同时可展性误差逐渐升高$说
明+能够有效平衡算法的可展性优化效果和逼近
程度%根据本文实验$多数情况下$当+B"A"%时$
算法能够获得较平衡的实验结果%

图#!不同平衡权重+下的误差曲线

为验证本文提出的松弛可展约束并使用稀疏优
化的方法能否获得更好的可展性优化效果和逼近精
度$本文分别使用本文方法以及未松弛可展约束的方
法(%D&%$)测试了8恤模型%其中文献(%D)和文献(%$)
均采用严格的可展约束$实验结果见图D%文献(%D)

图F!不同+情况下本文方法对布片模型处理后的高斯曲率分布

的方法基于可展拉普拉斯$并使用直接牛顿法求解$
虽然整体有不错的可展逼近效果$但从图D"7#的实验
结果中能够看出$8恤模型两侧腋下部分均有较大的
形变%文献(%$)的方法是在更新网格时使用拉普拉
斯变形提供了一定的保形效果$但正是由于拉普拉斯
变形的平滑效果也导致了模型大部分细节的丢失$图
D"L#中8恤下部左右两边的凹陷均被抹平%而本文
方法的实验结果"图D"2##$模型上两处高斯曲率误差
集中的位置符合实际中服装/省尖0所存在的位置&从
误差数据"表!#也能够看到$本文方法具有与文献
(%D)方法同一数量级的可展逼近效果$同时在各项逼
近误差上相比两种对比方法均有#"a以上的领先%

为分析本文方法的逼近效果$本文使用裙子模
型进行了实验$并与文献(%C)的方法进行比较$结果
见图$%文献(%C)与本文方法类似添加了逼近约
束$但文献(%C)选择边长作为约束目标$导致逼近过
程中出现不规则褶皱$如图$"S#模型左上角%而本
文方法使用了描述局部特征的拉普拉斯坐标作为逼
近约束$虽然损失了少部分的逼近精度$但是并未出
现上述的情况$保持了模型的光滑&并且得益于稀疏
优化的思想$高斯曲率分布更合理$使得本文方法在
平均可展误差方面比文献(%C)的方法降低了约BFa%

FD第%期 龚伟华等!基于稀疏优化的可展曲面逼近方法



图D!文献’%D&%$(和本文方法对8恤模型处理后的高斯曲率分布

图$!文献’%C(和本文方法对裙子模型处理后的高斯曲率分布

!!此外$本文与文献(%B)中的方法也进行了比较
实验$该方法同样采用将曲面的高斯曲率聚集到部
分顶点的思想$实验结果如图’所示%从图’"7#中
可以看到$由于文献(%B)通过定义/铰链0聚集高斯
曲率$导致该方法对应的模型上出现明显的/折痕0$
与之相比本文方法的逼近结果更加自然$同时在可展
逼近效果上也有较大优势$在实际中应用更加灵活%

图’!文献’%B(和本文方法对短裙模型处理后的高斯曲率分布

DD !!!!!!!!浙!江!理!工!大!学!学!报"自然科学版# !"!!年!第#$卷



本文方法的主要耗时步骤为计算#"PN%#所涉
及大型稀疏线性方程组的求解%虽然本文运用乔
利斯基分解法$对系数矩阵进行结构预分解$加快
了求解效率$但仍占用了大部分计算开销%本文

比较了各个算法在不同模型上的运行时间$实验
数据见表!%由表!可见$本文方法相比于文献
(%C)方法具有明显优势$而与其他方法相比$效率
相当%

表<!各实验结果具体误差数据
模型名称 逼近方法 实验结果 运行时间’; II2-,> II-P> IQ IM’a

布片

布片

8恤

裙子

短裙

本文方法

本文方法

本文方法
文献(%D)
文献(%$)
本文方法
文献(%C)
本文方法
文献(%B)

图B"S# ’AFF !A$$#Fr%"GB %A%%DCr%"G! %AF""$r%"G% "A!B
图B"7# ’AF! %AD$F$r%"G# %ACC$#r%"G! %A$B%$r%"G% !A’C
图B"L# ’AF# !A%D""r%"GB #A$BD"r%"G! %A!$CFr%"G% %A$$
图B"2# ’A#$ FAD%’Fr%"GB DA!#$$r%"G! CA$’’Dr%"G! "A#"
图B"/# ’A#C %A%’#Dr%"G! $A!FB!r%"G! !AD##$r%"GB "A!’
图F"S# ’A#B BA"D$’r%"GB FACD’Fr%"G! %A"#F#r%"G% "AB#
图F"7# ’AF# BABCB"r%"G# FA"!""r%"G! %A!%%Fr%"G% "AB!
图F"L# ’AF" FA’’"%r%"GF ’A$D"Fr%"GB %A%"""r%"G% "A!D
图F"2# ’A#’ FA’!!%r%"G# CAC"F$r%"GB CA%"’Fr%"G! "A%%
图F"/# ’AF% #ACCB$r%"GB BA’$"%r%"G! $A’"BFr%"G! "A"%
图D"2# !CAF $AB!BBr%"G# $A’’’%r%"G! #A#D$Dr%"G! %A#D
图D"7# !!A# %AFD$Cr%"G# !A$#C!r%"G! $A$D!Fr%"G! FADB
图D"L# !$A$ ’AB%"$r%"GB $A#%""r%"G% %A%D’%r%"G% %"A’D
图$"L# !$AF BABC!’r%"GB BAF#C$r%"G! %AD!"!r%"G! "A#’
图$"7# BFA# DA$’%!r%"GB BA’’#Br%"G! %A$!’Fr%"G! "AFF
图’"L# %’A% CADCDCr%"GF !ADBDCr%"GB BA$%"Cr%"G! "AB$
图’"7# %$A’ !A#CF!r%"G# %A%FC"r%"G! !A#%!Cr%"G! "A%C

B!结!论

本文提出了一种基于稀疏优化模型的离散曲面
可展性逼近方法%该方法松弛了曲面严格可展的约
束$采用稀疏优化方法自动优化高斯曲率场的分布$
求解时使用M>VV迭代求解$保证了方程的收敛
性%实验结果表明$与未考虑保形的文献(%D)方法
的比较实验中$本文在可展性优化效果上有一定劣
势$但在其余情况下本文方法均能得到良好的可展
效果$同时能够较好地控制逼近精度%

由于自动优化高斯曲率分布的方法具有一定的
随机性$在某些场合可能导致逼近结果不符合实际
期望$此时为获得满意的结果需要调节方程中的参
数多次尝试$这将限制该方法的在不同情况下的适
用性%在未来的工作中$将结合半自动方法$在部分
确定异点位置的情形下探索符合实际需求的高斯曲
率场的求解方法%
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