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!!摘!要"为了研究度量空间中*Edw6=w0w提出的拟双曲映射是否具有从局部到整体的性质!首先!利用拟双曲
映射的性质!证明拟双曲映射的逆映射是一个完全拟双曲映射&其次!为了保证曲线分点的个数为有限数!引入了拟

*+3.(R/00域的概念!从而建立局部拟双曲度量与整体拟双曲度量之间的关系&最后!在两个适当的拟凸度量空间之
间!证明半局部的拟双曲映射是全局的拟双曲映射(
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6!引!言

拟双曲度量作为欧氏空间!2 中经典双曲度量的自然推广#是由J43-6.7等(#(!)在!"世纪’"年代提出
的&自出现以来#拟双曲度量已经成为几何函数论的重要研究工具#与拟双曲度量有关的理论已被推广到度
量空间和M/./93空间#具体结论参见文献()(&)&基于拟双曲度量#dw6=w0w等())以及其他学者(’(F)在M/./93
空间中研究/K-44(Q6O4.=6+.0拟共形映射#并得到了很多结果&在自由拟共形的研究中#dw6=w0w研究了
8+06Q映射())*拟双曲映射($)和粗拟双曲映射($)等几类映射&其中拟双曲映射不仅是自由拟共形映射的一个
特例#也是拟双曲度量空间中的M6(I6T=936>P映射&



#DDF年#S46.+.4.等(D)证明#在包括欧几里得空间在内的一大类空间中#拟共形映射和拟对称映射是
定量等价的#由于这两个概念是等价的#因此数学工作者对研究适当空间之间的拟对称映射非常感兴趣&

S,/.7等(#")证明#在两个适当的度量空间之间的拟对称映射下#拟双曲度量是拟不变的%此外#他们还证明#
拟双曲度量的拟不变性意味着对应的映射是拟共形的&I6,等(##)研究了粗的拟双曲映射和拟对称映射之间
的关系#证明!在两个适当的拟双曲度量空间中#若同胚映射是一个粗拟双曲映射#那么它是拟对称映射&本
文主要考虑拟双曲映射的局部性质#并研究两个适当的度量空间之间的如下问题!

设4#3为两个度量空间#.#.R为4#3的子域#[!.-.R为同胚映射#如果存在=.##使得对/K0
.#都有区域W"K$1.#使得[]W"K$!W"K$-["W"K$$为=X拟双曲映射#设="A=""=$#那么[是否
是.上整体的="(拟双曲映射5

上述问题就是dw6=w0w在文献())中提出的/AT4.T-+R04O#)0#即拟双曲映射是否具有从局部到整体的
性质&
S,/.7等研究了dw6=w0w的这个问题#在文献(#!)/:34+-4O#C#"0中报道了该问题的结论!
设4 为M#X拟凸*Q4.=4度量空间#3为M!X拟凸*Q4.=4*T-+T4-度量空间#.24 和.R23为两个子

域#如果同胚映射[!.-.R为=4O6(0+9/0=(拟双曲映射和=4O6(0+9/0.(拟对称映射#则[在.上为整体的
="X拟双曲映射#其中!="A=""M##M!#1#=$&

本文进一步研究dw6=w0w提出的这个问题#得到以下结论!对于满足一定条件的拟凸度量空间4 和3#
.#.R分别是4*3中子域#且.为拟*+3.(R/00域#则可以得到拟双曲映射[!.-.R的局部到整体的性质&
本文首先介绍了一些基本概念#如拟凸度量空间*拟双曲映射等#然后介绍了一些引理*定理及其证明#最后
概括了本文的结论及不足之处&

7!预备知识

在本文中#对任意K#G04#开球表示为S"K#Y$A2G!]KBG]&Y3%%."K$AQ6=>"K#43.$表示K
到43.的距离&

任意连续映射#!((#L)-4 的长度定义为!

V"#$A=,T$
5

)A#
]#"J)$B#"J)N#$]2 3#

其中!上确界是由划分(AJ"&J#&6&J2AL决定%若V"#$&v#则曲线#称为可求长的&若对任意K#

G0.#在.中存在可求长曲线连接K#G#则称.24 为可求长连通区域&
定义7(#!)!设#为.24 中可求长曲线#则#的拟双曲长度定义为!

VI"#$A*# Q*
%."K$̂

.中K#G之间拟双曲距离定义为!
I."K#G$A6.1

#
VI"#$̂

!!定义9(#!)!设M.##如果对任意K#G04#存在曲线#连接K#G#满足V"#$#MKBG #则称4为MX
拟凸度量空间&

定义>(#")!若度量空间4 中任意一个闭球都是紧集#则称4 为T-+T4-空间&
定义?(#")!设4 为度量空间#若对任意K##K!04#Y##Y!0!

N#当 K#BK! &Y#NY!时#有S"K##
Y#$4S"K!#Y!$56#则称4 为Q4.=4空间&

定义@(#!)!设[!4 -3为同胚映射#如果存在= .##使得对任意K#G0.#有
I."K#G$
= #I.R"["K$#["G$$#=I."K#G$#

则称[为=X拟双曲映射#简称=BgS&若[在.的任意的子域上都是=X拟双曲映射#那么称[为1,00?
=(拟双曲映射&

定义U(#")!设[!4 -3为同胚映射#对任意K04#WASK#%J"K$" $#如果[限制在W上为=X拟双
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曲映射#则称[称为=4O6(0+9/0=(拟双曲映射&
定义L!设4为度量空间#SAS"K#Y$为4中的开球#对于任意G0S#如果在S中存在一条可求长曲

线#连接K#G#对任意’0("#V"#$)#曲线#的弧长参数曲线#*!("#V"#$)-S满足!#*""$AK##*"V"#$$A

G#Q6=>"#*"’$#43S$.
’
.
#则称S为拟.(*+3.(R/00#其中..#为一个常数&

定义‘!设4为一个度量空间#.24为4中的子域#若.中每一个开球S"K#Y$都是拟/(*+3.(R/00#
则称.为拟.(*+3.(R/00域&

定义=(##)!设[!.-.R为同胚映射#如果满足以下条件!

=,T
"&Y&YK#0

F"["S$$
Q6=>"["S$#.R3["0S$$2 3#=#

则称[ 有"=#0$(环性质#其中!F"["S$$表示["S$的直径#YK#0 A
%. K"$
0

#S ASK#Y" $#0S A

SK#0Y" $&
定义76(##)!设.24和.R23是两个子域#"&J"###存在同胚映射!!("#J"$-("#v$#其中!""$A

"#设[!.-.R为同胚映射#若对任意K#G0.#满足 KXG #J"%."K$#如果有
]["K$B["G$]
%.R"["K$$ #!]

KBG]
%."K$" $#

则称[为"!#J"$(-40/>6<4映射&若J"A##那么称[为!(-40/>6<4映射&
为了证明定理##本文给出下面一些引理&
引理7(#))!设4 为MX拟凸度量空间#且.24 是一个域&
/$对.中任意两点K#G#有

KBG #"4I."K#G$B#$%."K$̂

!!R$设O0.#"&J&##若K#G0S. O#
J
!M%.

"O$" $#则
M
MNJ

KBG
%."O$ #

I."K#G$#
M

#B
MN#
!MJ

KBG
%."O$

^

!!9$设K#G0.#且 KXG #
#
)M%.

"K$或I."K#G$###那么

#
!
KBG
%."K$

#I."K#G$#)M
KBG
%."K$

^

!!由于拟双曲度量的性质非常复杂#而上述引理#建立了拟双曲度量与范数之间的关系#从而可以用简单
的范数来表示复杂的拟双曲度量&

引理9’7>(!设4为MX拟凸度量空间#.24是一个子域#则度量空间".#I.$为"(拟凸的#其中0为大
于#的任意常数&

引理>’79(!设4*3为M#*M!X拟凸度量空间#.24 和.R23为两个子域#[!.-.R为同胚映射#记

+"K#[$A06O=,T
G-K

["K$B["G$
KBG

#其中K为非孤立点#有以下结论!

/$若[是=X拟双曲映射#则对/K0.#有下面不等式!
+"K#[$+%."K$#M#=+%.R"["K$$和+"["K$#[

B#$+%.R"["K$$#M!=+%."K$̂

!!R$对任意K0.#若/$中上述不等式成立#则[为!M#M!=(拟双曲映射&

引理?’7>(!设4 为MX拟凸度量空间#.24 为4 中的子域&对于任意的K 0. 和"&*&
#
M
#令

WAS"K#%."K$$#当 KXG #*%."K$时#有

IW"K#G$#
M
#B*M

0.#N
KBG
%."K$" $̂
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9!定理及其证明

本文定理#通过建立局部拟双曲度量与整体拟双曲度量之间的关系#得到了拟双曲映射具有局部到整
体的性质&这一节介绍本文的主要结论及其证明&

定理7!设4 为M#(拟凸*Q4.=4度量空间#3 为M!(拟凸*Q4.=4*T-+T4-度量空间#. 24 为4 中拟
.(*+3.(R/00域#..##.R23为3中的子域#设同胚映射[!.-.R为=4O6(0+9/0=X拟双曲映射#= .##
则[在.上为=#(拟双曲映射&
987!引理@和引理U

在证明定理#之前#本文先给出引理%和引理&&
引理@!设4*3为M#*M!X拟凸度量空间#.24 和.R23为两个子域#如果同胚映射[!.-.R为

=X拟双曲映射#则[为1,00?=!X拟双曲映射#其中=!A#!M#M!=!+O/U2M##M!3̂
证明!设任意W% 1.为.中的子域#["W%$表示W%在[下的像#固定一点K0W%#由引理)可知#

只需要证明!
+"K#[$+%W%"K$#&M#M!=

!+%["W%$"["K$$和+"["K$#[B#$+%["W%$"["K$$#&M#M!=
!+%W%"K$̂

!!由于相似性#令%."K$A%.R"["K$$A#̂
因为[为=X拟双曲映射#由引理)有+"K#[$#M#=#+"["K$#[

B#$#M!=#因此#只要证明!

#
&M#=

#
%W%"K$

%["W%$"["K$$#
&M!= "#$

!!由于对称性#只需要证明式"#$右端不等式&下面分两种情况展开讨论!

/$%["W%$"["K$$.
#
)M!=

由̂于W% 1.#可以得到!

%W%"K$
%["W%$"["K$$#

)M!=%W%"K$#)M!=%."K$A)M!=^

!!R$%["W%$"["K$$&
#
)M!=

取̂"&’&
#
)M!=

B%["W%$"["K$$#由%["W%$"["K$$的定义可知#存在一点

["G$033["W%$#使得!

["K$B["G$&%["W%$"["K$$N’&
#
)M!=

"!$

于是!

%.R"["G$$.%.R"["K$$B ["K$B["G$"#B
#
)M!=

"" ")$

因此#可以推出["G$0.R̂令G为["G$逆映射到4 上对应的点#不难知道G0.3W%^

因为 ["K$B["G$&
#
)M!=

A
%.R"["G$$
)M!=

#根据引理#9$#可得!

I.R"["K$#["G$$#)M!
["K$B["G$
%.R"["K$$ &

#
=

"$$

由于[为=(拟双曲映射#所以!
I."K#G$#=I.R"["K$#["G$$## "%$

再次应用引理#9$#结合式"!$,"%$#可以推出!

%W%"K$# KBG #!I."K#G$%."K$A!I."K#G$#!=I.R"["K$#["G$$&

&M!=
["K$B["G$
%.R"["K$$ A&M!= ["K$B["G$#&M!=(%["W%$"["K$$N’)̂

当’-"时#得%W%"K$#&M!=%["W%$"["K$$̂
因此#式"#$右式得证#根据引理)R$#可知[]W% 为=!(拟双曲映射#其中!

=!A#!M#M!=
!+O/U2M##M!3̂

F)F !!!!!!!!浙!江!理!工!大!学!学!报"自然科学版$ !"!#年!第$%卷



!!引理U!设4 为M#(拟凸*Q4.=4度量空间#且.24为4 中的拟/(*+3.(R/00域#3为M!(拟凸*T-+T4-*
Q4.=4度量空间#.R23为3中的子域#对于/K0.#WAS"K#%."K$$#WRA["W$#若同胚映射[!.-
.R为=4O6(0+9/0=X拟双曲映射#= "##则!

%WR"["K$$.2%.R"["K$$#

其中!2A #
)=$

#=$A"#N=%$!’M#$"#N.$N#B##=%A!’M!4
$M#=!
!M#B#^

证明!本文主要分三步来完成定理证明&

/$证明[具有"=)#0$X环性质#其中=)A)4
!M
#
=!

!M#B##0A)M#^
对于任意O0W#SAS"O#Y$#)M#Y&%."O$#令S#A)M#S7W#要证存在常数=)#使得!

F"["S$$#=)+Q6=>"["S$#.R3["0S$$ "&$

!!对于/(0S#8L0S#使得!

["($B["L$.
#
)F
"["S$$̂

!!因为S#A)M#S7W#且(#L0SASO#
#
)M#
%S#"O$" $#根据引理#R$#有!

IS#"(#L$#
M#

#B
M#N#
!M#

+!
)

(BL
%S#"O$

A
)M!#
!M#B#

(BL
%S

#
"O$&

)M!#
!M#B#

+!
)M#
A
!M#
!M#B#̂

结合引理#/$#可以得到!

0. [
"($B["L$
%["S#$"["($$

#0.#N
["($B["L$
%["S#$"["($$

" $#I["S#$"["($#["L$$#=!IS#"(#L$#
!M#=!

!M#B#̂

!!因为 ["($B["L$.
#
)F
"["S$$#有!

F"["S$$#)["($B["L$#)4
!M#=!
!M#B#%["S#$"["($$#)4

!M#=!
!M#B#F"["($#33["S#$$̂

由于(的任意性#可以得到!

F"["S$$#)4
!M#=!
!M#B#6.1

(0S
F"["($#33["S#$$#)4

!M#=!
!M#B#6.1

(0S
F"["($#.R3["S#$$#

)4
!M#=!
!M#B#F"["($#.R3[")M#S$$̂

!!因此#式"&$成立#其中=)A)4
!M#=!
!M#B##0A)M#^

R$对任意K#G0WAS"K#%."K$$#有 ["K$B["G$#=$%WR"["K$$#其中!

=$A"#N!’M!4
$M#=
!M#B#$!’M$#"#N.$N#B#̂

记WRA["W$#KBG AJ%W"K$&下面分两种情形来证明R$!

情形#!当"&J&
#
")M#$

)时#[为"!#J
9$(-40/>6<4映射#其中J9A #

")M#$
)^

设5 为使得")M#$
5J&#成立的最大整数#5 .)#即")M#$

)J&#&对于任意的"#:#5#令Y:A
")M#$

:J%W"K$#S:AS"K#Y:$̂在3R3WR上取一点["O$#使得!

["O$B["K$#)%WR"["K$$̂
!!因为3为M!X拟凸的#所以存在可求长曲线#连接["O$*["K$#使得V"#$#M! ["K$B["O$&对曲
线*进行如下分割!

J:A=,TJ
2J0((#L)!#](J#L)1["S:$###:#53#

令G:A#"J:$#不难证明#G:A#"J:$0["%."K#Y:$$&令K:A[
B#"G:$#因为[为同胚#所以K:0%."K#

Y:$#对于任意!#:#5#由($知#[具有"=)#0$X环性质#可以得到!
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["K$BG# #F"["S#$$#F"["S:B#$$#=)F""["S:B#$$#.R3[")M#S:B#$$A

=)F""["S:B#$$#.R3["S:$$#=) G:B#BG: #=)V"#(J:B##J:)$̂
关于 ["K$BG# #对前5B#项求和#可得!

"5B#$["K$BG# #=)$
5

:A!
V"#(J:B##J:)$#=)V"#$#=)M! ["K$B["O$#)=)M!%WR"["K$$̂

注意到G0W#KBG AJ%W"K$#Y"AJ%W"K$#所以G0S"&因为[有"=)#0$X环性质#可以得到!

["K$B["G$#F"["S"$$#=)F"["S"$#.R3["S#$$#=) ["K$BG# #
)M!=

!
)

5B#%WR
"["K$$"’$

!!因为5 为使得")M#$
5J&#成立的最大整数#因此")M#$

5N#J.##又因为")M#$
)J&##从而有!

5B#.
0."#’J$
)0.")M#$

"F$

结合式"’$,"F$#可以推出!

["K$B["G$
%WR"["K$$ #)M!=

!
)
)0.")M#$
0."#’J$A

DM!=
!
)0.")M#$

0."#’J$ A!"J$̂

进一步#当"&J&
#
")M#$

)时#可以得到 ["K$B["G$#=%%WR"["K$$#其中!

=%A)M!=
!
)A!’M!4

$M#=!
!M#B#^

!!情形!!
#
")M#$

)#J&#̂

因为.为4中拟.(*+3.(R/00域#所以对任意K#G#存在一条可求长曲线#连接K#G#O为#上一点##的
子弧#O 连接K#O#使得V"#O$#.Q6=>"O#43W$A.%W"O$#且V"#$#M# KBG #. .##令J" A

J
")M#$

)"#N.$
#对曲线*进行如下分割!

J)N#A6.1J
2J0(M#F)!#](J#F)7S"3:#J"%W"K$$#"#)#2B#3#

令3"AK#3)N#A#"J)N#$#对)求和#可得!

"2B#$J"%W"K$A"2B#$
J

")M#$
)"#N.$%W

"K$#V"#$#M# KBG #M#J%W"K$̂

!!于是#

2#")M#$
)"#N.$M#N#̂

!!由%W"K$的定义#可知!

%W"K$#%W"3#$N]3#BK]#%W"3#$NV"#"J#$$#%W"3#$N.%W"3#$A"#N.$%W"3#$̂

!!由3:的选取#可知!

3#BK AJ"%W"K$A
J

")M#$
)"#N.$%W

"K$&
#

")M#$
)"#N.$%W

"K$#

#N.
")M#$

)"#N.$%W
"3#$A

#
")M#$

)%W"3#$̂

!!由情形##可得!

["3#$B["K$#=%%WR"["K$$̂

!!根据%WR"["K$$的定义#有!

%WR"["3#$$#%WR"["K$$N ["3#$B["K$#%WR"["K$$N=%%WR"["K$$A "#N=%$%WR"["K$$ "D$
因为!

3!B3# AJ"%W"K$#"#N.$J"%W"3#$#
%W"3#$
")M#$)

#

于是#可以得到!

"$F !!!!!!!!浙!江!理!工!大!学!学!报"自然科学版$ !"!#年!第$%卷



["3!$B["3#$#=%%WR"["3#$$̂

!!结合式"D$#可以得到!

["3!$B["3#$#=%"#N=%$%WR"["K$$̂

!!类似地#由%W"K$的定义#可以得到!

%W"K$#%W"3!$N 3!BK #%W"3!$NV"#"J!$$#%W"3!$N.%W"3!$A"#N.$%W"3!$̂
由3:的选取#可推出!

3)B3! AJ"%W"K$#"#N.$J"%W"3!$#
%W"3!$
")M#$)

^

!!由情形##可得!

["3)$B["3!$#=%%WR"["3!$$̂
又因为!

%WR"["3!$$#%WR"["K$$N ["K$B["3#$N ["3#$B["3!$#(#N=%N=%"#N=%$)

%WR"["K$$A"#N=%$!%WR"["K$$̂
所以#

["3)$B["3!$#=%%WR"["3!$$#=%"#N=%$!%WR"["K$$̂

!!由%W"K$的定义#可以得到下面不等式!

%W"K$#%W"3)$N 3)BK #%W"3)$NV"#"J)$$#%W"3)$N.%W"3)$A"#N.$%W"3)$̂
注意到!

3$B3) AJ"%W"K$#"#N.$J"%W"3)$#
%W"3)$
")M#$)

#

再根据情形##有!

["3$$B["3)$#=%%WR"["3)$$̂
根据%WR"["K$$定义#有!

%WR"["3)$$#%WR"["K$$N ["K$B["3#$N ["3#$B["3!$N ["3!$B["3)$#
(#N=%N=%"#N=%$N=%"#N=%$!)%WR"["K$$A"#N=%$)%WR"["K$$̂

因此#

["3$$B["3)$#=%%WR"["3)$$#=%"#N=%$)%WR"["K$$̂

!!重复上述步骤#对/##)#2B##有!

["G$B["32B#$#=%"#N=%$2B#%WR"["K$$̂
所以#

["K$B["G$# ["K$B["3#$N ["3#$B["3!$N ["3!$B["3)$N6N ["32B#$B["G$#

=%(#N"#N=%$N"#N=%$!N"#N=%$)N6N"#N=%$2B#)%WR"["K$$A=%
#B"#N=%$2

#B"#N=%$

%WR"["K$$A("#N=%$2B#)%WR"["K$$̂

!!又因为2#")M#$
)"#N.$M#N##可以推出!

["K$B["G$#("#N=%$2B#)%WR"["K$$#("#N=%$!’M
$
#"#N.$N#B#)%WR"["K$$̂

令

=$A"#N=%$!’M$#"#N.$N#B#A"#N!’M!4
$M#=!
!M#B#$!’M$#"#N.$N#B#̂

!!因此#当 KBG AJ%W"K$#"&J&#时#有!

["K$B["G$#=$%WR"["K$$̂

!!9$证明WR2S"["K$#*%.R"["K$$$#其中"&*&#̂
!!假设WR2S"["K$#*%.R"["K$$$不成立#即!

WR7S"["K$#*%.R"["K$$$̂
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!!由%."K$AQ6=>"K#43.$#易知在43.中存在一个序列2"53#使得!

%."K$# "5 BK #%."K$N
#
5^

!!根据Q4.=4空间的定义#有!

S"5#
#
5" $4S"K#%."K$$56^

取点列24530S"5#
#
5" $4S"K#%."K$$#当5 -v时#45 0:.&因为45 0W#所以!

["45$0WR7S"["K$#*%.R"["K$$$̂

!!又因为3 为T-+T4-空间#由此可知闭球S"["K$#*%.R"["K$$$是紧集#所以["45$在S"["K$#
*%.R"["K$$$中有聚点&

不妨假设5-v时#["45$-4"R#根据S"["K$#*%.R"["K$$$7.R#于是4"R0.R&不难验证#对于
任意5 0"#都有!

45 -[B#"4"R$0.^
这与45 0:.矛盾&故假设不成立#所以WR2S"["K$#*%.R"["K$$$̂

根据9$结论#WR2S"["K$#*%.R"["K$$$#取*A
#
)
#那么存在G0W#有!

["K$B["G$"
#
)%.R

"["K$$̂

!!再结合R$#对任意K#G0WAS"K#%."K$$#都有 ["K$B["G$#=$%WR"["K$$#可以推出!
#
)%.R

"["K$$& ["K$B["G$#=$%WR"["K$$̂

因此#

%WR"["K$$.
#
)=$
%.R"["K$$̂

令

2A #
)=$

#=$A"#N!’M!4
$M#=!
!M#B#$!’M

$
#"#N.$N#B#̂

所以#
%WR"["K$$.2%.R"["K$$̂

!!因此#完成引理&的证明&
引理&建立了%WR"["K$$与%.R"["K$$之间的关系#为得到拟双曲映射下IWR"["K$#["G$$和

I.R"["K$#["G$$的关系起到重要的作用&在证明定理#的过程中#将运用到如下M4-.+,006不等式!
假设0"##若K"B##则 "#NK$0 .#N0K^

989!定理7的证明

对于/K#G0.#WAS"K#%."K$$#WRA["W$#因为[为=4O6(0+9/0=X拟双曲映射#即
IW"K#G$
= #

IWR"["K$#["G$$#=IW"K#G$#要证明
I."K#G$
=#

#I.R"["K$#["G$$#=#I."K#G$在.上成立#下面分

两种情况讨论!

/$KBG #
#
)M#
%."K$̂

由引理$#当*A#)M#
时#有!

IW"K#G$#
M#

#B
#
)M#
M#
0.#N

KBG
%."K$" $#)!M#0.#N KBG

%."K$" $̂
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又因为WR7.R#结合引理#/$#可以推出!

I.R"["K$#["G$$#IWR"["K$#["G$$#=IW"K#G$#
)
!M#=0.#N

KBG
%."K$" $#)!M#=I."K#G$̂

!!接下来#分两种情况证明I."K#G$#=#I.R"["K$#["G$$̂

情形#!["K$B["G$"
#
)M!
%WR"["K$$̂

根据引理&#有%WR"["K$$.2%.R"["K$$#结合引理#/$#可以得到!

I.R"["K$#["G$$.0.#N
["K$B["G$
%.R"["K$$" $.0.#N2)M!" $̂

!!因为4为M#X拟凸的#所以对/K#G0.#存在可求长曲线#连接K#G#使得V"#$#M# KBG 设̂#*!
("#V"#$)-#为曲线#的以弧长为参数的曲线##*""$AK#对/’0("#V"#$)#有 #*"’$BK #’#因此#

%."K$# #*"’$BK NQ6=>"#*"’$#43.$#’N%."#*"’$$̂

!!又因为 KBG #
#
)M#
%."K$#结合I."K#G$的定义#可以得到!

I."K#G$#*
V"#$

"

Q’
%."#*"’$$#*

V"#$

"

Q’
%."K$B’A

0.#N
V"#$

%."K$BV"#$" $#
0.#N

M# KBG
%."K$BM# KBG

" $#0.)!" $̂
所以#

I."K#G$#0.
)
!" $#

0.)!" $
0.#N2)M!
" $

I.R"["K$#["G$$̂

!!情形!!["K$B["G$#
#
)M!
%WR"["K$$̂

定义逆映射![B#!SRAS"["K$#%@n"["K$$$-S% A[B#"SR$&由引理%知#[B# 在I.R 度量下为

=!X拟双曲映射#其中=!A#!M#M!=
!+O/U2M##M!3&根据引理$#当*A

#
)M!
时#有!

ISR"["K$#["G$$#
)
!M!0.#N

["K$B["G$
%@n"["K$$" $̂

!!又因为S% 7.#所以I."K#G$#IS%"K#G$̂结合引理&*引理#/$和M4-.+,006不等式#可以得到!

I."K#G$#IS%"K#G$#=!ISR"["K$#["G$$#
)
!M!=!0.#N

["K$B["G$
%@n"["K$$" $

#
)
!M!=!0.#N

["K$B["G$
2%.R"["K$$" $#)M!=!

!2
0.#N

["K$B["G$
%.R"["K$$" $

#
)M!=!

!2
I.R"["K$#["G$$̂

令

=#AO/U)
!M#=

# 0.")’!$
0."#N2’")M!$$

#
)M!=!

!22 3#
其中!=!A#!M#M!=

!+O/U2M##M!3#2A
#
)=$

#=$A"#N!’M!4
$M#=!
!M#B#$!’M$#"#N.$N#B#̂

R$KBG "
#
)M#
%."K$̂

由引理!知#在.中存在可求长曲线#连接K#G#使得VI."#$#"#I."K#G$̂令#!((#L)-.#定义#
上一系列点KA0"#0##6#0TAG如下!
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J:A=,TJ J0((#L)!#"J$B0:B# #
%."0:B#$
)M#

###:#T2 3#
令J"A(#0:A#"J:$#对##:#TB##有 0:B#B0: A

%."0:B#$
)M#

#0TB#B0T #
%."0:B#$
)M#

^

又因为 KBG "
#
)M#
%."K$#所以T.!̂ 由/$的结论#有!

I.R"["K$#["G$$#$
TB#

:A#
I.R"["0:B#$#["0:$$NI.R"["0TB#$#["0T$$

#=# $
TB#

:A#
I."0:B##0:$NI."0TB##0T$( )#=#VI."#$

#"#=#I."K#G$̂

!!同理#在.R中存在可求长曲线#9R连接["K$#["G$#使得VI.R"#
9R$#"!I.R"["K$#["G$$̂设#9A[B#;#9R!

(M#F)-.#由#9R的定义可知##9 为连接K#G的可求长曲线#定义#9 上一系列点KA&"#&##6#&EAG如下#

令J"AM#&)A#9"J)$#

J)A=,TJ J0(M#F)!#
9"J$B&)B# #

%."&)B#$
)M#

###)#E2 3#
对任意##)#EB##有 &)B#B&) A

%."&)B#$
)M#

#&EB#B&E #
%."&)B#$
)M#

&又因为 KBG "
#
)M#
%."K$#所

以E.!̂ 由/$的结果可知!

I."K#G$#$
EB#

)A#
I."&)B##&)$NI."&EB##&E$

#=# $
EB#

)A#
I.R"["&)B#$#["&)$$NI.R"["&EB#$#["&E$$( )

#=#VI.R"#
9R$#"!=#I.R"["K$#["G$$̂

!!综上可知#[是.上的=#(拟双曲映射&

>!结!论

本文研究了度量空间中拟双曲映射局部到整体的性质#部分回答了dw6=w0w在文献())中提出的问题#
得到以下结论!假设4*3为适当的度量空间#.是4的满足拟.(*+3.(R/00的子域#如果同胚映射[为=4O6(
0+9/0=(拟双曲映射#则[是.上的全局的=#(拟双曲映射&

相比于S,/.7等(#!)的结论#本文去掉了[是=4O6(0+9/01(拟对称映射的条件#但是在证明引理&时#为
了控制分割点的个数#本文引入了拟.(*+3.(R/00域的条件#因此本文的不足之处在于#.必须是拟.(*+3.(
R/00域&如果要完全解决dw6=w0w提出的问题#可能还要在拟双曲度量空间中建立各种覆盖引理#如d6>/06
覆盖引理*M4=69+<6>93覆盖引理以及曲线族模的下界理论&
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