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基于全局相容最优角的平面网格优化

邹　杰，徐溶延，金　耀
（浙江理工大学信息学院，杭州３１００１８）

　　摘　要：为了改善平面三角网格的单元质量，提高有限元分析的精度和收敛性，提出了一种基于全局相容最优

角的优化平面网格的方法。该方法首先直接以网格所有三角形的角度为优化变量，以网格顶点的拓扑度来定义理

想角度，根据平面可嵌入条件构造全局相容性约束，并在该约束空间中拟合理想角度；然后采用高效的序列线性约

束规划法数值求解最优角；其次运用最小二乘共形映射，将该角度及其拓扑关系嵌入平面欧氏空间；最后为改善网

格的最小角度量，进一步采用自适应权重的相对角度误差能量进行局部优化。经过大量实验并与主流平面网格优

化方法进行比较，结果表明：该方法与网格初始几何坐标无关，且其优化结果的最大角度量在大多数情况下优于已

有方法，同时能够获得在平均意义上更好的三角形形状。
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０　引　言

三角网格以三角形面片为基本单元对空间进行

剖分得到，是数字几何处理与数值仿真计算中常用
的离散形式。对于平面三角网格而言，其剖分技术
较为成熟，通常可通过Ｖｏｒｏｎｏｉ图与Ｄｅｌａｕｎａｙ三角
化等相关方法获得［１－２］。若通过网格剖分得到的三
角网格质量较差，如存在狭长三角形，甚至存在退化
与翻转单元，将直接影响计算的性能与精度，使得计
算结果不可靠，此时通常需要采用网格优化技术来
改善网格单元质量，使其单元形状尽可能趋于正三
角形。
网格优化是指对顶点位置进行几何优化，即在

不改变网格拓扑连接与形状的前提下，改善网格的
单元形状。网格优化的方法很多，它们大多以正多
边形为参考单元来定义质量度量，并通过优化技术，
使网格顶点分布趋于均匀或单元形状趋于参考单

元。针对平面网格优化问题的方法大致分为拉普拉
斯平滑法、基于形状度量的优化法以及基于角度的
优化法３类，这些方法通过设计网格质量度量，利用
全局或局部的数值求解技术，改善网格质量。
拉普拉斯平滑法通过局部迭代的方式将每个内

部网格顶点移动至其１－环邻域形成的多边形的中
心位置［３－４］。该方法简单高效，被广泛使用，且在后
续被不断改进，出现了很多变种，如：李毅等［５］提出
了在顶点邻域复杂多边形内寻找最优位置的改进方

法；Ｐｅｎｇ等［６］提出了一种基于三角形内接圆权值的
移动顶点策略；Ｙａｎｇ等［７］提出了基于马尔可夫的平
滑法，其将顶点挪动看作马尔可夫过程；Ｍｉｔｔａｌ等［８］

将优化方法与拉普拉斯平滑法结合，能够获得较高
质量的网格。但是，这类方法往往难以将顶点移至
最佳位置，并且可能出现翻转单元。
基于形状度量的优化法通常以正多边形作为理

想单元，设计偏离理想单元的形变误差度量并以此
作为目标函数进行优化，如：Ｋｎｕｐｐ等［９］采用一种
矩阵条件数度量网格质量，该度量的数值变化直接
反映了对网格分析方法的影响，但该方法求解较为
复杂；Ｍｕｎｓｏｎ［１０］将平均比例倒数作为网格质量度
量以优化平面网格，Ｊｉａｏ等［１１］证明了该度量的局部
凸性，并将其推广至四面体网格；Ｌｉｐｍａｎ［１２］从有界
形变误差映射的角度，将形变误差的上下界作为约
束条件并进行凸化求解，通过约束形变区间来达到
优化网质量格的目的；Ｆｕ等［１３］定义了可度量共形
形变的高级 ＭＩＰＳ度量，该方法局部为凸且具有局

部防翻转功能；Ｄｕｒａｎｄ等［１４］对各类网格单元定义
了形状度量，并基于弹性力学理论优化网格。这类
方法往往可以有效地控制网格的质量或形变度量，
但是当网格拓扑连接不规则程度较高时，其优化效
果有限。
基于角度的优化法则从优化网格的角度分布的

思路进行优化，如：Ｚｈｏｕ等［１５］从平分顶点１－环邻域
多边形内角出发，分别计算该顶点在每个角平分线
上的最佳位置，将所有位置进行加权平均得到顶点
位置；Ｘｕ等［１６］在此基础上，利用平分角定义等价的
距离误差度量，并采用Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ－Ｍａｒｑｕａｒｄｔ方法
求解，获得了更好的优化结果；李宗领等［１７］提出了
一种最小角最大化方法对网格进行几何优化，验证
了角度作为网格质量度量的重要性；Ｒｅｎｋａ［１８－１９］以
最小化网格单元面积平方和为优化目标，当权重设
置为顶点到邻域对边距离的倒数时，能够获得很好
的角度优化效果，算法鲁棒性强，优于主流方法。但
是这类方法均直接以顶点坐标作为变量，往往对初
值较为敏感，若初值较差，如出现大量单元翻转，则
会使得迭代收敛变慢，甚至难以得到理想的结果。
网格中的最小角和最大角能够有效且直接地反

映全局质量和单元形状，本文提出一种基于角度的
平面网格优化方法优化网格质量，实现网格最小角
最大化和最大角最小化。与其他同类方法［１５－１９］不
同，本文首先直接以角度作为变量，利用网格的拓扑
连接信息定义理想角度，并以二次拟合误差作为目
标函数；然后在有效的角度空间构造全局相容性约
束进行非线性优化；最后从求解出的最优角度信息
重建出网格的几何坐标。该方法由于仅利用了网格
的拓扑信息，因此求解时与网格的几何坐标初值无
关，能够在全局相容性约束下获得角度分布最优的
网格。

１　方　法

针对在角度空间中的网格优化问题，本文首先
利用网格拓扑构造了理想的角度拟合目标，并设计
了角度空间中的网格表达；然后将该表达转化为角
度相容性条件组成带约束的非线性优化问题；再结
合序列线性约束规划法和牛顿法数值求解最优角，
最后利用最小二乘重建网格几何，并结合局部优化
策进一步提高网格质量。

１．１　理想角度构造
平面三角网格Ｍ 可以表示为｛Ｖ，Ｔ｝，其中：Ｖ＝

｛ｖ１，…，ｖｎ｝∈Ｒ２ 表示ｎ个顶点构成的网格几何；
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Ｔ＝｛ｔ１，…，ｔｍ｝为ｍ 个三角形构成的网格拓扑，每
个三角形ｔｉ由Ｖ中三个顶点组成。每个三角形ｔ∈
Ｔ 的每个顶点ｖ∈ｔ的内角αｔｖ 组成的集合为｛αｔｖ｝，

其中：角度集｛αｔｖ｝元素个数为３ｍ。本文直接以角
度为优化变量，通过构造网格的理想角度分布｛β

ｔ
ｖ｝

来设计网格的全局角度优化度量，以逼近目标：

ｍｉｎＥ（Ａ）＝ｍｉｎ∑
ｔ∈Ｔ
∑
ｖ∈ｔ
ｗｔ，ｖ （αｔｖ －β

ｔ
ｖ）２ （１）

其中：Ａ 为角度集｛αｔｖ｝组成的大小为３ｍ 的角度向

量；β
ｔ
ｖ为对应第ｔ个三角形中关于顶点ｖ∈ｔ的内角

αｔｖ 的最优角；ｗｔ，ｖ 为权重，默认情况下设为均权值，
即对于所有的ｗｔ，ｖ ＝１。
在现有的网格优化方法中，通常以正三角形作

为理想单元并定义单元质量度量［９－１４］，因此对应的
理想角度分布为：

β
ｔ
ｖ ＝
π
３

（２）

　　事实上三角网格的角度分布与网格的拓扑连接
直接相关，当网格顶点非正则时，即顶点邻接点的个
数不为６时，在理想状态下其邻接角度无法均达到

π／３。因此考虑网格拓扑对角度分布的影响，本文
提出了一种拓扑度相关的理想角：

β
ｔ
ｖ ＝

１
Ｎ（ｖ）γｖ

（３）

其中：Ｎ（ｖ）表示顶点ｖ的拓扑度；γｖ为顶点ｖ的
周角之和。这种根据网格顶点的度数确定理想角的
思想已在六面体网格优化中得到了应用，并获得了
良好的效果［２０］。

但是，以式（３）作为理想角度并未考虑角度之间
的全局相容性，由此形成的角度分布往往不能较好
地满足三角形内角和约束。。因此，本文将三角形内
角和为π这一约束加入理想角相容性条件，对于每
个三角形ｔ，设由式（３）确定的三个顶点β

ｔ
ｖ 的理想

角之和为βｔ＝∑ｖ∈ｔβ
ｔ
ｖ，则该三角形ｔ中任意顶点的

内角对应的理想角为：

β
ｔ
ｖ ＝β

ｔ
ｖ

βｔ
π （４）

即式（４）对式（３）进行修正，使其满足内角和约束。

１．２　全局相容性约束描述
二维网格的角度集确定一个三角剖分。但式（１）

所确定的角度空间 ｛αｔｖ｝未考虑网格的拓扑与几何约
束，一般情况下无法嵌入平面欧氏空间。因此，本文
借鉴基于角度的参数化（Ａｎｇｌｅ－ｂａｓｅｄ　ｆｌａｔｔｅｎｉｎｇ，

ＡＢＦ）方法［２１－２２］，针对网格优化问题构造网格角度的

全局相容性约束，并结合目标函数式（１），将其作为
硬约束进行求解。与ＡＢＦ方法不同，本文考虑的网
格优化问题需固定边界顶点坐标，需额外构造针对
边界顶点的约束。因此，在角度空间中求解需满足
如下全局相容性约束：

ａ）三角形内角的相容性约束。设对于网格中任
意三角形ｔ关于顶点ｖ∈ｔ的内角αｔｖ，则由三角形内
角和为π，得到约束条件：

ｔ∈Ｔ，ＣＴｒｉ（ｔ）＝∑
ｖ∈ｔ
αｔｖ －π＝０ （５）

　　ｂ）顶点周角的相容性约束。对于任意网格顶
点，其１－环邻域内角和是一个常数。网格内部和边
界点局部示意图如图１所示。对所有的内部顶点集
合Ｖｉｎｔ（ｖ∈Ｖｉｎｔ），顶点ｖ的１－环邻域的内角和为
２π；对于所有边界顶点集合Ｖｂｎｄ（ｖ∈Ｖｂｎｄ），其顶
点ｖ 的 １ －环邻域内角和保持不变，即 γｖ ＝

∑ｔ∈Ｎ（ｖ）α
ｔ
ｖ。 因此，该约束可统一表示为：

ｖ∈Ｖ，Ｃｐｌａｎ（ｖ）＝ ∑
ｔ∈Ｎ（ｖ）

αｔｖ －γｖ ＝０ （６）

　　ｃ）网格重建的相容性约束。在三角网格中，一
条边可被两个三角形共享，因此需确保角度空间中
的任意两个相邻三角形共享边的长度相等。如图１
（ａ）所示，在满足前述两个约束条件下，若不添加该
约束，则可能出现重建后两个三角形共享边的边长
不等的情况。因此，本文构造如下有效重建的约束
条件：

ｖ∈Ｖ，ＣＲｅ（ｖ）＝ｌｌｅｆｔ＊ ∏
ｔ∈Ｎ（ｖ），ｖｎｅｘｔ∈ｔ

ｓｉｎαｔｖｎｅｘｔ－

ｌｒｉｇｈｔ＊ ∏
ｔ∈Ｎ（ｖ），ｖｐｒｅｖ∈ｔ

ｓｉｎαｔｖｐｒｅｖ＝０ （７）

网格内部和边界顶点局部示意图如图１所示，对网
格中任意一个三角形ｔ的任意一个顶点ｖ∈ｔ，都能
在这个三角形上找到其逆时针的后一个顶点ｖｎｅｘｔ和
顺时针的前一个顶点ｖｐｒｅｖ以及对应的角度α

ｔ
ｖｎｅｘｔ 和

αｔｖｐｒｅｖ；网格中任意顶点ｖ以其任意一条邻接边为起
点，其顺时针的边界边为ｌｌｅｆｔ，反之为ｌｒｉｇｈｔ，当ｖ∈
Ｖｉｎｔ时，ｌｌｅｆｔ＝ｌｒｉｇｈｔ，此时，ｌｌｅｆｔ与ｌｒｉｇｈｔ可约除；当ｖ ∈
Ｖｂｎｄ时，ｌｌｅｆｔ与ｌｒｉｇｈｔ不等，但为常数。
结合式（１）、式（５）—式（７），拟合理想角度分布

的优化问题可归结为下式：

ｍｉｎＥ（Ａ），

ｓ．ｔ． ∑
ｔ∈Ｔ
ＣＴｒｉ＝０，

∑
ｖ∈Ｖ
ＣＰｌａｎ＝０，

∑
ｖ∈Ｖ
ＣＲｅ＝０

烅

烄

烆

（８）
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图１　网格内部和边界顶点局部示意

１．３　全局相容最优角求解
通过构造上述全局相容性角度约束，最终将角

度优化问题转化为式（８）极小化问题。该式是一个
带非线性约束的优化问题，因此可运用拉格朗日乘
子法将其转换为无约束问题：

Ｆ（ｘ）＝Ｆ（Ａ，ΛＴｒｉ，ΛＰｌａｎ，ΛＲｅ）＝Ｅ（Ａ）＋

∑
ｔ∈Ｔ
λｔＴｒｉＣＴｒｉ（ｔ）＋∑

ｖ∈Ｖ
λｖＰｌａｎＣＰｌａｎ（ｖ）＋∑

ｖ∈Ｖ
λｖＲｅＣＲｅ（ｖ）

（９）
其中：ΛＴｒｉ、ΛＰｌａｎ、ΛＲｅ 分别对应以式（５）— 式（７）
为约束的拉格朗日乘子组成的向量；ｘ 是变量Ａ
和所有拉格朗日乘子组成的向量。对于该非线
性问题式（９），本文运用牛顿法进行求解，其计算
流程为：

ａ）计算函数 Ｆ 的在当前迭代值ｘｋ 的梯度Δ

Ｆ（ｘｋ）与 Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵

Δ

２　Ｆ（ｘｋ）；

ｂ）通过方程组

Δ

２　Ｆ（ｘｋ）δ＝－

Δ

Ｆ（ｘｋ）求解下
降方向δ；

ｃ）通过线性搜索等步长搜索策略获取下降步长τ；

ｄ）计算下一迭代值ｘｋ＋１＝ｘｋ ＋τδ；

ｅ）给定精度εｇ 与εｆ，判断当前迭代点是否位于
驻点：即当满足梯度收敛条件‖

Δ

Ｆ（ｘｋ）‖＜εｇ 或
函数值收敛条件 Ｆ（ｘｋ）－Ｆ（ｘｋ＋１）＜εｆ 时，迭代
终止，否则退回步骤ａ）。
根据牛顿法的算法流程可知，在求解下降方向

时先要得到 Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵的逆，由于式（６）的高度非
线性会使得矩阵逆的计算代价非常高。为降低计算
复杂度，本文采用序列线性约束规划法并采用类似

ＡＢＦ＋＋中的矩阵分解技术［２１］用以简化 Ｈｅｓｓｉａｎ
矩阵计算。给定顶点数ｎ 和三角面数ｍ 的网格。
原线性系统式（８）的规模为４ｍ＋２ｎ（角度变量３ｍ，
三个约束ｍ＋２ｎ），根据欧拉公式，面片个数约等于
顶点个数两倍，即ｍ≈２ｎ，通过分解技术可以减少

到２ｎ＋２ｎ，因此系统规模大约可减少６０％。具体
计算过程可参考文献［２１］。

１．４　网格重建
给定网格角度集 ｛αｔｖ｝，可运用最小二乘共形映

射方法［２３］将其嵌入平面欧氏空间。设任意三角形

ｔ＝（ｖｉ，ｖｊ，ｖｋ），由于三角形的２条边ｖｉｊ＝ｖｊ－ｖｉ与

ｖｉｋ＝ｖｋ－ｖｉ在旋转与伸缩变换下重合，结合正弦定

理 ‖ｖｉｋ‖ｓｉｎαｔｖｋ ＝‖ｖｉｊ‖ｓｉｎαｔｖｊ，获得２条边的长
度关系，因此可得方程：

ｖｉｋ＝
ｓｉｎαｔｖｊ
ｓｉｎαｔｖｋ

ｃｏｓαｔｖｉ －ｓｉｎαｔｖｉ
ｓｉｎαｔｖｉ ｃｏｓαｔｖｉ

烄

烆

烌

烎
ｖｉｊ＝Ｍｔｖｉｊ．

其中：Ｍｔ 表示关于三角形ｔ角度的旋转缩放矩阵。

据此，本文在最小二乘形式下构建整个网格的重建
误差：

ｍｉｎ∑
ｔ
‖Ｍｔ（ｖｊ－ｖｉ）＋ｖｉ－ｖｋ‖

２．

　　上述优化目标是二次函数，因此可转化为线性
方程组进行求解，同时为避免方程退化且使解唯一，

需至少固定两个顶点。本文将网格的所有边界点固
定，以防止边界变形。

１．５　针对小角度的局部网格优化
基于前述方法能够获得趋于理想角度分布的平

面网格。但是，由于网格优化度量式（１）采用了最小
二乘形式，所得到的结果不可避免地出现一些小角
度的三角形。为了改善网格优化结果，本文依次搜
索所有小于给定阈值的角度γ，并以该角所在三角
形的顶点为中心搜索其Ｎ －环邻域，然后基于前述
算法对该邻域所形成的局部三角形网格进行优化。

为了有效地惩罚小角度，本文从两方面对网格优化
度量式（１）进行修正：

ａ）提高理想角度β
ｔ
ｖ。小角度往往出现在拓扑

度较高的顶点邻域中，因此适当加大理想角度有助
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于该角度的提高。因此，本文设置理想角度为：β
ｔ
ｖ ＝

ｍａｘβ
ｔ
ｖ，
π
３｛ ｝，并采用式（４）进行校正。

ｂ）设置自适应权重ｗｔ，ｖ。设当前网格的角度

为｛αｔｖ｝，为使小角度尽可能逼近其理想角，可增大
其对应能量项的权重，如将权重设置为当前网格角

度的反函数：ｗｔ，ｖ＝β
ｔ
ｖ

αｔｖ
；同时为减少大理想角度和小

理想角逼近误差的差异，将式（１）的绝对差修改为

相对差形式，即：α
ｔ
ｖ －β

ｔ
ｖ

β
ｔ
ｖ

（ ）２。 综上所述，局部网格
优化的目标函数修正为：

ｍｉｎＥ（Ａ）＝ｍｉｎ∑
ｔ∈Ｔ
∑
ｖ∈ｔ

１

αｔｖβ
ｔ
ｖ

（αｔｖ －β
ｔ
ｖ）２．

２　实验及结果分析

本文采用Ｃ＋＋语言实现了上述平面网格优化
算法，其中所涉及的矩阵计算使用Ｅｉｇｅｎ库，求解大
型稀疏线性方程组采用了其中的乔利斯基分解法接

口，Ｅｉｇｅｎ：ＳｉｍｐｌｉｃｉａｌＬＤＬＴ，角度优化的初值设置为
理想角 ｛β

ｔ
ｖ｝，小角度阈值γ＝５°，局部优化选取的邻

域Ｎ ＝４。
为验证算法的有效性，本文进行了一系列对比

实验，并对结果运用文献［１９］所采用的最小角、最大
角、等度量进行量化评估。其中本文比对了５种具
有代表性的平面网格优化方法：拉普拉斯平滑［３］，记
作Ａ；基于距离的角度度量法［１６］，记作Ｂ；有界形变
映射法［１２］，记作Ｃ；基于加权面积平方和的角度度
量法［１９］，记作Ｄ；基于物理的形状匹配度量法［１４］，记

　　

作Ｅ。其中算法Ａ、Ｂ、Ｅ采用Ｃ＋＋语言实现，算法

Ｃ、Ｄ采用作者提供的 Ｍａｔｌａｂ实现。
为验证不同理想角策略（式（２）—式（４））对结果

的影响，本文测试了１０个以正方形为边界的网格，
分别比较三种理想角下的优化结果，结果见表１。
其中正方形的每条边均等采样２０个点，在内部随机
采样５００个点，共计５８０个顶点，并使用带约束的德
劳内三角化（Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ　Ｄｅｌａｕｎａｙ　ｔｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎ，

ＣＤＴ）［２４］生成三角形网格，且各个网格的拓扑连接
关系均互不相同。表１内各个单元括号内三个数据
表示单元质量的度量，分别为内切圆与外接圆的半
径最小比值ｑｍｉｎ＝２ｒｉｎ／ｒｏｕｔ（该值越接近１表示越逼
近等边三角形，越接近０表示越退化），网格的最小
角αｍｉｎ与最大角αｍａｘ，由此构成了三元组 （ｑｍｉｎ，αｍｉｎ，

αｍａｘ）。 图２为不同理想角策略下的０号正方形网格
优化的结果。由表１和图２可见，理想角度按照式（４），
即考虑了角度相容性时，网格质量优化效果最佳。
表１　不同最优角策略下的正方形质量优化结果

编
号

等边三角形

β
ｔ
ｖ ＝

π
３

顶点度平均

β
ｔ
ｖ ＝

１
Ｎ（ｖ）γｖ

等比例分配

β
ｔ
ｖ ＝β

ｔ
ｖ

βｔ
π

０ （０．００　０．０１　１５９．２７） （０．００　０．１８　１７５．４８）（０．３０　１２．０７　１２９．０１）

１ （０．３２　１０．２４　１２６．５８）（０．３２　１０．２４　１２６．５８）（０．３６　１３．２８　１２５．１１）

２ （０．２３　８．３８　１２９．８０） （０．００　０．３２　１６２．４０）（０．２７　１０．２６　１３１．９３）

３ （０．３１　１２．１１　１２６．４８）（０．３１　１２．１１　１２６．４８）（０．３２　１３．６１　１２９．６５）

４ （０．００　０．２２　１７７．３９） （０．００　０．０１　１７８．７６）（０．２７　１０．９３　１３２．５１）

５ （０．２７　９．９７　１２９．３９） （０．２７　９．９７　１２９．３９）（０．２８　１４．１１　１３２．２８）

６ （０．２８　１１．３４　１２８．３３）（０．２８　１１．３４　１２８．３３）（０．２７　１４．１７　１２６．１２）

７ （０．３５　１４．１３　１２７．６７）（０．３５　１４．１３　１２７．６７）（０．３１　１５．１４　１３０．７４）

８ （０．２１　７．６２　１３０．７９） （０．２１　７．６２　１３０．７９）（０．２８　１０．２８　１３３．５４）

９ （０．２１　７．４５　１３０．１１） （０．２１　７．４５　１３０．１１）（０．３１　１１．３６　１３２．０４）

图２　不同理想角策略下的０号正方形网格优化结果

　　本文算法在两种收敛条件（梯度收敛条件和函
数值收敛条件）下，均能达到收敛状态，且梯度收敛
的情形更多。为观察算法的收敛行为，本文分别绘
制了两种不同收敛条件下的能量函数曲线，如图３
所示。对于Ａｐｐｌｅ模型，由于给定初值拟合理想角

度效果好但全局相容条件吻合度较差，其能量函数
逐渐上升使其逐步满足相容性条件，但随后便呈现
下降趋势并趋于稳定，其梯度模长变化亦呈现类似
的变化趋势；而对于Ｂｏｎｅ模型，能量函数呈现单调
下降趋势，其梯度模长变化总体上也趋于下降，并最
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终将为零。此外，在两种收敛条件下，算法在绝大多
数情况下均能较好地满足全局相容的等式约束，因
而所获得的角度分布能够几乎零误差地重建网格。

即使在极个别情况下，全局相容的等式约束无法得
到满足，运用１．５节最小二乘重建方法也能获得较
为理想的结果。

图３　苹果模型与骨头模型的目标函数与梯度模长变化曲线

　　本文算法在多数情况下仅需全局优化便可获得
较好的结果，而优化结果一旦出现小角度，通过执行
局部优化能够有效地改善最小角度网格质量。本文
挑选了两个经过全局优化而出现小角度的例子，通
过局部优化后，其结果见图４—图５。其中Ｐｕｚｚｌｅ
网格模 型在局部优化前的 质 量 为 （０．００　０．１４

１７９．５４），而 优 化 后 变 为 （０．０１　７．８３　１４９．１１）；

Ｔｅｌｅｓｃｏｐｅ网格模型在局部优化前的质量为（０．００
０．０１　１７９．９６），而优化后变为（０．０４　６．８９　１６２．８１），
可见其最小角均有明显提升。同时，由局部放大图
可见，经过局部优化，优化前的狭长三角形形状得到
了改善。

图４　Ｐｕｚｚｌｅ网格模型经过局部优化前后的示例图像

图５　Ｔｅｌｅｓｃｏｐｅ网格模型经过局部优化前后的示例图像

　　本文提出的算法，由于仅与网格拓扑连接相关，
与网格的初始几何坐标无关，因而即使当输入网格

杂乱无章、出现大量自交时，本文算法依然有效且不
影响效率。传统基于顶点坐标的优化方法对初值较
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为敏感，特别是当优化目标函数是非线性非凸时，若
所给的初值较差（如网格单元大量自交）将使迭代次
数增加，收敛变慢，甚至难以获得理想的优化结果。
本文分别与算法Ｂ和算法Ｄ进行对比，如图６—图

７所示，算法Ｂ由于采用了非线性优化，当初值较
差时（图６（ａ）、图７（ａ）），陷入了局部极小值解，优

化结果较差（图６（ｃ）、图７（ｃ））；算法Ｄ虽然对于较
差（图６（ａ）—（ｂ））与较好（图７（ａ）—（ｂ））的初值，
均能获得理想的优化结果，但不同的初值影响了
算法的迭代次数。对于图６的例子，其迭代次数
分别为１５和２４；而对于图７中的例子迭代次数分
别为１４和２８。

图６　不同初值下的网格ｂｉｒｄ以及方法Ｂ和本文方法的优化图像

图７　不同初值下的网格 ｍｅｄａｌ以及方法Ｂ和本文方法的优化图像

　　为了充分展示算法的优点，本文比较了 Ａ、Ｂ、

Ｃ、Ｄ、Ｅ这五种网格优化算法，优化后网格的质量指
标见表２，本文算法的相关数据见表１最后一列。
由此可见，本文算法的最大角具有一定优势，除了个
别比算法Ｅ大，总体均小于其他算法的结果；其内

切圆与外接圆半径的平均比值较高，均大于０．２７，
且在大多数情形下亦比其他方法更优；其最小角度
量虽然优势不太明显，但均大于１０°，总体上比拉普
拉斯算法与有界形变优化算法好。图８为第０号网
格的优化结果对比图。

表２　各个算法在正方形网格上测试所得到的优化结果

编号 初始网格 算法Ａ 算法Ｂ 算法Ｃ 算法Ｄ 算法Ｅ

０ （０．００　０．１８　１７９．３６） （０．１３　１３．９０　１４９．６８）（０．２７　１８．７５　１３５．５４）（０．１３　１３．９７　１４９．５５）（０．２８　１９．９６　１３４．８２）（０．３３　１７．９４　１３０．７３）

１ （０．０１　０．５０　１７２．８０） （０．２０　１２．２６　１４３．０７）（０．３４　１７．７０　１２７．２３）（０．２０　１２．２６　１４２．９４）（０．３７　２０．７０　１２５．５８）（０．３６　１７．３１　１２６．３８）

２ （０．０１　０．９２　１７２．０８） （０．１３　１３．５２　１５０．３９）（０．２５　１８．５７　１３８．０４）（０．１３　１３．５２　１５０．３７）（０．２９　２０．９０　１３４．３７）（０．３０　１８．２６　１３２．４０）

３ （０．００　１．０８　１７７．０１） （０．１５　１５．７８　１４７．７７）（０．２８　１７．１１　１３５．３８）（０．１５　１５．７２　１４７．６３）（０．２８　２０．４１　１３４．９４）（０．３５　１８．１５　１３３．２１）

４ （０．００　０．７０　１７８．１０） （０．０６　７．５５　１５９．４４） （０．２１　１３．６３　１４１．２６） （０．０６　７．４７　１５８．９１） （０．２２　１６．９４　１４０．５７）（０．２７　１２．９６　１３７．９９）

５ （０．００　０．０５　１７９．６８） （０．０８　１１．４６　１５６．４２）（０．３０　２１．３６　１３３．３８）（０．０８　１１．４７　１５６．３９）（０．２４　２０．６５　１３８．４１）（０．３３　１８．７８　１３８．１８）

６ （０．００　０．３６　１７９．１４） （０．１０　１１．４０　１５４．１４）（０．３５　１８．１９　１２９．３０）（０．１０　１１．５１　１５４．０２）（０．３５　２０．４１　１２８．７０）（０．３５　１６．８３　１３３．６１）

７ （０．００　０．１６　１７６．０８） （０．１３　１４．５８　１５０．４０）（０．３２　２０．７７　１３１．３２）（０．１３　１４．６０　１５０．３７）（０．２８　１９．３３　１３５．０５）（０．３５　１９．０６　１３５．４６）

８ （０．００　０．１０　１７９．６９） （０．１１　１２．６６　１５２．６４）（０．２２　１７．３０　１４０．５０）（０．１１　１２．９２　１５２．９４）（０．２６　１９．３５　１３６．９６）（０．３２　１８．３３　１３３．５７）

９ （０．０１　１．１０　１７０．４２） （０．０７　９．１７　１５７．２０） （０．１９　１１．０８　１３８．６４） （０．０８　９．２７　１５６．９９） （０．３０　１９．１３　１３２．９１）（０．２５　１４．０４　１３６．０１）
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图８　各个算法对正方形网格的优化图像

　　本文测试了一般形状的二维网格，并对其优化
结果进行了对比。利用一些二值图像轮廓生成多边
形边界，然后同样运用ＣＤＴ在其轮廓内生成网格，
并运用上述算法对其进行优化，结果见表３与图９。

　　

可见，实验结果总体上与正方形网格的测试例子类
似，但是最大角度量优势明显，均比其他方法更优。
说明本文提出的方法能够最大程度上减少最大角，
同时能够较好地改善网格单元的形状。

表３　各类轮廓网格优化结果
网格名称 初始网格 算法Ａ 算法Ｂ
Ｃｒｏｗｎ （０．００　０．０６　１７９．６７） （０．０５　６．６４　１６２．２５） （０．２２　７．４８　１４０．０３）
Ｂｅｌｌ （０．００　０．０８　１７９．２２） （０．０６　９．３１　１５９．０５） （０．１０　１０．４６　１５２．７２）
Ｆａｃｅ （０．００　０．０２　１７９．８７） （０．１８　１６．７０　１４４．４９） （０．１５　１１．０８　１４４．６４）
Ｆｌａｔｆｉｓｈ （０．００　０．０８　１７９．７６） （０．１２　１０．９０　１５０．３８） （０．１９　１１．７３　１４２．４５）
Ｇｅａｒ （０．００　０．０１　１７９．８５） （０．１７　１５．２６　１４５．０４） （０．２７　１８．４５　１３４．９９）

Ｐｉｎｇ－ｐｏｎｇ （０．００　０．１６　１７９．３６） （０．０５　８．２２　１６１．８８） （０．０２　４．７９　１６９．５０）
Ｓｔｉｃｋ　ｆｌｅｓｈ （０．００　０．１６　１７９．５７） （０．０９　８．９３　１５５．０７） （０．１４　１２．８１　１４８．８２）
Ｔｒｅｅ （０．００　０．０５　１７９．８２） （０．２２　１７．１３　１４０．１８） （０．２２　１７．２１　１４０．４５）
算法Ｃ 算法Ｄ 算法Ｅ 本文方法

（０．００　２．１１　１７５．６１） （０．１７　６．１２　１４５．５８） （０．１５　９．１３　１４７．１４） （０．１１　７．１５　１３７．４２）
（０．０３　６．７０　１６６．５７） （０．１３　１０．１０　１４８．５５） （０．２３　１４．２７　１３９．７４） （０．２４　８．４８　１３３．９５）
（０．０２　５．５１　１６８．２０） （０．２２　９．７６　１４０．１３） （０．３２　１４．１１　１３１．８７） （０．３１　１３．７７　１３０．９７）
（０．０１　４．０４　１６９．８７） （０．２５　１４．５３　１３４．６１） （０．３３　１４．７１　１２９．６８） （０．２２　８．５９　１２８．２６）
（０．１５　１１．８８　１４７．８１） （０．２５　１７．９０　１３６．７４） （０．３２　１８．３２　１３１．４５） （０．３０　１２．２８　１２８．４５）
（０．００　１．７９　１７６．２３） （０．１１　１０．５２　１５２．６２） （０．１０　１０．７８　１５３．６２） （０．２８　１２．０６　１３４．２２）
（０．０２　４．５８　１６７．２３） （０．１７　９．６８　１４５．５０） （０．２４　１２．８１　１３５．２１） （０．２１　１０．９３　１３３．５７）
（０．０５　８．６４　１６２．２６） （０．３７　１６．７０　１２７．０５） （０．３５　１８．７０　１２７．０５） （０．３０　１５．２８　１２５．９６）

图９　二值图像生成网格本文算法优化后的图像

　　本文算法求解的是一个非线性优化问题，其最
为耗时部分为每次迭代所求解的线性方程组。表４
列出了图９各个二维网格采用不同算法进行优化所

消耗的时间。由表４可见，本文算法的运行效率与
算法Ｂ、Ｃ、Ｄ大致相当。因此，在不牺牲算法效率的
同时，本文能够获得相对较好的结果。
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表４　网格规模以及各算法运行时间

网格名称
网格规模

（顶点数×面数）
运行时间／ｍｓ

算法Ａ 算法Ｂ 算法Ｃ 算法Ｄ 算法Ｅ 本文方法

Ｃｒｏｗｎ　 ９９２×１７８２　 ２　 １１３７　 １１９３　 １３６０　 ６４　 ４７２
Ｂｅｌｌ　 ５６７×１０１７　 １　 ６６９　 ７７４　 ５８１　 ３６　 ７５５
Ｆａｃｅ　 ５０７×９０９　 １　 ５８４　 ７２８　 ４６２　 ３０　 ２５８
Ｆｌａｔｆｉｓｈ　 ５２７×９４５　 １　 ６１１　 １０２５　 ５１３　 ３５　 ７１５
Ｇｅａｒ　 １０００×１８００　 ２　 １１４１　 １１５９　 ７１１　 ５３　 ３４２

Ｐｉｎｇ－ｐｏｎｇ　 １０００×１８００　 ２　 １１４９　 １１７４　 ９５１　 ５７　 １３９４
Ｓｔｉｃｋ　ｆｌｅｓｈ　 ９９２×１７８２　 ２　 １１５５　 １１４１　 １２８４　 ５９　 １３６９
Ｔｒｅｅ　 ５１２×９１８ ＜１　 ５８５　 ６３６　 ４２１　 ３２　 ６７０

３　结　论

本文提出了一种基于角度的平面网格优化方

法。该方法设计了与网格拓扑连接相关的理想角度
作为优化目标，在角度空间构造全局相容性约束，并
采用序列线性约束规划法进行全局求解带约束的优

化问题，最后基于所求角度运用最小二乘共形映射
重建网格，并采用局部优化法进一步改善最小角度
量。实验结果表明：本文提出的网格优化法与网格
的坐标初值无关；其最大角度量具有显著优势，在大
多数情况下均优于已有方法，且在平均意义上能够
获得形状更好的三角形。但是该方法对最小角的优
化效果不够明显，同时由于全局相容约束的非线性
程度较高，数值优化的难度较大，算法的求解效率不
够理想。在未来的工作中，将采用更为有效的网格
度量函数作为优化目标使其能提高最小角，并将考
虑采用增广拉格朗日法等数值优化方法进行改善，
同时尝试将该方法推广至其他类型的网格。
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