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!!摘!要#为了研究石墨烯增强功能梯度多孔板条的弯曲响应!基于三维弹性理论!利用修正后的Y./K5-(9<.5微
观力学模型建立了材料的孔隙率和杨氏模量之间的关系!并获得了石墨烯增强多孔复合材料的有效材料性能(采
用推广后的L5.-和7K3-83,板理论!得到了均布荷载作用下石墨烯增强功能梯度复合材料多孔板条弯曲问题的解
析解(通过数值算例验证了该板理论的有效性!并讨论了石墨烯纳米片"Q,.K23-3K/.=3/3=<!QMV#的几何尺寸和含
量’孔隙分布模式’孔隙率及边界条件等因素对复合材料板条弹性响应的影响(结果表明$QMV几何尺寸对板的弯
曲响应影响不明显&当QMV均匀分布时!QMV含量对板的正应力影响可以忽略不计&孔隙率和孔隙分布模式对板的
弯曲响应有显著地影响!当孔隙和石墨烯呈非均匀对称分布时!可以有效地提高结构的刚度(获得的解析解答可为
石墨烯增强功能梯度多孔板条的优化设计提供理论指导!同时可以作为基准解用于评价该问题的各种数值解答的
有效性(
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A!引!言

功能梯度材料"O+-8=5*-.//>6,.X3XI.=3,5./<$
OQL#是由两种或多种材料复合而成的一种新型非
均匀复合材料$其材料成分和空间组分可以被人为
设计)#*$从而消除明显的材料界面$以达到优化材料
热学和力学性能$因而这种材料备受学术界和工业
界的关注%为了更好地满足材料所需的结构性能$
将多孔轻质结构和功能梯度复合材料结合已成为
OQL的最新发展趋势之一)!*%目前对OQL多孔
结构的研究主要从制备工艺(材料性能以及力学行
为等三方面入手%例如$Y.<<.-5等)&*成功制备了
具有不同孔径和密度的泡沫铝$并对其力学性能进
行了测试$结果表明梯度泡沫铝比均匀泡沫铝具有
更高的能量吸收能力%孙昊栋等)$*基于经典梁理
论$研究了孔隙分布模式(孔隙率系数(热膨胀系数
及边界条件对功能梯度多孔梁非线性力学行为的影
响$数值结果表明材料的梯度多孔性对梁的热屈曲
行为有着非常复杂的影响%王佳优等)%*采用遗传算
法$对多孔金属相变温控导热增强的梯度优化模型
进行求解$证实了梯度设计方法能够大幅提高多孔
金属介质导热的相变温控性能%N23-等)!*基于
95I*<23-_*梁理论$分析了$种边界条件下功能
梯度多孔梁的屈曲和弯曲问题$并比较了不同孔隙
率分布模式对功能梯度多孔结构性能的影响%

孔隙的存在会不可避免地削弱结构的强度和刚
度$从而导致结构的承载能力降低)D*$为此人们使用
各种碳质纳米颗粒来增强多孔结构%石墨烯及其衍
生物是复合材料的优良增强纳米填料%与传统的碳
纤维材料相比$石墨烯纳米片"Q,.K23-3K/.=3/3=<$
QMV#具有优越的热学(电学和力学性能%根据已有
研究)’*$将少量石墨烯纳米片加入到多孔功能梯度
材料中$可以显著提高功能梯度复合材料的强度和
刚度而不增加其重量$这使得复合材料具有轻质高
强的优良性能%为了展开对石墨烯增强复合材料力
学性能的研究$U5=5K*,-82.5等)F*基于95I*<23-_*
梁理论$采用S5=J法获得了多孔石墨烯复合材料
梁的固有频率和临界屈曲载荷$并在两种孔隙分
布模式下$比较了不同金属基质和孔隙率系数对

纳米复合梁自由振动和弹性屈曲的影响%h.-6
等)C*采用一阶剪切变形理论和N23W><23;(S5=J法$
得到了不同孔隙分布下对应QMV分散模式的固有
频率%V5等)#"*基于一阶和三阶剪切变形理论$对
石墨烯增强功能梯度多孔板的屈曲(自由振动和
线弹性弯曲行为进行了等几何分析%7.2I.-5
等)##*基于非局部应变梯度弹性理论$研究了石墨
烯增强功能梯度多孔梁在均布载荷和轴向压缩载
荷下的非线性弯曲%

然而$目前针对孔隙存在对石墨烯增强功能梯
度复合材料板力学性能影响的解析研究仍不充分%
本文基于弹性理论$利用推广后的L5.-和7K3-83,
板理论)#!*对石墨烯增强功能梯度多孔板条的弯曲
性能进行了解析研究%在板表面受均布荷载作用的
情况下$考虑了$种孔隙分布模式%通过数值算例
分析$讨论了QMV几何尺寸和含量(孔隙分布模式(
孔隙率及边界条件等因素对QMV增强功能梯度多
孔板条弯曲性能的影响%本研究获得的解析解答可
为石墨烯增强功能梯度多孔板条的优化设计提供理
论指导$同时可以作为基准解用于评价该问题的各
种数值解答的有效性%

B!问题描述

为了研究孔隙对QMV增强复合材料板条弯曲
响应的影响$本文考虑了$种孔隙分布模式下的有
效材料参数$沿板厚度方向孔隙分布示意图如图#
所示%其中在非均匀分布模式$即抛物线分布)(抛
物线分布*和线性分布中$孔隙尺寸和质量密度沿
板厚度方向呈梯度连续变化$杨氏模量"质量密度#
的最大值"I.̂和最小值"I5-分别对应最小孔隙率
和最大孔隙率%

QMV增强功能梯度多孔材料的有效杨氏模量
""K#(质量密度!"K#和泊松比U"K#可表示为!

""K#4",)#5$"#"K#*$

!"K#4!,)#5$[#"K#*
2
.
/

"##

U"K#4"B&$!U, !
"K#
!,) *!G""B%!DU,5"B!!##

!"K#
!,

G"B#&!U,G"B!!#$
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图#!沿板厚度方向孔隙分布示意

其中!",(!,及U,分别为无孔隙状态下QMV增强
功能梯度材料的有效杨氏模量(质量密度和泊松比’
$"4#5"I5-&"I.̂""3$"3##为孔隙率系数’$[
""3$[ 3##为质量密度系数)D*%

对于不同的孔隙分布模式$函数#"K#可表示为!

#"K#4

8*<"K$&>#$
#58*<"K$&>#$
8*<"K$&!>G$&$#$

#"

2

.

/

"!#

式"!#中!第一个分式表示抛物线分布)模式$第二
个分式表示抛物线分布*模式$第三个分式表示线
性分布$第四个分式表示线性分布)#"*%将式"!#分
别代入式"##可得!
.#抛物线分布)$
""K#4",)#5$""8*<"K$&>##*$

!"K#4!,)#5$[8*<"K$&>#*%

!!W#抛物线分布*$
""K#4",)#5$""#58*<"K$&>##*$

!"K#4!,)#5$["#58*<"K$&>##*%

!!8#线性分布$

""K#4",)#5$"8*<"K$&!>G$&$#*$

!"K#4!,)#5$[8*<"K$&!>G$&$#*%

!!X#均匀分布$
""K#4",)#5$"#"*$!"K#4!,)#5$[#"*%

!!利用高斯随机场可获得如下力学性能关系)#&*!

""K#
", 4!

"K#&!,G"B#!#
#B#!#" #!B& "&#

!!将式"##代入式"&#可得!

$[4
#B#!##5

!B&#5$"#"K槡 #) *
#"K#

%

!!假设不同孔隙分布形式材料的总质量相等$则

式"&#中均匀分布模式的孔隙率#"可表示为!

#"4
#
$"5

#
$"

#
>!,-

>&!

5>&!
!"K#XKG"B#!#" #
#B#!#

5

6

7

8

!B&

%

!!根据修正后的 Y./K5-(9<.5微观力学模型$在
无孔隙状态下$QMV增强复合材料的有效杨氏模量
",可由下式计算)##$#$*!

",4"&F6
#G*@$QMV&@$QMVDQMV
#5&@$QMVDQMV

G

%
F
#G*#$QMV&#$QMVDQMV
#5&#$QMVDQMV

#"L$

其 中!*@$QMV 4
!@
F
$*#$QMV 4

!#
F
$&@$QMV 4

"QMV&"L5#
"QMV&"LG*@$QMV

$&#$QMV4
"QMV&"L5#
"QMV&"LG*#$QMV

’@(

#(F分别为QMV的平均长度(平均宽度和平均
厚度’"QMV和"L 分别为 QMV和基体的杨氏
模量%

根据混合律)#$*$在无孔隙状态下$QMV增强复
合材料的质量密度!, 和等效泊松比U, 可表示为!

!,4!QMVDQMVG!LDL$U,4UQMVDQMVGULDL$
其中!!QMV(!L(UQMV和UL 分别为QMV和基体的密
度和泊松比%

QMV的体积含量DQMV和基体的体积含量DL

具有如下关系!

DQMVGDL4#%

QMV的体积含量DQMV可由下式计算!

DQMV4

=’#)#58*<"K$&>#*$

=’!8*<"K$&>#$

=’&)#58*<"K$&!>G$&$#*$

=’$%
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.
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!!假设QMV重量含量沿板条厚度方向连续变化$
考虑如图!所示的$种石墨烯分布模式)##*$即QMV
T(QMV\(QMVN(QMV?$并将其分别应用于$种
孔隙分布模式中%为了便于比较$本文假设不同孔
隙分布材料中的QMV总重量含量# QMV相等$则其
峰值=’#:=’!:=&:=’$且=’;"’g#$!$&$$分别
对应抛物线分布)(抛物线分布*(线性分布和均匀
分布模式’;g#$!$&$$$分别对应QMVT(QMV\(
QMVN(QMV?#可由下式计算!

#QMV![
#QMV![ G!QMV5#QMV!QMV-

>&!

5>&!

!"K#
!,

XK4

=’#-
>&!

5>&!
#58*<

K$
>" #) *!"K#!,

XK$

=’!-
>&!

5>&!
8*<K$>" #!"K#!,

XK$

=’&-
>&!

5>&!
#58*<

K$
!>G

$
$" #) *!"K#!,

XK$

=’$-
>&!

5>&!

!"K#
!,
XK$

2

.

/
其中!!"K#随孔隙分布模式的不同而变化%

图!!石墨烯分布模式

D!理论方程

在直角坐标系下$考虑一个均布荷载作用下等
厚度的功能梯度多孔板条模型$OQL多孔板条示意
图如图&所示$其中!+( "$M) *在板条的几何中
面$K( 5>&!$>&!) *垂直于几何中面%

图&!OQL多孔板条示意

忽略体积力$基于弹性理论的平衡方程为

$++$+G$+K$K4"$

$+K$+G$KK$K4"2 "$#

其中!$++($+K和$KK分别为+和K方向上的应力分
量’下标.$/表示对后面的变量求偏导%

各向同性材料的本构方程为!

$++4A##0$+GA#&R$K$

$KK4A#&0$+GA##R$K$

$+K4A%%"0$KGR$+#
2
.

/

"%#

其中!0(R分别为+和K方向上的位移分量’A’;为
材料的弹性常数$为板条厚度方向坐标K的函数$
即A’;gA’;"K#%基于前文对材料特性参数的描述和

计算$材料的弹性常数A’;可利用QMV增强功能梯
度多孔材料的有效杨氏模量""K#和泊松比2"K#计
算$

A#&4
""K#2"K#

)#G2"K#*)#5!2"K#*
$

A##4
""K#)#52"K#*

)#G2"K#*)#5!2"K#*
$

A%%4
""K#

!)#G2"K#*
%

!!根据推广后的 L5.-和7K3-83,板理论)#%*$取
如下形式的位移场表达式!
0"+$K#40"+#G(0$++G/R$+GNR$+++$

R"+$K#4R"+#G!0$+GHR$++GY
2
.
/

"D#
其中!/"K#(N"K#(H"K#(Y"K#(("K#(!"K#均为
待定函数%

将式"D#代入式"%#可得!

$++4"A##GA#&!\#0$+G"A##/GA#&H\#R$++G
A##(0$+++GA##NR$++++GA#&Y\$

$KK4"A#&GA##!\#0$+G"A#&/GA##H\#R$++G
A#&(0$+++GA#&NR$++++GA##Y\$

$+K4A%%)"/\G##R$+G"(\G!#0$++G
"N\GH#R$+++*

2

.

/
"’#

其中!上标.l/表示对变量K求导数%
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将式"’#代入式"$#$并令
)A%%"/\G##*\4"$A##GA##/GA#&H\G
)A%%"N\GH#*\4A%%3!$"A#&GA&&!\#\4"$
A#&!\G)A%%"(\G!#*\4A%%3#$A%%"/\G##G
"A#&/GA&&H\#\4"$0$+++43&$
R$++++43$ "F#

经简化可得!

3#0$++G3!R$+++4" "C#
由式"F#,"C#可得!

R"+#4#!$3$+
$G
#
DA#+

&G
#
!A!+

!GA&+GA$

0"+#4#D3&+
&5
#
!
3!
3#
A#+!GA%+GAD

2

.

/
"#"#

其中!3#(3!(3&(3$ 为任意常数’H’"’4#$!$1$D#
为积分常数$可由板条在+4"$M处的板柱面边界条
件确定%

假设在板条的上表面K4>&!处!$KK 45X$
$+K4"’下表面K4E>&!处!$KK4$+K4"$并令0和R
为其中面位移分量$即0"+#40"+$"#$R"+#4
R"+$"#%然后将式"’#中应力分量$KK 和$+K 的表
达式代入前述边界条件$这样函数/"K#(N"K#(
H"K#(Y"K#(("K#(!"K#以及常数3’"’4#$!$&$$#
的最终表达式便可以完全确定)#%*%

E!板柱面边界条件

积分应力表达式"’#$可得板条的轴力)+(弯
矩P+ 和剪力T+ 的表达式)#%*!

)+4-
>&!

5>&!
$++XK4)#0$+G)&R$++G

)%0$+++G)’R$++++G)"$

P+4-
>&!

5>&!
$++KXK4P#0$+GP&R$++G

P%0$+++GP’R$++++GP"$

T+4-
>&!

5>&!
$+KXK4T#0$++GT!R$+++$

其中!)"4-
>&!

5>&!
A#&Y\XK$)#4-

>&!

5>&!
"A##GA#&!\#XK$

)&4-
>&!

5>&!
"A##/GA#&H\#XK$)%4-

>&!

5>&!
A##(XK$)’4

-
>&!

5>&!
A##NXK$P"4-

>&!

5>&!
A#&Y\KXK$P#4-

>&!

5>&!
K"A##G

A#&!\#XK$P& 4-
>&!

5>&!
K"A##/ G A#&H\#XK$P% 4

-
>&!

5>&!
A##K(XK$T# 4-

>&!

5>&!
A%%"(\ G !#XK$T! 4

-
>&!

5>&!
A%%"N\GH#XK$P’4-

>&!

5>&!
A##KNXK%

在板条+g"$M处考虑简支边界*(固支边界+
或自由边界,$即

*4"04"$!R4"$!P+4"# "###

+4"04"$!R4"$!R$+4"# "#!#

,4")+4"$!P+4"$!T+4"# "#&#

!!利用边界条件式"###,"#&#可以确定板中面式
"#"#中的积分常数H’"’g#$!$1$D#$然后代入式
"%#和"D#即可获得增强功能梯度多孔板条在任意位
置处的位移和应力解答%

F!数值算例

FCB!结果验证
为了验证本文方法的正确性$考虑一个受均布

荷载Xg#m#"$f&I作用的功能梯度多孔板条%
相关参数为!"g!""QM.$Ug#&&$$"g"B%$>g
"B#I%文献)!*给出了该问题的平面应力解和
Tf7h7解%为了便于比较$需要将本文的平面应
变解转换成平面应力解%表#给出了三种不同长厚
比时板条的无量纲位移M&>%从表#中可以发现$本
文解与文献解基本一致$验证了本文解答的正确性%

表B!无量纲位移R!>比较

M&> 本文解 Tf7h7解)!* 文献)!*解

#" "B"""CF "B"""CC "B""#""

!" "B"#%%% "B"#%’! "B"#%F!

%" "BD"%DF "BD##F! "BD#D$D

FCD!O$\增强功能梯度多孔板条受均布荷载作用
考虑QMV的几何尺寸和含量(孔隙分布模式(

孔隙率系数及边界条件等因素对QMV增强OQL
多孔板条弯曲响应的影响$选择金属泡沫铜作为复
合材料的基体$相关材料参数)##(#&*如表!所示%无
特别说明$计算时取Xg#m#"$f&I$>g"B#I$

M&>g#"$$"g"B%$#QMVg#‘$边界条件取固支边界$
引入无量纲位移R,gR&>和无量纲应力$,+g$+&X%
表D!O$\几何尺寸和金属泡沫铜的有效材料参数

@&#I #&#I F&-I !QMV&"_6+I&#"QMV&9M.
!B% #B% #B% #B"Dm#"& #B"#
UQMV #QMV&‘ UI !L&"_6+I&# "L&QM.
"B#FD # "B&$ FBCDm#"& #&"

!!为了研究QMV几何尺寸和孔隙率对多孔板条弯
曲响应的影响$本文给出了孔隙率变化的情况下不同
QMV厚长比F&@和两种QMV宽长比#&@"假定QMV
平均长度@为常数#时的无量纲位移和无量纲正应
力%不失一般性$本文只考虑抛物线分布)和QMVT
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情形%孔隙率变化情况下不同QMV厚长比多孔板条
的弯曲响应如图$所示%从图$中可以看出!随着厚
长比F&@的增大$两种QMV宽长比#&@下的无量纲
位移和应力变化均不显著’在厚长比F&@3"B%m

#"G&时$无量纲位移随着宽长比#&@的增大而减小$
无量纲应力则与之相反%当孔隙率系数$"g"时$即
为无孔功能梯度复合材料板$随着孔隙率增大$无量
纲位移绝对值和无量纲正应力均在增大%

图$!孔隙率变化情况下不同QMV厚长比多孔板条的弯曲响应

!!图%给出了不同孔隙分布模式下QMV含量对
无量纲位移和无量纲正应力的影响%本文仅考虑
QMV?形式%从图%中可以发现$无量纲位移绝对
值随着QMV含量的增加而减小$且抛物线分布)时

的无量纲位移绝对值最小%$种孔隙分布模式的无
量纲应力均为正$且无量纲正应力随QMV含量的增
加变化均不显著%

图%!不同QMV质量分数下多孔板条的弯曲响应

!!图D给出了+gM&!处$简支QMV增强功能梯度
多孔板条沿厚度方向的无量纲位移和无量纲应力%
从图D中可以发现$$种孔隙分布模式下的无量纲位

移沿板厚度方向均呈非线性变化$其中抛物线分布)
时的无量纲位移绝对值最小$均匀分布时无量纲位移
绝对值最大%对于无量纲正应力$$种分布形式的无
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量纲正应力沿板厚度方向变化显著$其中抛物线分布
*时的无量纲正应力绝对值在板中面位置处最小$随

后沿板上下表面先增大后减小$其他&种分布形式的
最大压应力和最大拉应力分别出现在板的上下表面%

图D!不同孔隙分布模式下多孔板条无量纲沿厚度方向分布的弯曲响应

!!为了考虑边界条件的影响$图’给出了Kg>&!
处孔隙率均匀分布时板条沿+方向的无量纲位移
和无量纲正应力%结果表明$+-,板条无量纲位移
沿+方向全部为负$且无量纲位移在自由边处达
到最大’*-*板条(+-+板条和+-*板条的无量纲位
移绝对值沿+方向均表现为两端小中间大的特

征%对于无量纲正应力$$种边界条件下的板条沿
+方向均呈现抛物线分布特征$其中*-*板条和
+-+板条的最大压应力和最大拉应力分别出现在
板条两端和板中面’由于固支端提供了较大约束$
故+-,板条和+-*板条的固支端处产生最大的正
应力%

图’!不同边界条件下多孔板条沿+方向分布的弯曲响应

!!本文计算了所有孔隙分布和QMV分布下的结
果$这些结果与上述几种板条的无量纲位移和无量
纲正应力结果相似$因此以上分析讨论对于其他分
布情形的板条也同样适用%

J!结!论

本文基于弹性理论$利用推广后的 L5.-和
7K3-83,板理论和修正后的 Y./K5-(9<.5微观力学
模型$研究了QMV增强功能梯度多孔板条在均布荷
载作用下的弯曲问题$并通过数值算例研究了QMV
几何尺寸和含量(孔隙分布模式(孔隙率及边界条件

对板条弯曲响应的影响%所得主要结论如下!
.#QMV几何尺寸对板条的无量纲位移和无量

纲正应力影响均不显著’孔隙率系数对板条无量纲
位移和正应力的影响较大$且无量纲位移和正应力
均随着孔隙率的增大而增大%
W#当QMV分布模式一定时$孔隙呈抛物线分布

)时的无量纲位移最小$这表明将孔隙集中在板中
平面附近可以提供更优异的结构刚度’当QMV均匀
分布时$QMV含量对板条无量纲正应力的影响可以
忽略不计%
8#孔隙分布模式对沿板厚度方向上的无量纲正
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应力影响显著$这是由于材料内部孔隙梯度变化导
致材料常数也呈梯度变化引起的%

本文获得的解析解完全满足弹性理论中的平衡
方程及板上下表面的边界条件$只在板柱面边界处
采用圣维南原理对应力条件进行了放松$在柱面边
界大约一个板厚范围内$解析解答会存在一定误差’
远离该区域后本研究获得的解析解便具有足够高的
精度%
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