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　　摘　要：针对几乎喜爱风险但在某些财富水平又厌恶风险的投资者，建立了更精确的风险相依模型，将原有的

整数阶过度相依理论推广到了分数阶。首先，针对实际应用中投资者的效用函数难以确定的问题，建立了分数阶过

度相依基于分布函数的等价刻画；其次，考虑到金融理论中金融衍生品通常表示为某些主要资产的一个单调递增凸

性变换，讨论了分数阶过度相依在单调递增凸性变换下是否具有不变性；最后，将分数阶过度相依模型应用于投资

多元化的问题中，以说明该模型的有效性，并进一步扩展了确保投资多元化的充分条件，为风险喜爱投资者面对较

复杂投资时提供了适合的组合。
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０　引　言

在金融投资领域，许多投资策略的制定需要借助相应的风险相依模型［１－２］。在已有的风险相依模型中，
相依性最弱的是 Ｗｒｉｇｈｔ［３］提出的一阶期望相依模型，它用单调增效用函数来刻画投资者风险偏好，有效地
回答了投资者为什么需要进行分散投资这一的经典问题，并且为这部分投资者提供了一些需要进行分散投
资的充分必要条件。由于一阶期望相依模型考虑的对象是风险偏好具有单调增效用函数的投资者，它不能
有效解释风险偏好具有凸性单调增的效用函数（风险喜爱）与风险偏好具有凹性单调增效用函数（风险厌恶）
的投资者投资行为的差异性，导致了此模型的局限性。
近年来有许多研究者为了能给具有不同风险偏好的投资者提供更精确的相依模型，采用不同效用函数

和相依结构研究高阶期望相依。Ｌｉ［４］通过考虑一类由Ｃａｂａｌｌé等［５］提出的“混合风险规避”效用函数，引入了
高阶期望相依；Ｄｅｎｕｉｔ等［６］通过事例说明，两个连续整数阶期望相依之间存在跳跃，并采用Ｌｅｓｈｎｏ等［７］提
出的几乎风险厌恶效用函数类，引入了几乎期望相依（Ａｌｍｏｓｔ　ｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎ　ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ，ＡＥＤ）以填补连续整
数阶期望相依之间的间隙；最近，Ｈｅｎｒｙ　Ｃｈｉｕ［８］为了给面对多个复杂投资的投资者提供更为有效的投资决
策，考虑了多个风险投资之间的偏相关关系，通过一般的风险厌恶效用函数，引入了条件期望相依。
到目前为止，有关一阶期望相依模型的研究成果绝大部分针对的是风险厌恶投资者。事实上，在实际投

资中，许多投资者是风险喜爱的。Ｄｅｎｕｉｔ等［６］考虑投资者喜爱风险的偏好，提出了与高阶期望相依模型相
对的高阶过度相依模型。高阶过度相依模型广泛应用于投资组合的多样性问题和基于ＣＡＰＭ 模型［９］假设
的资产定价符号的确定性问题中。与期望相依相比，过度相依的理论研究成果相对偏少。本文的目的是进
一步研究过度相依理论并探讨其在投资多元化问题中的应用。
事实上，Ｄｅｎｕｉｔ等［６］提出的整数阶过度相依模型依然存在着间隙，即：存在着大量的资产收益，它们之

间存在着某种比较弱的相依关系，但不能用整数阶过度相依来建模。另一方面，整数阶过度相依模型针对喜
爱风险的投资者，而市场中存在着大量不完全喜爱风险的投资者。例如：人们在买股票（表现为喜爱风险）的
同时会买保险（表现为厌恶风险）。对于这一类投资者来说，这两个资产是负相依的，对其分散投资才能获得
最佳收益。因此，研究并准确刻画一种符合不完全喜爱风险投资者偏好的相依模型，是非常有意义的。
为了刻画这种“不完全喜爱风险”的偏好，Ｆｒｉｅｄｍａｎ等［１０］提出了一类凹凸相间的效用函数，即在中间财

富水平是凸函数，在高财富水平和低财富水平都是凹函数；Ｍａｒｋｏｗｉｔｚ［１１］提出了Ｓ形效用函数；Ｋａｈｎｅｍａｎｎ
等［１２］提出参考点相依效用函数；Ｂｅｌｌ［１３］提出了部分凹函数；等等。近年来，一些研究者采用对效用函数的导
数增加条件的方法来表示这一类风险偏好，如：Ｌｅｓｈｎｏ等［７］提出的Ｕε 效用函数类，Ｍüｌｌｅｒ等［１４］提出的Ｕγ
效用函数类。
因此，为了建立适合“几乎喜爱风险”投资偏好的风险相依模型，本文在 Ｍüｌｌｅｒ等［１４］提出的分数阶随机

占优的基础上，利用效用函数类Ｕγ，建立了一种结构更灵活的过度相依模型，本文称之为分数阶过度相依。
这种过度相依符合投资者几乎喜爱风险但在某些财富水平又厌恶风险的偏好。本文提出的分数阶过度相依
与Ｄｅｎｕｉｔ等［６］在２０１５年利用效用函数Ｕε 提出的几乎过度相依不同，它可以作为一阶过度相依和二阶过度
相依之间的一种连续化。

Ｗｒｉｇｈｔ［３］在研究优化投资组合问题时，利用负一阶期望相依解释了为什么投资要注重分散性，得到了
确保投资多元化的一个充分条件。Ｄｅｎｕｉｔ等［６］利用几乎负一阶期望相依模型对此充分条件进行了推广。
本文使用了分数阶过度相依模型，利用分数阶过度相依的等价刻画，进一步推广了 Ｗｒｉｇｈｔ［３］和Ｄｅｎｕｉｔ等［６］

得到的结论，为几乎喜爱风险但在某些财富水平又厌恶风险的决策者提供一个确保投资多元化的充分条件。

１　分数阶过度相依的定义

Ｍüｌｌｅｒ等［１４］对几乎喜爱风险这类风险偏好提供了一个基于Ｎｅｕｍａｎｎ－Ｍｏｒｇｅｎｓｔｅｒｎ数值表示的定义。
定义１　对任意两个资产回报Ｘ和Ｙ，几乎喜爱风险的投资者偏好Ｘ于Ｙ（记：ＸＹ），当且仅当对所有

的效用函数ｕ（·）∈Ｕγ，满足：

Ｅ［ｕ（Ｘ）］≥Ｅ［ｕ（Ｙ）］，
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其中：Ｕγ＝｛ｕ∈Ｕ：０≤γｕ′（ｘ）≤ｕ′（ｙ），ｘ≤ｙ｝，Ｕ表示Ｒ上所有可微效用函数所构成的集合，γ∈［０，１］。

　　为了符合投资者几乎喜爱风险但在某些财富水平又厌恶风险的的偏好，本文扩展了已有的风险相依模
型，提出了如下的分数阶过度相依概念。
定义２　设随机变量Ｘｉ（ｉ＝１，２）表示第ｉ个投资的收益。如果对所有的效用函数ｕ（·）∈Ｕγ，满足：

Ｃｏｖ［Ｘ１，ｕ（Ｘ２）］≤０ （１）
则称随机变量Ｘ１ 是负（１＋γ）阶过度相依于Ｘ２；若对所有的效用函数ｕ（·）∈Ｕγ，满足：

Ｃｏｖ［Ｘ１，ｕ（Ｘ２）］≥０ （２）
则称随机变量Ｘ１ 是正（１＋γ）阶过度相依于Ｘ２。其中：Ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）表示随机变量Ｘ 和Ｙ 的协方差。
对任意的γ∈［０，１］，因为关系式Ｕ１Ｕγ Ｕ０成立，所以（１＋γ）阶过度相依是１阶过度相依与２阶

过度相依之间的一个连续化。

２　分数阶过度相依的性质

首先，从定义２中可以得到两个相对简单且有用的性质：
性质１　当０≤γ１≤γ２≤１，若Ｘ１是负（正）（１＋γ２）阶过度相依于Ｘ２，则Ｘ１是负（正）（１＋γ１）阶过

度相依于Ｘ２。
性质２　若Ｘ１ 是负（正）（１＋γ）阶过度相依于Ｘ２，则－Ｘ１ 是正（负）（１＋γ）阶过度相依于Ｘ２。
为了简便，定义函数：

Ｆ＊（ｘ）＝Ｅ［Ｘ１］Ｐ（Ｘ２ ＞ｘ），Ｇ＊（ｘ）＝Ｅ［Ｘ１Ｉ（Ｘ２ ＞ｘ）］ （３）
其中：Ｉ（Ｘ２ ＞ｘ）为示性函数。
定理１　对于给定的γ∈ ［０，１］，以下三个结论是等价的：

ａ）Ｘ１ 是负（１＋γ）阶过度相依于Ｘ２；

ｂ）对于所有的效用函数ｕ（·）∈Ｕ＊
γ ，满足：

Ｃｏｖ［Ｘ１，ｕ（Ｘ２）］≤０，

其中：Ｕ＊
γ ＝ ｕ：０≤γ

ｕ（ｘ２）－ｕ（ｘ１）
ｘ２－ｘ１ ≤

ｕ（ｘ４）－ｕ（ｘ３）
ｘ４－ｘ３

，ｘ１ ≤ｘ２ ≤ｘ３ ≤ｘ４｛ ｝；
ｃ）对任意的ｔ∈Ｒ，

∫
＋∞

ｔ
［Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）］＋－γ［Ｆ＊（ｘ）－Ｇ＊（ｘ）］＋ｄｘ≤０ （４）

　　证明　首先证明ａ）ｂ）。由于Ｕ＊
γ 满足平移刻度变化不变性，并且 Ｍüｌｌｅｒ等［１４］提出：对所有ｕ（·）∈

Ｕ＊
γ 存在一个效用函数序列｛ｕｎ：ｕｎ ∈Ｕγ，ｎ＝１，２，…｝，满足ｌｉｍ

ｎ→∞
ｕｎ＝ｕ，则ａ）ｂ）。

其次证明ｂ）ｃ）。对于任意给定的ｔ∈Ｒ，定义ｕｔ（·），使其一阶导数满足：

ｕ′ｔ（ｘ）＝
０， ｘ≤ｔ，

１， Ｇ＊ ≥Ｆ＊，ｘ＞ｔ，

γ， Ｇ＊ ＜Ｆ＊，ｘ＞ｔ．
烅
烄

烆
显然有ｕｔ（ｘ）∈Ｕ＊

γ 。不失一般性，假设（Ｘ１，Ｘ２）的联合密度函数为ｆ（ｘ１，ｘ２），边际密度函数为ｆ１（ｘ）和

ｆ２（ｘ），则

Ｅ［Ｘ１ｕｔ（Ｘ２）］＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｘ１ｕｔ（ｘ２）ｆ（ｘ１，ｘ２）ｄｘ１ｄｘ２

＝∫
＋∞

－∞
ｕｔ（ｘ２）［∫

＋∞

－∞
ｘ１ｆ（ｘ１，ｘ２）ｄｘ１］ｄｘ２

＝－∫
＋∞

－∞
ｕｔ（ｘ２）ｄＧ＊（ｘ），

Ｅ［Ｘ１］Ｅ［ｕｔ（Ｘ２）］＝∫
＋∞

－∞
ｕｔ（ｘ２）Ｅ［Ｘ１］ｆ（ｘ２）ｄｘ２＝－∫

＋∞

－∞
ｕｔ（ｘ２）ｄＦ＊（ｘ）．
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因此，

Ｃｏｖ［Ｘ１，ｕｔ（Ｘ２）］＝Ｅ［Ｘ１ｕｔ（Ｘ２）］－Ｅ［Ｘ１］Ｅ［ｕｔ（Ｘ２）］

＝∫
＋∞

－∞
－ｕｔ（ｘ）ｄＧ＊（ｘ）－∫

＋∞

－∞
－ｕｔ（ｘ）ｄＦ＊（ｘ）

＝∫
＋∞

－∞
ｕｔ（ｘ）ｄ（Ｆ＊（ｘ）－Ｇ＊（ｘ））．

再利用分部积分法，

Ｃｏｖ［Ｘ１，ｕｔ（Ｘ２）］＝∫
＋∞

ｔ
［Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）］

＋
－γ［Ｆ＊（ｘ）－Ｇ＊（ｘ）］＋ｄｘ．

若Ｃｏｖ［Ｘ１，ｕｔ（Ｘ２）］≤０，则∫
＋∞

ｔ
［Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）］＋－γ［Ｆ＊（ｘ）－Ｇ＊（ｘ）］＋ｄｘ ≤０。

最后证明ｃ）ａ）。不失一般性，可以假设：Ｒ＝ｓｕｐｘ∈Ｒｕ′（ｘ）∈ （０，＋∞）。对任意确定的数ｎ≥２，定
义εｎ＝２－ｎ，Ｋ 为不等式Ｒ（１－ｋεｎ）≥ｉｎｆｘ∈Ｒｕ′（ｘ）成立时数ｋ的最大值。将区间（－∞，＋∞）分割为小区
间［ｚｋ，ｚｋ＋１］的并，即

ｚ０＝－∞，ｚＫ＋１＝＋∞，ｚｋ＝ｓｕｐ｛ｘ：ｕ′（ｘ）≥Ｒ（１－ｋεｎ）｝，ｋ＝１，２，…，Ｋ．
再定义：

ｍｋ＝ｓｕｐ｛ｕ′（ｘ）：ｚｋ－１ ＜ｘ≤ｚｋ｝＝Ｒ（１－（ｋ－１）εｎ）．
可以得到：

γ（ｍｋ＋Ｒεｎ）≤ｕ′（ｘ）≤ｍｋ，ｘ∈ （ｚｋ－１，ｚｋ］，ｋ＝１，２，…，Ｋ＋１．
再利用放缩法得到：

∑
Ｋ＋１

ｋ＝１∫
ｚ
ｋ

ｚ
ｋ－１

［Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）］＋ｕ′（ｘ）ｄｘ≤∑
Ｋ＋１

ｋ＝１
ｍｋ∫

ｚ
ｋ

ｚ
ｋ－１

［Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）］
＋
ｄｘ．

因此，

Ｃｏｖ［Ｘ１，ｕ（Ｘ２）］＝Ｅ［Ｘ１ｕ（Ｘ２）］－Ｅ［Ｘ１］Ｅ［ｕ（Ｘ２）］＝∫
∞

－∞
ｕ′（ｘ）［Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）］ｄｘ

＝∑
Ｋ＋１

ｋ＝１∫
ｚ
ｋ

ｚ
ｋ－１

ｕ′（ｘ）［Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）］＋ｄｘ－∑
Ｋ＋１

ｋ＝１∫
ｚ
ｋ

ｚ
ｋ－１

ｕ′（ｘ）［Ｆ＊（ｘ）－Ｇ＊（ｘ）］＋ｄｘ

≤∑
Ｋ＋１

ｋ＝１
ｍｋ∫

ｚ
ｋ

ｚ
ｋ－１

［Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）］＋ｄｘ－∑
Ｋ＋１

ｋ＝１

（ｍｋ＋Ｒεｎ）∫
ｚ
ｋ

ｚ
ｋ－１

［Ｆ＊（ｘ）－Ｇ＊（ｘ）］＋ｄｘ．

令Ｔｋ＝∫
ｚ
ｋ

ｚ
ｋ－１

［Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）］＋－γ［Ｆ＊（ｘ）－Ｇ＊（ｘ）］＋ｄｘ，ｃｋ＝∫
ｚ
ｋ

ｚ
ｋ－１

［Ｆ＊（ｘ）－Ｇ＊（ｘ）］＋ｄｘ．可以得到：

Ｃｏｖ［Ｘ１，ｕ（Ｘ２）］≤∑
Ｋ＋１

ｋ＝１
ｍｋＴｋ－γＲεｎ∑

Ｋ＋１

ｋ＝１
ｃｋ．

对于任意的ｋ＝１，２，…，Ｋ＋１，注意到：

∑
ｋ

ｉ＝１
Ｔｉ＝∫

ｚ
ｋ

ｚ０

［Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）］＋－γ［Ｆ＊（ｘ）－Ｇ＊（ｘ）］＋ｄｘ．

根据条件ｃ）得到∑
Ｋ＋１

ｉ＝１
Ｔｉ ≤０。又因为ｍｋ 是一个非负递减序列，因此有∑

Ｋ＋１

ｋ＝１
Ｔｋｍｋ ≤０。 即

Ｃｏｖ［Ｘ１，ｕ（Ｘ２）］≤－γＲεｎ∑
Ｋ＋１

ｋ＝１
ｃｋ ≤－γＲεｎ∫

＋∞

－∞
［Ｆ＊（ｘ）－Ｇ＊（ｘ）］＋ｄｘ．

当ｎ→ ∞ 时，Ｃｏｖ［Ｘ１，ｕ（Ｘ２）］→０。
证毕。
注：定义２中，效用函数可微的条件不是必不可少的。Ｕγ 可以用Ｕ

＊
γ 来替代。

在实际应用中，很难确定各个投资者效用函数的显性表达式。有了定理１这一等价刻画，验证资产之间
是否具有分数阶过度相依只需要知道它们的分布。通过一个简单例子用以说明等价性质在实际判定过度相
依性中的有效性。
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表１　资产Ｘ１ 和Ｘ２ 的联合分布
（Ｘ１，Ｘ２） 联合概率Ｐ
（１，２） １／２
（－２，１） １／１０
（－３／４，３） ２／５

例１　假设Ｘｉ（ｉ＝１，２）为资产ｉ的投资回报。（Ｘ１，Ｘ２）的联合分布见表１。
通过计算可以得到：

Ｇ＊（ｘ）＝Ｅ（Ｘ１｜Ｘ２ ＞ｘ）Ｐ（Ｘ２ ＞ｘ）＝
０．２， １≤ｘ＜２，

－０．３， ２≤ｘ＜３，

０， 其他
烅
烄

烆
和Ｆ＊（ｘ）≡０。 因此，

Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）＝
０．２， １≤ｘ＜２，

－０．３， ２≤ｘ＜３，

０， 其他．
烅
烄

烆
由定理１可知：Ｘ１ 是负（１＋γ）阶过度相依于Ｘ２，当且仅当２／３≤γ≤１。
由性质２可知：正、负 （１＋γ）阶过度相依之间具有对偶性，因此正（１＋γ）阶过度相依也存在着一个基

于分布函数的等价刻画。
定理２　对于给定γ∈ ［０，１］，以下三个结论是等价的：

ａ）Ｘ１ 是正（１＋γ）阶过度相依于Ｘ２；

ｂ）对于所有的效用函数ｕ（ｘ）∈Ｕ
＊
γ
，Ｃｏｖ［Ｘ１，ｕ（Ｘ２）］≥０；

ｃ）对任意的ｔ∈Ｒ，

∫
＋∞

ｔ
γ［Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）］＋－［Ｆ＊（ｘ）－Ｇ＊（ｘ）］＋ｄｘ≥０ （５）

　　证明　定理２的证明过程类似于定理１，略。
定理３　假设Ｘ２是离散型随机变量，其可能的实现值是ｘ１＜ｘ２＜…＜ｘｎ。则Ｘ１是负（１＋γ）阶过

度相依于Ｘ２，当且仅当对所有的ｘｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ，

∫
＋∞

ｘｉ
［Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）］

＋
－γ［Ｆ＊（ｘ）－Ｇ＊（ｘ）］＋ｄｘ≤０ （６）

证明　必要性显然成立。因此只需要证明其充分性。为此，进行分类讨论：

ａ）当ｔ≥ｘｎ时，由Ｇ＊（ｔ）＝Ｆ＊（ｔ）＝０，可得∫
＋∞

ｔ
［Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）］

＋
－γ［Ｆ＊（ｘ）－Ｇ＊（ｘ）］＋ｄｘ＝０。

　　ｂ）当ｔ≤ｘ１ 时，由于Ｇ＊（ｔ）＝Ｆ＊（ｔ）＝Ｅ（Ｘ１），且

∫
＋∞

ｔ
［Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）］

＋
－γ［Ｆ＊（ｘ）－Ｇ＊（ｘ）］＋ｄｘ

＝∫
ｘ１

ｔ
［Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）］＋－γ［Ｆ＊（ｘ）－Ｇ＊（ｘ）］＋ｄｘ＋

∫
＋∞

ｘ１
［Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）］＋－γ［Ｆ＊（ｘ）－Ｇ＊（ｘ）］＋ｄｘ，

则

∫
＋∞

ｔ
［Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）］＋－γ［Ｆ＊（ｘ）－Ｇ＊（ｘ）］＋ｄｘ

＝∫
＋∞

ｘ１
［Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）］＋－γ［Ｆ＊（ｘ）－Ｇ＊（ｘ）］＋ｄｘ≤０．

　　ｃ）当ｘｉ≤ｔ＜ｘｉ＋１，１≤ｉ＜ｎ时，Ｇ＊（ｘｉ）＝Ｇ＊（ｓ），Ｆ＊（ｘｉ）＝Ｆ＊（ｓ），其中ｘｉ≤ｓ＜ｘｉ＋１。若Ｇ＊（ｘｉ）－
Ｆ＊（ｘｉ）≥０，则

∫
＋∞

ｔ
［Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）］＋－γ［Ｆ＊（ｘ）－Ｇ＊（ｘ）］＋ｄｘ

≤∫
＋∞

ｘｉ
［Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）］＋－γ［Ｆ＊（ｘ）－Ｇ＊（ｘ）］＋ｄｘ≤０．

若Ｇ＊（ｘｉ）－Ｆ＊（ｘｉ）≤０，则

∫
＋∞

ｔ
［Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）］＋－γ［Ｆ＊（ｘ）－Ｇ＊（ｘ）］＋ｄｘ

≤∫
＋∞

ｘｉ＋１
［Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）］＋－γ［Ｆ＊（ｘ）－Ｇ＊（ｘ）］＋ｄｘ≤０．
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　　证毕。
定理４　假设Ｘ１是负（１＋γ）阶过度相依于Ｘ２。对任意的递增且凸函数ｈ１（·），Ｘ１是负（１＋γ）阶过

度相依于ｈ１（Ｘ２）。对任意的常数ａ ≥０，递减函数ｈ２（·），ａＸ１＋ｈ２（Ｘ２）是负（１＋γ）阶过度相依于
ｈ１（Ｘ２）。
证明　令φ（ｔ）＝［Ｅ（Ｘ１｜Ｘ２ ＞ｔ）－Ｅ（Ｘ１）］＋－γ［Ｅ（Ｘ１）－Ｅ（Ｘ１｜Ｘ２ ＞ｔ）］＋，则

φ（ｈ－
１
１ （ｔ））＝［Ｅ（Ｘ１｜ｈ１（Ｘ２）＞ｔ）－Ｅ（Ｘ１）］＋－γ［Ｅ（Ｘ１）－Ｅ（Ｘ１｜ｈ１（Ｘ２）＞ｔ）］＋．

由式（４）可得：对任意的ｘ ∈Ｒ，

∫
＋∞

ｘ
φ（ｔ）Ｐ（Ｘ２ ＞ｔ）ｄｔ≤０．

因为ｈ１（·）是递增的凸函数，所以ｈ１′（ｔ）≥０且非减。对任意的ｘ ∈Ｒ，

∫
＋∞

ｈ
－１
１ （ｘ）
φ（ｔ）Ｐ（Ｘ２ ＞ｔ）ｈ１′（ｔ）ｄｔ≤０．

令ｔ＝ｈ－１１ （ｓ），得到：

∫
∞

ｘ
φ（ｈ－

１
１ （ｓ））Ｐ（ｈ１（Ｘ２）＞ｓ）ｄｓ＝∫

∞

ｘ
φ（ｈ－

１
１ （ｓ））Ｐ（Ｘ２ ＞ｈ－１１ （ｓ））ｄｓ

＝∫
∞

ｈ
－１
１ （ｘ）
φ（ｔ）Ｐ（Ｘ２ ＞ｔ）ｈ１′（ｔ）ｄｔ≤０．

因此Ｘ１ 是负（１＋γ）阶过度相依于ｈ１（Ｘ２）。
令ｈ２（·）为递减函数，对所有的ｕ（·）∈Ｕγ，

Ｃｏｖ［Ｘ１，ｕ（ｈ１（Ｘ２））］≤０，Ｃｏｖ［ｈ２（Ｘ２），ｕ（ｈ１（Ｘ２））］≤０．
则

Ｃｏｖ［ａＸ１＋ｈ２（Ｘ２），ｕ（ｈ１（Ｘ２））］＝ａＣｏｖ［Ｘ１，ｕ（ｈ１（Ｘ２））］＋Ｃｏｖ［ｈ２（Ｘ２），ｕ（ｈ１（Ｘ２））］≤０．
即ａＸ１＋ｈ２（Ｘ２）是负（１＋γ）阶过度相依于ｈ１（Ｘ２）。
证毕。

３　分数阶过度相依与几乎一阶过度相依之间的关系

Ｌｅｓｈｎｏ等［７］在定义几乎随机占优法则时考虑效用函数类Ｕε１。对 ε∈ （０，１／２），

Ｕε１＝ ｕ∈Ｕ０｜ｕ′（ｘ）≤ｉｎｆ　ｕ′（ｘ）
１
ε －

１（ ）｛ ｝｛ ｝ （７）

Ｄｅｎｕｉｔ等［６］基于效用函数类Ｕε１，引出了几乎一阶过度相依概念。
定义３　如果对所有的效用函数ｕ（·）∈Ｕε１，满足：Ｃｏｖ［Ｘ１，ｕ（Ｘ２）］≤０，则称Ｘ１是几乎负一阶过度相

依于Ｘ２。

Ｄｅｎｕｉｔ等［６］证明了式（８）是满足几乎负一阶过度相依性的一个充分条件。下文将进一步证明式（８）是
几乎负一阶过度相依性的一个充分必要条件。
定理５　对任意给定的ε∈ （０，１／２），Ｘ１ 是几乎负一阶过度相依于Ｘ２，当且仅当

∫
＋∞

－∞
［Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）］＋ｄｘ≤ε∫

＋∞

－∞
Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）ｄｘ （８）

证明

Ｃｏｖ［Ｘ１，ｕ（Ｘ２）］＝∫
＋∞

－∞
［Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）］ｕ′（ｘ）ｄｘ

≤ｓｕｐ｛ｕ′（ｘ）｝∫
＋∞

－∞
［Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）］＋ｄｘ－ｉｎｆ｛ｕ′（ｘ）｝∫

＋∞

－∞
［Ｆ＊（ｘ）－Ｇ＊（ｘ）］＋ｄｘ

≤
１
ε
ｉｎｆ｛ｕ′（ｘ）｝（∫

＋∞

－∞
［Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）］

＋
ｄｘ－ε∫

＋∞

－∞
Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）ｄｘ）．

因此，若不等式（８）成立，则Ｃｏｖ［Ｘ１，ｕ（Ｘ２）］≤０。 定理５的充分性得证。

令γ＝ ε
１－ε

，定义ｕ（·）使其一阶导数满足：
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ｕ′（ｘ）＝
１， Ｇ＊ ≥Ｆ＊，

γ， Ｇ＊ ＜Ｆ＊．
烅
烄
烆

显然有ｕ（ｘ）∈Ｕ１ε。 因为，

Ｃｏｖ［Ｘ１，ｕ（Ｘ２）］＝∫
＋∞

－∞
［Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）］ｕ′（ｘ）ｄｘ

＝∫
＋∞

－∞
［Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）］＋－γ［Ｆ＊（ｘ）－Ｇ＊（ｘ）］＋ｄｘ

＝
１
１－ε

［∫
＋∞

－∞
［Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）］

＋
ｄｘ－ε∫

＋∞

－∞
Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）ｄｘ］，

所以，若Ｃｏｖ［Ｘ１，ｕ（Ｘ２）］≤０，则不等式（８）成立。定理５的必要性得证。
证毕。
推论１　若Ｘ１ 是负（１＋γ）阶过度相依于Ｘ２，则Ｘ１ 是几乎负一阶过度相依于Ｘ２。 但反之不成立。
证明　由定理１可得：

∫
＋∞

－∞
［Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）］

＋
ｄｘ≤

γ
１＋γ∫

＋∞

－∞
Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）ｄｘ．

表２　Ｘ１ 和Ｘ２ 的联合分布
（Ｘ１，Ｘ２） 联合概率Ｐ
（１，－２） ２／５
（１，６） １／１０

（－２，－４） １／１０
（－３／４，３） ２／５

令ε＝ γ
１＋γ

，由定理５可知：Ｘ１ 是几乎负一阶过度相依于Ｘ２。

下面证明反之不成立。
本文构造了两个随机变量Ｘ１ 和Ｘ２，其联合分布如表２。
通过计算得到：

Ｇ＊（ｘ）＝Ｅ（Ｘ１｜Ｘ２ ＞ｘ）Ｐ（Ｘ２ ＞ｘ）＝

０．１， ３≤ｘ＜６，

－０．２， －２≤ｘ＜３，

０．２， －４≤ｘ＜－２，

０， 其他

烅

烄

烆
和Ｆ＊（ｘ）≡０。 因此，

Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）＝

０．２， －４≤ｘ＜－２，

－０．２， －２≤ｘ＜３，

０．１， ３≤ｘ＜６，

０， 其他．

烅

烄

烆
当ε∈ （７／１７，１／２），不等式

∫
＋∞

－∞
［Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）］＋ｄｘ≤ε∫

＋∞

－∞
Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）ｄｘ

成立。由定理５可知：Ｘ１ 是几乎负一阶过度相依于Ｘ２。 但同时不等式

∫
＋∞

３
［Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）］＋ｄｘ≥∫

＋∞

３
［Ｆ＊（ｘ）－Ｇ＊（ｘ）］＋ｄｘ

成立。由定理１得：对任意的γ∈ （０，１），Ｘ１ 不是负（１＋γ）阶过度相依于Ｘ２。

证毕。

４　在投资多元化问题中的应用

本文考虑两个资产或金融衍生品的投资组合问题。用Ｘｉ（ｉ＝１，２）表示第ｉ个投资产品的最终回报

率。用λ 表示对Ｘ１ 的投资比例。假设初始用于投资的财富等于１，投资者是风险喜爱的。基于 Ｖｏｎ

Ｎｅｕｍａｎｎ等［１５］的期望效用理论，投资者最终财富的随机优化模型为：

ｍａｘＥ［ｕ（λＸ１＋（１－λ）Ｘ２）］ （９）

假设λ＊ 为模型（９）的最优唯一解。Ｗｒｉｇｈｔ［３］针对厌恶风险的投资者研究了投资组合中的分散性问题，得到
了确保投资多元化的一个充分条件。Ｄｅｎｕｉｔ等［６］把厌恶风险投资者的效用函数限制到Ｕε２＝｛ｕ（ｘ）∈Ｕ｜
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ｕ″（ｘ）≤ｉｎｆ　ｕ″（ｘ）（１／ε－１）≤０｝，对投资多元化问题做了进一步的研究，并推广了 Ｗｒｉｇｈｔ［３］得到的结论。
本文利用分数阶过度相依模型，把效用函数限制到Ｕ１γ＝ ｛ｕ｜ｕ′（ｘ）＞０，ｕ″（ｘ）≤０，ｕ″（ｙ）≤γｕ″（ｘ），ｘ≤ｙ｝，
通过研究投资收益（Ｘ１，Ｘ２）的联合分布，也得到了一个确保投资多元化的充分条件。

４．１　确保投资多元化的条件
定理６　设Ｘ１ 和Ｘ２是两个重要资产或金融衍生品，满足Ｅ［Ｘ１］≥Ｅ［Ｘ２］。若Ｘ１是严格的负（１＋γ）阶

过度相依于Ｘ２，或Ｘ１－Ｘ２是严格的负（１＋γ）阶过度相依于Ｘ２，则对效用函数ｕ（·）∈Ｕ１γ的投资者，λ＊ ＞０。

　　证明　令Ｌ（λ）＝Ｅ［ｕ（λＸ１＋（１－λ）Ｘ２）］。 对目标函数一阶求导得：

Ｌ′（λ）＝０，
即：

Ｅ［（Ｘ１－Ｘ２）ｕ′（λＸ１＋（１－λ）Ｘ２）］＝０．
假设λ＊ 为其唯一解。λ＊ ＞０，当且仅当Ｌ′（０）＞０。 此时，

Ｅ［（Ｘ１－Ｘ２）ｕ′（Ｘ２）］＞０，
即：

Ｅ［Ｘ１ｕ′（Ｘ２）］＞Ｅ［Ｘ２ｕ′（Ｘ２）］ （１０）
再令ｔ（ｘ）＝－ｕ′（ｘ），则ｔ（ｘ）≤０且ｔ（ｘ）∈Ｕγ。 式（１０）转化为：

Ｅ［Ｘ１ｔ（Ｘ２）］＜Ｅ［Ｘ２ｔ（Ｘ２）］ （１１）
因为，

Ｃｏｖ［Ｘ１，ｔ（Ｘ２）］＝Ｅ［Ｘ１ｔ（Ｘ２）］－Ｅ［Ｘ１］Ｅ［ｔ（Ｘ２）］，
Ｃｏｖ［Ｘ２，ｔ（Ｘ２）］＝Ｅ［Ｘ２ｔ（Ｘ２）］－Ｅ［Ｘ２］Ｅ［ｔ（Ｘ２）］，

所以，式（１１）进一步转化为：

Ｃｏｖ［Ｘ１，ｔ（Ｘ２）］＋Ｅ［Ｘ１］Ｅ［ｔ（Ｘ２）］＜Ｃｏｖ［Ｘ２，ｔ（Ｘ２）］＋Ｅ［Ｘ２］Ｅ［ｔ（Ｘ２）］

Ｃｏｖ［Ｘ１，ｔ（Ｘ２）］＜Ｃｏｖ［Ｘ２，ｔ（Ｘ２）］＋（Ｅ［Ｘ２］－Ｅ［Ｘ１］）Ｅ［ｔ（Ｘ２）］．
因为Ｘ１ 是严格的负（１＋γ）阶过度相依于Ｘ２且ｔ（ｘ）∈Ｕγ，所以Ｃｏｖ［Ｘ１，ｔ（Ｘ２）］＜０；又因为ｔ（ｘ）是非
减函数，所以 Ｃｏｖ［Ｘ２，ｔ（Ｘ２）］≥ ０；同时，因为ｔ（ｘ）≤ ０ 且 Ｅ［Ｘ１］≥ Ｅ［Ｘ２］，所以 （Ｅ［Ｘ１］－
Ｅ［Ｘ２］）Ｅ［ｔ（Ｘ２）］≤０。
同理，因为，

Ｃｏｖ［Ｘ１－Ｘ２，ｔ（Ｘ２）］＝Ｅ［（Ｘ１－Ｘ２）ｔ（Ｘ２）］－Ｅ［Ｘ１－Ｘ２］Ｅ［ｔ（Ｘ２）］，
所以，式（１０）转化为：

－Ｃｏｖ［Ｘ１－Ｘ２，ｔ（Ｘ２）］－（Ｅ［Ｘ１］－Ｅ［Ｘ２］）Ｅ［ｔ（Ｘ２）］≥０．
因为Ｘ１－Ｘ２ 是严格的负（１＋γ）阶过度相依于Ｘ２，所以Ｃｏｖ［Ｘ１－Ｘ２，ｔ（Ｘ２）］＜０。
证毕。
定理６是确保投资多元化的一个充分条件，它推广了 Ｗｒｉｇｈｔ［３］和Ｄｅｎｕｉｔ等［６］得到的结论，并进一步得

到了推论２。
推论２　设Ｘ１和Ｘ２是两个重要资产或金融衍生品，满足Ｅ［Ｘ１］＝Ｅ［Ｘ２］。若Ｘ１是严格的负（１＋γ）

阶过度相依于Ｘ２ 且Ｘ２ 是严格的负（１＋γ）阶过度相依于Ｘ１，或Ｘ１－Ｘ２ 是严格的负（１＋γ）阶过度相依
于Ｘ２且Ｘ２－Ｘ１是严格的负（１＋γ）阶过度相依于Ｘ１，则对效用函数ｕ（·）∈Ｕ１γ 的投资者，０＜λ＊ ＜１。

　　证明　通过两次使用定理６的证明方法，其中将λ＊ 倍的初始财产投给Ｘ１，且将（１－λ＊）倍的初始财产
投给Ｘ２。经过简单计算得到λ＊ ＞０且１－λ＊ ＞０。

４．２　算例
本文选取２０１３—２０１５年沪深３００指数及黄金指数的年收益率值，利用（１＋γ）阶过度相依模型，针对投

资多元化问题，提供了一个算例。为了方便计算，用经验分布估计将这两个指数的年收益率的联合分布。投
资者的效用函数ｕ（·）的一阶导数满足：

ｕ（ｘ）＝
１／２γ， ｘ≤０，

１／ｘ， ｘ＞０，｛
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　表３　年收益率Ｘ１ 和Ｘ２ 的联合分布
（Ｘ１，Ｘ２） 联合概率Ｐ

（５１．６６，－１．５０） １／３
（５．５８，－１０．４６） １／３
（－１１．２８，８．４８） １／３

即ｕ（ｘ）∈Ｕ１γ。 对具有上述ｕ（ｘ）的投资者，最优解λ＊ 满足：　
　Ｅ［ｕ（λ＊Ｘ１＋（１－λ＊）Ｘ２）］＝ｍａｘ

０≤λ≤１
Ｅ［ｕ（λＸ１＋（１－λ）Ｘ２）］，

即：

Ｅ［（Ｘ１－Ｘ２）ｕ（λ＊Ｘ１＋（１－λ＊）Ｘ２）］ （１２）

　　假设Ｘ１ 为沪深３００指数的年收益率，Ｘ２ 为黄金指数的年收益率，
（Ｘ１，Ｘ２）的联合分布见表３。

通过计算可得：

Ｇ＊（ｘ）＝Ｅ（Ｘ１｜Ｘ２ ＞ｘ）Ｐ（Ｘ２ ＞ｘ）＝

１５．３２， ｘ＜－１０．４６，

１３．４６， －１０．４６≤ｘ＜－１．５０，

－３．７６， －１．５０≤ｘ＜８．４８，

０， ｘ≥８．４８，

烅

烄

烆
以及

Ｆ＊（ｘ）＝Ｅ（Ｘ１）Ｐ（Ｘ２ ＞ｘ）＝

１５．３２， ｘ＜－１０．４６，

１０．２１３， －１０．４６≤ｘ＜－１．５０，

５．１０７， －１．５０≤ｘ＜８．４８，

０， ｘ≥８．４８．

烅

烄

烆
因此，

Ｇ＊（ｘ）－Ｆ＊（ｘ）＝

０， ｘ＜－１０．４６，

３．２４７， －１０．４６≤ｘ＜－１．５０，

－８．８６７， －１．５０≤ｘ＜８．４８，

０， ｘ≥８．４８．

烅

烄

烆
由定理１可知：当且仅当２９．０９３／８８．４９３≤γ≤１，Ｘ１是负（１＋γ）阶过度相依于Ｘ２。同时Ｘ２是负（１＋γ）
阶过度相依于Ｘ１。

最终财富的联合分布见表４。通过分类讨论λ＊，求得式（１２）的解。
表４　最终财富λ＊Ｘ１＋ １－λ＊（ ）Ｘ２ 的联合分布

（Ｘ１，Ｘ２） λ＊Ｘ１＋（１－λ＊）Ｘ２ 联合概率Ｐ
（５１．６６，－１．５０） ５３．１６λ＊ －１．５０　 １／３
（５．５８，－１０．４６） １６．０４λ＊ －１０．４６　 １／３
（－１１．２８，８．４８） ８．４８－１９．７６λ＊ １／３

　　ａ）当０≤λ＊ ＜１．５０／５３．１６时，

Ｅ［（Ｘ１－Ｘ２）ｕ′（λ＊Ｘ１＋（１－λ＊）Ｘ２）］＝
３４．６
３γ －

１９．７６
３（８．４８－１９．７６λ＊）

＝０．

经计算得λ＊  ［０，１．５０／５３．１６），式（１２）无解。

ｂ）当１．５０／５３．１６≤λ＊ ＜８．４８／１９．７６时，

Ｅ［（Ｘ１－Ｘ２）ｕ′（λ＊Ｘ１＋（１－λ＊）Ｘ２）］＝
１７．７２

５３．１６λ＊ －１．５０
＋
８．０２
３γ －

１９．７６
３（８．４８－１９．７６λ＊）

＝０．

经计算得λ＊  ［１．５０／５３．１６，８．４８／１９．７６），式（１２）无解。

ｃ）当１０．４６／１６．０４＜λ＊ ≤１时，

Ｅ［（Ｘ１－Ｘ２）ｕ′（λ＊Ｘ１＋（１－λ＊）Ｘ２）］＝
１７．７２

５３．１６λ＊ －１．５０
＋

１６．０４
３（１６．０４λ＊ －１０．４６）

－
９．８８
３γ ＝０．

经计算得λ＊  １０．４６／１６．０４，１（ ］，式（１２）无解。

ｄ）当８．４８／１９．７６≤λ＊ ≤１０．４６／１６．０４时，

Ｅ［（Ｘ１－Ｘ２）ｕ′（λ＊Ｘ１＋（１－λ＊）Ｘ２）］＝
１７．７２

５３．１６λ＊ －１．５０
＋

１６．０４
３（１６．０４λ＊ －１０．４６）

－
９．８８
３γ ＝０．
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即：

λ＊ ＝（５１．６６γ＋２．７９）／９８．８７７６∈ ［８．４８／１９．７６，１０．４６／１６．０４］．
　　通过上述讨论，得式（１２）的最优解为λ＊＝（５１．６６γ＋２．７９）／９８．８７７６。即具有上述ｕ（ｘ）的投资者会进
行分散投资，其中在沪深３００指数中投入（５１．６６γ＋２．７９）／９８．８７７６。

５　结　论

为了符合投资者几乎喜爱风险但在某些财富水平又厌恶风险的风险偏好，本文把原先的过度相依推广
到了 （１＋γ）阶的过度相依，起到了类似于 Ｗｒｉｇｈｔ［３］提出的一阶过度相依的作用。本文从四个方面对分数
阶过度相依理论进行了研究，并得到如下主要结论：

ａ）本文给分数阶过度相依建立了一个基于分布函数的等价刻画。即使无法获知投资者的效用函数，也
能确定资产之间是否具有分数阶相依关系。

ｂ）本文进一步完善了Ｄｅｎｕｉｔ等［６］提出的几乎负一阶过度相依的充分条件；并论证了Ｄｅｎｕｉｔ等［６］定义
的几乎一阶过度相依与本文定义的分数阶过度相依是两个不同的概念。

ｃ）在金融市场中，金融衍生品常表示为金融资产的一个单调递增凸性变换。本文证明了分数阶过度相
依在单调递增凸性变换下保持不变，因此分数阶过度相依模型在研究金融衍生品及其投资策略的过程中具
有一定的优越性。

ｄ）本文直接使用Ｃｏｖ（Ｘ１，ｕ（Ｘ２））的符号来定义分数阶过度相依，通过限制效用函数，得到了一个确
保投资多元化的充分条件。
本文介绍的是０≤γ≤１时负（正）（１＋γ）阶过度相依及其性质。对于γ＞１的高分数阶负（正）过度相

依是今后研究的一个问题，如：如何合理地引入介于二阶与三阶过度相依之间的分数阶过度相依等。
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