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　　摘　要：针对单二次约束的非凸二次规划问题，首先提出一种ＤＣ算法，并证明了该算法收敛到问题的Ｋａｒｕｓｈ－

Ｋｕｈｎ－Ｔｕｃｋｅｒ（ＫＫＴ）点；其次利用ＫＫＴ点提出了寻找新的初始可行点的方法；最后结合此方法，设计了一个求单二

次约束非凸二次规划问题全局最优解的ＤＣ算法。数值结果表明，该全局算法能有效找到大规模单二次约束非凸二

次规划问题的全局最优解。
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０　引　言

本文考虑如下单二次约束的非凸二次规划问题：
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其中：Ａ０ 为ｎ×ｎ阶实对称矩阵，Ａ１为ｎ×ｎ阶正定对称矩阵，ｂ０，ｂ１∈瓗ｎ，ｃ０，ｃ１∈瓗，ｃ１＜０，而且ｇ（ｘ）满

足Ｓｌａｔｅｒ条件，即存在ｘ∈ 瓗ｎ，使得ｇ（ｘ）＜０。
非凸二次规划问题在工程、经济管理和金融等领域中有广泛的应用，如管理科学中的生产计划问题，金

融中的投资组合问题和系统性风险估计问题，电器工程中的集成电路芯片设计问题。很多经典的组合优化
问题如最大割问题和二次指派问题，都可以归结为非凸二次规划问题。当Ａ１ 为单位矩阵Ｉ且ｂ１ ＝
（０，０，…，０）Ｔ 时，问题（１）即为经典的信赖域子问题，在文献中已有多项式时间算法［１－３］。Ｍｏｒé等［１］首次提
出了求解信赖域子问题的原始－对偶算法，其思想主要是利用Ｓａｆｅｇｕａｒｄｉｎｇ技术并结合牛顿法来计算拉格朗
日函数的鞍点，该算法能在有限步内得到原问题的一个近似解。Ｍａｒｔíｎｅｚ［４］研究了信赖域子问题的局部非
全局解的性质，证明了该问题最多只有一个局部非全局解，但局部非全局解的充分条件和必要条件之间存在
间隙；Ｗａｎｇ等［５］消除了这一间隙，建立了局部最优解的充要条件。Ｌｕｃｉｄｉ等［６］证明了信赖域子问题的目标
函数在Ｋａｒｕｓｈ－Ｋｕｈｎ－Ｔｕｃｋｅｒ（ＫＫＴ）点处最多有２ｍ＋２个不同的值，其中ｍ 是矩阵的不同负特征值的个
数。Ｔａｏ等［７］提出了求解信赖域子问题的ＤＣ算法，数值结果表明该算法能有效地找到该问题的全局最优
解。Ａｎ等［８］提出了ＤＣ算法的最新理论研究成果及实际应用。

众所周知，带有多个凸二次约束的非凸二次规划问题（Ｑｕａｄｒａｔｉｃａｌｌｙ　ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ　ｎｏｎ－ｃｏｎｖｅｘ　ｑｕａｄｒａｔｉｃ

ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ，ＱＣＱＰ）一般是ＮＰ－难的［９］，甚至找它的局部解也是ＮＰ－难的［１０］。Ｊｅｙａｋｕｍａｒ等［１１］提出并证明了
非凸二次约束的非凸二次规划问题的全局最优性条件。ＱＣＱＰ的几个特殊子类已证明是多项式时间可解
的［１２－１３］。根据经典的Ｓ－引理［１４］，问题（１）的最优值与下述半定规划问题（Ｓｅｍｉ－ｄｅｆｉｎｉｔｅ，ＳＤ）的最优值相等：
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其中：Ｘ＝
１
ｘ（）（１　ｘＴ）；Ｘ ０表示Ｘ 为半正定矩阵；Ｘ１１＝１表示矩阵Ｘ 的第一行第一列元素为１。在

Ｓｌａｔｅｒ条件下，问题（１）与下述拉格朗日对偶问题半定规划（Ｓｅｍｉ－ｄｅｆｉｎｉｔｅ　ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ，ＳＤＰ）有相同的最
优值［１４］：
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　　郑小金［１５］证明了通过求解问题（２）不一定能得到原问题的全局最优解，并对单二次约束的非凸二次规
划提出了一种基于最优ＤＣ分解（即把目标函数分解成两个凸函数之差）的精确算法。该算法先对非凸二次
目标函数进行ＤＣ分解，然后对ＤＣ分解中凹的部分进行线性下逼近得到一个凸二次松弛问题，最后证明了
求解凸二次松弛问题可得到原问题的最优解。值得一提的是，该算法涉及求解一个半定规划问题，故不能有
效求解中大规模问题。
为了找到大规模单二次约束非凸二次规划问题的全局最优解，本文首先将问题（１）中的凸二次约束变换

成球约束，那么问题（１）可等价地转化为经典的信赖域子问题；然后将该问题中的目标函数分解成两个凸函
数之差；再将凹函数的部分进行线性化，提出了求解该问题的ＤＣ算法，并对ＤＣ算法的收敛性进行分析；最
后证明ＤＣ算法收敛到该问题的ＫＫＴ点，并可以找到原问题的全局最优解。

１　ＤＣ算法

本文根据信赖域子问题的全局最优性条件，针对单二次约束的非凸二次规划问题提出了一个新的ＤＣ
算法。首先对问题（１）中的正定矩阵Ａ１ 进行Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解，即Ａ１＝ＢＴＢ，其中Ｂ为可逆矩阵；然后作变换
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Ｂｘ＝ｙ；最后得到问题（１）与经典的信赖域子问题有相同的最优值，即命题１。
命题１　问题（１）与如下经典的信赖域子问题有相同的最优值：

ｍｉｎｆ（ｙ）＝
１
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其中：Ｃ＝（Ｂ－１）ＴＡ０Ｂ－１；ｄ＝（Ｂ－１）Ｔｂ０；ｖ＝－（Ｂ－１）Ｔｂ１；ｒ２＝－２ｃ１＋‖ （Ｂ－１）Ｔｂ１‖２；‖·‖２＝〈·，·〉，表示
欧氏空间的二范数；〈·，·〉表示两个向量的内积。若ｙ＊ 是问题（３）的全局最优解，则ｘ＝Ｂ－１　ｙ＊ 为问题（１）
的全局最优解。
下面通过ＤＣ算法求解问题（３）得到问题（１）的最优值，先对问题（３）的目标函数ｆ（ｙ）进行ＤＣ分解，得

ｆ（ｙ）＝ｇ（ｙ）－ｈ（ｙ），

其中：ｇ（ｙ）＝
１
２ρ‖ｙ‖

２＋ｄＴｙ＋χＥ（ｙ）；ｈ（ｙ）＝
１
２ρ‖ｙ‖

２－
１
２ｙ

ＴＣｙ－ｃ０＝
１
２ｙ

Ｔ（ρＩ－Ｃ）ｙ－ｃ０；Ｅ＝

｛ｙ∈瓗ｎ：‖ｙ－ｖ‖ ≤ｒ｝；χＥ 表示集合Ｅ的指示函数；ρ是一个使ρＩ－Ｃ为半正定的正实数。则问题（３）可
等价转化为如下形式：

ｍｉｎ｛ｇ（ｙ）－ｈ（ｙ）：ｙ∈ 瓗ｎ｝，
再选取初始点ｙ０ ∈ 瓗ｎ，迭代次数ｋ≥０，记ｚｋ ＝

Δ

ｈ（ｙｋ）＝（ρΙ－Ｃ）ｙ
ｋ，则

ｙｋ＋１＝ａｒｇｍｉｎ｛ｇ（ｙ）－〈ｙ，ｚｋ〉｝＝ａｒｇｍｉｎ｛１２ρ‖ｙ‖２＋ｙＴ（ｄ－ｚｋ）＋χＥ：ｙ∈ 瓗ｎ｝，
即ｙｋ＋１ 是下述问题的最优解：

ｍｉｎ
ｙ∈Ｅ

ｙ－
ｚｋ －ｄ
ρ

２

．

最后可得

ｙｋ＋１＝ＰＥ
ｚｋ －ｄ
ρ（ ），

其中：ＰＥ
ｚｋ －ｄ
ρ（ ）表示ｚｋ －ｄρ 在集合Ｅ 上的投影。

上述求解问题（３）的ＤＣ算法可描述如下：
第一步，初始化：输入初始点ｙ０ ∈ 瓗ｎ，迭代次数ｋ＝０，终止精度ε＝１０－６。

第二步，计算ｚｋ ＝（ρＩ－Ｃ）ｙ
ｋ。

第三步，若 ｚ
ｋ －ｄ
ρ

－ｖ ≤ｒ，令ｙｋ＋１＝
ｚｋ －ｄ
ρ

；否则，令

ｙｋ＋１＝

ｒｚｋ
ρ
＋

ｚｋ
ρ
－ｖ －ｒ（ ）ｖ

ｚｋ
ρ
－ｖ

。

　　第四步，若 ‖ｙｋ＋１－ｙｋ‖ ≤ε，则停止，输出ｙｋ；否则令ｋ＝ｋ＋１，返回第二步。
由文献［７］中定理４．１的证明，可证得ＤＣ算法的收敛性结果，如下。
定理１［７］　ＤＣ算法产生的序列 ｛ｙｋ｝的任一聚点ｙ＊ 为问题（３）的ＫＫＴ点，即存在λ＊ ∈ 瓗 使得（Ｃ＋

λ＊Ｉ）ｙ＊ ＝λ＊ｖ－ｄ，λ＊（‖ｙ＊ －ｖ‖－ｒ）＝０，‖ｙ＊ －ｖ‖ ≤ｒ。
定理１说明了ＤＣ算法收敛于问题（３）的ＫＫＴ点，但其未必是问题（３）的全局最优解。

２　基于ＤＣ算法的问题（３）全局最优解求解

２．１　问题（３）的全局最优性条件
由文献［１］可得问题（３）的全局最优性条件，即定理２。

定理２［１］　ｙ＊ 是问题（３）的全局最优解的充要条件为：
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ａ）（Ｃ＋λ＊Ｉ）ｙ＊ ＝λ＊ｖ－ｄ；

ｂ）λ＊（‖ｙ＊ －ｖ‖－ｒ）＝０，‖ｙ＊ －ｖ‖ ≤ｒ；

ｃ）Ｃ＋λ＊Ｉ半正定。
定理２的证明见文献［１］，条件ａ）、ｂ）即为问题（３）的ＫＫＴ条件。
由定理１可知，ＤＣ算法产生的序列｛ｙｋ｝收敛到问题（３）的ＫＫＴ点ｙ＊，为了证明ｙ＊ 是否为问题（３）的

全局最优解，只需证明ｙ＊ 是否满足定理２中的三个条件。根据定理１可知，ｙ＊ 满足定理２的条件ａ）、ｂ），但
不一定满足定理２的条件ｃ）。
下面讨论ｙ＊ 在什么条件下满足定理２中的条件ｃ）。由定理２的ａ）、ｂ）可得：

λ＊ ＝ －
〈ｙ＊ －ｖ，Ｃｙ＊〉－〈ｙ＊ －ｖ，ｄ〉

ｒ２
，

根据矩阵特征值的定义可知Ｃη＝λＣｍｉｎη，其中：λＣｍｉｎ 为矩阵Ｃ 的最小特征值；η 为其对应的特征向量。若

λ＊ ＋λＣｍｉｎ≥０，则ｙ＊ 满足定理２的条件ｃ），即ｙ＊ 是问题（３）的全局最优解。否则，

ηＴ（Ｃ＋λ＊Ｉ）η＝（λ＊ ＋λＣｍｉｎ）ηＴη＜０，
即定理２中的条件ｃ）不满足，这说明当前点ｙ＊ 并不是问题（３）的全局最优解。此时，需要找到新的初始点

ｙ重新启动ＤＣ算法，这里ｙ需满足‖ｙ－ｖ‖≤ｒ且ｆ（ｙ）＜ｆ（ｙ＊）。为了找到满足上述条件的ｙ，先给出
如下引理。
引理１　设ｙ＊ 为问题（３）的ＫＫＴ点，λ＊ 为相应的拉格朗日乘子，则对任意ｙ∈ 瓗ｎ，

ｆ（ｙ）＝ｆ（ｙ＊）－λ
＊

２
（‖ｙ－ｖ‖２－‖ｙ＊ －ｖ‖２）＋

１
２
〈ｙ－ｙ＊，（Ｃ＋λ＊Ｉ）（ｙ－ｙ＊）〉 （４）

　　证明　因ｙ＊ 为问题（３）的 ＫＫＴ点，且λ＊ 为相应的拉格朗日乘子，故有（Ｃ＋λ＊Ｉ）ｙ＊ ＝λ＊ｖ－ｄ，

λ＊（‖ｙ＊ －ｖ‖－ｒ）＝０，于是，

ｆ（ｙ＊）－λ
＊

２
（‖ｙ－ｖ‖２－‖ｙ＊ －ｖ‖２）＋

１
２
〈ｙ－ｙ＊，（Ｃ＋λ＊Ｉ）（ｙ－ｙ＊）〉＝

１
２
（ｙ＊）Ｔ（Ｃ＋λ＊Ｉ）ｙ＊ ＋ｄＴｙ＊ ＋ｃ０－

λ＊

２ ‖ｙ‖
２＋λ＊ （ｙ－ｙ＊）Ｔｖ＋

１
２ｙ

ＴＣｙ＋
λ＊

２ｙ
Ｔｙ－

ｙＴ（Ｃ＋λ＊Ｉ）ｙ＊ ＋
１
２
（ｙ＊）Ｔ（Ｃ＋λ＊Ｉ）ｙ＊ ＝（ｙ＊）Ｔ（Ｃ＋λ＊Ｉ）ｙ＊ ＋（λ＊ｖ－（Ｃ＋

λ＊Ｉ）ｙ＊）Ｔｙ＊ －λ＊（ｙ＊）Ｔｖ＋ｆ（ｙ）＝ｆ（ｙ）．
　　证毕。

２．２　新初始点ｙ的选取
设ｙ＊ 为问题（３）的ＫＫＴ点，λ＊ 为相应的最优拉格朗日乘子，记λＣｍｉｎ为矩阵Ｃ的最小特征值。若λ＊ ＋

λＣｍｉｎ≥０，则ｙ＊ 是问题（３）的全局最优解；否则，

ηＴ（Ｃ＋λ＊Ｉ）η＜０ （５）
其中η 为矩阵Ｃ的最小特征值所对应的特征向量。
令ｙ－ｖ＝－（ｙ＊ －ｖ），即ｙ＝－ｙ＊ ＋２ｖ，根据引理１，式（４）可化简为：

ｆ（ｙ）＝ｆ（ｙ＊）＋２〈ｙ＊ －ｖ，（Ｃ＋λ＊Ｉ）（ｙ＊ －ｖ）〉＝ｆ（ｙ＊）＋２〈ｙ＊ －ｖ，（Ｃ＋λ＊Ｉ）ｙ＊ －
（Ｃ＋λ＊Ｉ）ｖ〉＝ｆ（ｙ＊）＋２〈ｙ＊ －ｖ，λ＊ｖ－ｄ－（Ｃ＋λ＊Ｉ）ｖ〉＝ｆ（ｙ＊）－２〈ｙ＊ －ｖ，Ｃｖ＋ｄ〉 （６）

由式（６）可知，新初始点ｙ的选取，可考虑如下几种情况：

ａ）当 （ｄ＋Ｃｖ）Ｔ（ｙ＊ －ｖ）＞０时，则令ｙ＝－ｙ＊ ＋２ｖ，由式（６）得ｆ（ｙ）＜ｆ（ｙ＊），并且 ‖ｙ－ｖ‖＝
‖－ｙ＊ ＋２ｖ－ｖ‖＝‖ｙ＊ －ｖ‖ ≤ｒ，即ｙ为问题（３）的可行下降点。故可选取ｙ为新的初始点重新启动
ＤＣ算法。

ｂ）当 （ｄ＋Ｃｖ）Ｔ（ｙ＊ －ｖ）≤０时，则分为以下两种情况：

ｂ１）‖ｙ＊ －ｖ‖ ＜ｒ或 ‖ｙ＊ －ｖ‖＝ｒ且ηＴ（ｙ＊ －ｖ）≠０的情况。
令ｙ＝ｙ＊ ＋γη（γ≠０），使 ‖ｙ－ｖ‖＝ｒ成立，即γ是 下述方程的解：

‖η‖２γ２＋２ηＴ（ｙ＊ －ｖ）γ＋‖ｙ＊ －ｖ‖２－ｒ２＝０，
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从而，

γ＝

－２ηＴ（ｙ＊ －ｖ）
‖η‖２

， 若 ‖ｙ＊ －ｖ‖＝ｒ，

－ηＴ（ｙ＊ －ｖ）±槡Δ
‖η‖２

， 若 ‖ｙ＊ －ｖ‖ ＜ｒ，
烅

烄

烆
其中Δ＝［ηＴ（ｙ＊ －ｖ）］２－‖η‖２（‖ｙ＊ －ｖ‖２－ｒ２）＞０。 则由式（６）可得：

ｆ（ｙ）＝ｆ（ｙ＊）－λ
＊

２
（‖ｙ－ｖ‖２－‖ｙ＊ －ｖ‖２）＋

１
２
〈ｙ－ｙ＊，（Ｃ＋λ＊Ｉ）（ｙ－ｙ＊）〉＝ｆ（ｙ＊）－

λ＊

２
（‖ｙ－ｖ‖２－‖ｙ＊ －ｖ‖２）＋γ

２

２
〈η，（Ｃ＋λ＊Ｉ）η〉≤ｆ（ｙ＊）＋γ

２

２
〈η，（Ｃ＋λ＊Ｉ）η〉＜ｆ（ｙ＊）

（７）

其中最后一个不等式由式（５）推得，故可选取ｙ为新的初始点重新启动ＤＣ算法。因为ηＴ（Ｃ＋λ＊Ｉ）η＜０，

所以由式（７）可知γ２ 越大，ｆ（ｙ）的值越小，即当ηＴ（ｙ＊ －ｖ）＜０时，取γ＝
－ηＴ（ｙ＊ －ｖ）＋槡Δ

‖η‖２
，当

ηＴ（ｙ＊ －ｖ）＞０时，取γ＝
－ηＴ（ｙ＊ －ｖ）－槡Δ

‖η‖２
。

ｂ２）‖ｙ＊ －ｖ‖＝ｒ且ηＴ（ｙ＊ －ｖ）＝０的情况。
令ξ＝η＋τ（ｙ＊ －ｖ），其中τ＜０，使得ξＴ（Ｃ＋λ＊Ｉ）ξ＜０且ξＴ（ｙ＊ －ｖ）≠０，用ξ代替ｂ１）中的η

并返回ｂ１）。下面讨论如何寻找一个τ＜０使ξＴ（Ｃ＋λ＊Ｉ）ξ＜０且ξＴ（ｙ＊ －ｖ）≠０成立。
因τ＜０，故ξＴ（ｙ＊ －ｖ）＝ηＴ（ｙ＊ －ｖ）＋τ‖ｙ＊ －ｖ‖２＝τ‖ｙ＊ －ｖ‖２ ＜０，又因为

ξＴ（Ｃ＋λ＊Ｉ）ξ＝ηＴ（Ｃ＋λ＊Ｉ）η＋２ηＴ（Ｃ＋λ＊Ｉ）τ（ｙ＊ －ｖ）＋
　τ２（ｙ＊ －ｖ）Ｔ（Ｃ＋λ＊Ｉ）（ｙ＊ －ｖ）

＝ηＴ（Ｃ＋λ＊Ｉ）η－２τ（ｄ＋Ｃｖ）Ｔη－τ２（ｄ＋Ｃｖ）Ｔ（ｙ＊ －ｖ） （８）

故由式（５）、式（８）可知，要使ξＴ（Ｃ＋λ＊Ｉ）ξ＜０，可分为以下几种情况：

ｂ２１）若 （ｄ＋Ｃｖ）Ｔ（ｙ＊ －ｖ）＝０且（ｄ＋Ｃｖ）Ｔη ≤０，则当τ＜０时ξＴ（Ｃ＋λ＊Ｉ）ξ＜０；

ｂ２２）若 （ｄ＋Ｃｖ）Ｔ（ｙ＊ －ｖ）＝０且（ｄ＋Ｃｖ）Ｔη ＞０，则令

ηＴ（Ｃ＋λ＊Ｉ）η
２（ｄ＋Ｃｖ）Ｔη

＜τ＜０，

由式（８）得ξＴ（Ｃ＋λ＊Ｉ）ξ＜０；

ｂ２３）若 （ｄ＋Ｃｖ）Ｔ（ｙ＊ －ｖ）＜０，记

ｇ（τ）＝ηＴ（Ｃ＋λ＊Ｉ）η－２τ（ｄ＋Ｃｖ）Ｔη－τ２（ｄ＋Ｃｖ）Ｔ（ｙ＊ －ｖ），
由式（５）知ηＴ（Ｃ＋λ＊Ｉ）η ＜０，又因为（ｄ＋Ｃｖ）Ｔ（ｙ＊ －ｖ）＜０，故

Δ＝４［（ｄ＋Ｃｖ）Ｔη］２＋４（ｄ＋Ｃｖ）Ｔ（ｙ＊ －ｖ）ηＴ（Ｃ＋λ＊Ｉ）η＞０，
则ｇ（τ）＝０的根为：

τ１＝
（ｄ＋Ｃｖ）Ｔη＋ ［（ｄ＋Ｃｖ）Ｔη］２＋（ｄ＋Ｃｖ）Ｔ（ｙ＊ －ｖ）ηＴ（Ｃ＋λ＊Ｉ）槡 η

（ｄ＋Ｃｖ）Ｔ（ｙ＊ －ｖ）
，

τ２＝
（ｄ＋Ｃｖ）Ｔη－ ［（ｄ＋Ｃｖ）Ｔη］２＋（ｄ＋Ｃｖ）Ｔ（ｙ＊ －ｖ）ηＴ（Ｃ＋λ＊Ｉ）槡 η

（ｄ＋Ｃｖ）Ｔ（ｙ＊ －ｖ）
，

因为 （ｄ＋Ｃｖ）Ｔη ＜ ［（ｄ＋Ｃｖ）Ｔη］２＋（ｄ＋Ｃｖ）Ｔ（ｙ＊ －ｖ）ηＴ（Ｃ＋λ＊Ｉ）槡 η，所以

（ｄ＋Ｃｖ）Ｔη＋ ［（ｄ＋Ｃｖ）Ｔη］２＋（ｄ＋Ｃｖ）Ｔ（ｙ＊ －ｖ）ηＴ（Ｃ＋λ＊Ｉ）槡 η ＞０，

（ｄ＋Ｃｖ）Ｔη－ ［（ｄ＋Ｃｖ）Ｔη］２＋（ｄ＋Ｃｖ）Ｔ（ｙ＊ －ｖ）ηＴ（Ｃ＋λ＊Ｉ）槡 η ＜０，
则τ１ ＜０＜τ２，即对任意τ∈ （τ１，０），可得ξＴ（Ｃ＋λ＊Ｉ）ξ＜０。

基于以上讨论，若由ＤＣ算法得到的ＫＫＴ点ｙ＊ 不是问题（３）的全局最优解，则可以根据２．２节的分析
找到新的初始点ｙ（ｙ满足‖ｙ－ｖ‖≤ｒ且ｆ（ｙ）＜ｆ（ｙ＊））重新启动ＤＣ算法，得到一个更好的解，重复这
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个过程，可以找到原问题的全局解。

２．３　基于ＤＣ算法的全局最优算法
下面给出求解问题（３）的全局最优ＤＣ（Ｇｌｏｂａｌ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ　ｏｆ　ｃｏｎｖｅｘ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ，ＧＤＣ）算法。

第一步，初始化：计算矩阵Ｃ 的最小特征值λＣｍｉｎ 及其对应的特征向量η，并计算矩阵Ｃ 的最大特征值

λＣｍａｘ，输入参数ρ。

第二步，运行ＤＣ算法得到ｙ＊。

第三步，计算λ＊＝ －〈ｙ＊－ｖ，Ｃｙ＊〉－〈ｙ＊－ｖ，ｄ〉
ｒ２

。

第四步，如果λ＊ ≥－λ
Ｃ
ｍｉｎ
，则ｙ＊ 为问题（３）的全局解，停止，输出ｙ＊；否则，先按照２．２节计算ｙ使得

ｆ（ｙ）＜ｆ（ｙ＊），再将ｙ作为ＤＣ算法新的初始点，返回第二步。

３　数值实验

本文通过数值实验验证ＧＤＣ算法的有效性。其中算法ＧＤＣ用 Ｍａｔｌａｂ（Ｒ２０１７ａ）编程，电脑的操作系统为

Ｗｉｎｄｏｗｓ　１０，处理器为Ｉｎｔｅｌ（Ｒ）Ｃｏｒｅ（ＴＭ）ｉ５－２４００ＦＣＰＵ（３．１０ＧＨｚ），运行内存为４ＧＢ。
本文在数值实验中将ＧＤＣ算法同半定规划问题ＳＤＰ及文献［１５］中的精确算法３．１（Ｅｘａｃｔ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＥＡ）

进行了比较，ＳＤＰ用求解器ＣＶＸ求解，ＤＣ算法的初始点选为ｙ
０
ｉ ＝

ｒ
槡ｎ
，ｉ＝１，２，…，ｎ，参数ρ＝λ

Ｃ
ｍａｘ＋０．１。

数值实验中，对随机生成的１０个问题进行测试，测试问题中的参数Ａ０，Ａ１，ｂ０，ｂ１，ｃ０，ｃ１随机产生，产生
方式类似于文献［１５］，矩阵Ａ０和Ａ１的形式为：Ａｉ＝ＰｉＤｉＰｉＴ，ｉ＝０，１，其中Ｐｉ为正交矩阵，Ｄｉ为对角矩阵。

正交矩阵Ｐｉ＝Ｑ１Ｑ２Ｑ３，ｉ＝０，１，其中Ｑｊ＝Ｉ－２
ｗｊｗｊＴ

‖ｗｊ‖２
，ｊ＝１，２，３，ｗｊ 中的元素为（－１，１）中的随机数，对

角矩阵Ｄ０＝ｄｉａｇ（ｄ０１，ｄ０２，…，ｄ０ｎ），ｄ０ｉ∈（－５，５），Ｄ１＝ｄｉａｇ（ｄ１１，ｄ１２，…，ｄ１ｎ），ｄ１ｉ∈（０，２０），ｂｉ＝（ｂｉ１，ｂｉ２，
…，ｂｉｎ）Ｔ，ｂｉｊ ∈ （－５，５），ｉ＝０，１，ｃ０＝０，ｃ１ ∈ （－１０，０）。
表１给出了ＧＤＣ算法与ＳＤＰ、ＥＡ的平均数值结果，其中：ｎ表示问题的维数；ｖｏｐｔ表示求解１０个测试问

题所得到的平均最优值；ｔｃｐｕ表示求解１０个测试问题所需的平均ＣＰＵ时间，ｓ；ｎｉｔｅｒ表示求解１０个测试问题
所需的平均迭代次数。

表１　算法ＧＤＣ与ＳＤＰ、ＥＡ的数值结果

ｎ
ＧＤＣ　 ＳＤＰ　 ＥＡ

ｖｏｐｔ ｔｃｐｕ／ｓ　 ｎｉｔｅｒ ｖｏｐｔ ｔｃｐｕ／ｓ　 ｖｏｐｔ ｔｃｐｕ／ｓ
５０ －１６３７．６８５　 ０．００５　 １７７ －１６３７．６８５　 １．９１６ －１６３７．６８５　 １．８１２
１００ －３８００．４５１　 ０．０１６　 １０２ －３８００．４５１　 ６．００６ －３８００．４５１　 ３．８５８
２００ －１４３４２．４０１　 ０．０３３　 １４６ －１４３４２．４０１　 １５．１８６ －１４３４２．４０１　 １７．１１
３００ －２８７７９６．４８３　 ０．０４５　 １３６ －２８７７９６．４８３　 ４３．９２２ －２８７７９６．４８３　 ４５．２３９
４００ －３７２６０．２４６　 ０．４２８　 １１８ －３７２６０．２４６　 ９２．１６３ －３７２６０．２４６　 １１１．７３５
５００ －１１０９４０．６７４　 ０．４２７　 ６８ －１１０９４０．６７４　 １８７．６１３ －１１０９４０．６７４　 ２０３．６６４
１０００ －１４５２３０９７．３７９　 ２．５９７　 ８８ — — — —

２０００ －４０１５７６６．９３８　 １０．３７９　 ８６ — — — —

３０００ －５０８４５２３．２１５　 ４５．７４４　 １８０ — — — —

４０００ －１８８７５６６３．４４１　 ７７．７７５　 ８９ — — — —

５０００ －２１８５７５７２．６５１　 １５３．２８８　 ２２５ — — — —

　　注：“—”表示ＳＤＰ与ＥＡ算法在１ｈ内没找到最优值或最优解。

　　从表１的数值实验结果可以看出，当ｎ≤５００时，ＧＤＣ算法与求解ＳＤＰ得到的最优值相同，算法ＧＤＣ
在１ｓ内找到所有测试问题的全局最优解，而ＳＤＰ与ＥＡ所需的ＣＰＵ时间比ＧＤＣ算法更长。当ｎ＝５００
时，ＳＤＰ与ＥＡ所用的ＣＰＵ时间均大于１５０ｓ；当１０００≤ｎ≤５０００时，ＧＤＣ算法在１６０ｓ内找到所有测试问
题的全局最优解，而ＳＤＰ与ＥＡ均未能找到所有测试问题的全局最优解，尤其当ｎ＝１０００时，算法ＧＤＣ在
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３ｓ内求得测试问题的全局最优解。因此，算法ＧＤＣ相比于ＳＤＰ与ＥＡ能有效找到大规模问题的全局最
优解。

４　结　论

本文研究了单二次约束的非凸二次规划问题，设计了求解该问题全局最优解的ＧＤＣ算法，对随机生成
的问题进行了数值实验，结果表明该算法比ＳＤＰ与ＥＡ更能有效快速地找到大规模问题的全局最优解。本
文的算法仅适用于凸二次约束的非凸二次规划问题，后续将研究非凸二次约束的非凸二次规划问题的全局
算法。
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