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Ｃａｓｓｉｎｉ度量的一些性质
吴银瓶，王根娣

（浙江理工大学理学院，杭州３１００１８）

摘　要：在单位圆盘和上半平面中，运用所研究的Ｃａｓｓｉｎｉ度量的特殊公式来获得Ｃａｓｓｉｎｉ度量的上下界；并且证明了

Ｃａｓｓｉｎｉ度量与双曲度量在单位球和上半空间的比较不等式。

关键词：Ｃａｓｓｉｎｉ度量；双曲度量；界
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ｘ－ｙ
ｄ（ｘ）（ｄ（ｘ）－ ｘ－ｙ ）

，

ｕｎｄｅｒ　ａｎ　ａｄｄｉｔｉｏｎａｌ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ　ｘ－ｙ ＜ｄ（ｘ）ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｒｉｇｈｔ－ｈａｎｄ　ｓｉｄｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ．
Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ　ｔｏ［９，Ｔｈｅｏｒｅｍ　３．６］，Ｌｅｍｍａ　１ａｎｄ　Ｌｅｍｍａ　２，ｉｔ　ｉｓ　ｅａｓｙ　ｔｏ　ｏｂｔａｉｎ　ｔｈｅ　ｕｐｐｅｒ　ａｎｄ　ｌｏｗｅｒ

ｂｏｕｎｄｓ　ｏｆ　ｃ－ｍｅｔｒｉｃ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｕｎｉｔ　ｄｉｓｋ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ　２　Ｆｏｒ　ｘ，ｙ∈Ｂ２，ｗｅ　ｈａｖｅ

ｃＢ２（ｘ，ｙ）≥

４　 ｘ＋ｙ　２＋ ｘ－ｙ槡 ２

４－ ｘ＋ｙ　２－ ｘ－ｙ　２
， ｘ＋ｙ　１＋

４
ｘ＋ｙ　２＋ ｘ－ｙ ２（ ）≤４，

４　ｘ－ｙ
（２－ ｘ＋ｙ ）２＋ ｘ－ｙ　２

， ｘ＋ｙ　１＋
４

ｘ＋ｙ　２＋ ｘ－ｙ ２（ ）＞４
烅

烄

烆
ａｎｄ

ｃＢ２（ｘ，ｙ）≤
４　ｘ－ｙ

（２－ ｘ＋ｙ ）２－ ｘ－ｙ　２
，ｘ＋ｙ ＋ ｘ－ｙ ＜２．

　　Ｒｅｍａｒｋ　１　Ｌｅｔ

Ａ＝
ｘ－ｙ

ｄ（ｘ）（ｄ（ｘ）－ ｘ－ｙ ）　ａｎｄ　Ｂ＝
４　ｘ－ｙ

（２－ ｘ＋ｙ ）２－ ｘ－ｙ　２
．

Ｗｈｅｎ　ｘ－ｙ ＜ｄ（ｘ），ｗｅ　ｈａｖｅ
ｘ＋ｙ ＋ ｘ－ｙ ＜ ｘ＋ｙ ＋ｄ（ｘ）≤ ｘ ＋ ｙ ＋ｄ（ｘ）＝１＋ ｙ ＜２．

Ｔｈｅｎ

Ａ－Ｂ＝
ｘ－ｙ

（１－ ｘ ）（１－ ｘ － ｘ－ｙ ）－
４　ｘ－ｙ

（２－ ｘ＋ｙ ）２－ ｘ－ｙ　２

＝ ｘ－ｙ
（２　ｘ － ｘ＋ｙ ＋ ｘ－ｙ ）（２－ ｘ＋ｙ － ｘ－ｙ ＋２（１－ ｘ ））
（１－ ｘ ）（１－ ｘ － ｘ－ｙ ）（（２－ ｘ＋ｙ ）２－ ｘ－ｙ　２）

．

Ｉｆ　ｘ ≥ ｙ ，ｔｈｅｎ
２　ｘ － ｘ＋ｙ ＋ ｘ－ｙ ≥ ｘ ＋ ｙ － ｘ＋ｙ ＋ ｘ－ｙ ≥ ｘ－ｙ ≥０．

Ｉｆ　ｘ ＜ ｙ ，ｔｈｅｎ
２　ｘ － ｘ＋ｙ ＋ ｘ－ｙ ＞ ｘ ＋ ｙ － ｘ＋ｙ ＞０．

Ｈｅｎｃｅ　Ａ ≥Ｂ．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｔｈｅ　ｕｐｐｅｒ　ｂｏｕｎｄ　ｏｆ　ｃＢ２ｉｎ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　２ｉｓ　ｌｅｓｓ　ｔｈａｎ　ｔｈａｔ　ｉｎ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．
Ｗｅ　ｇｉｖｅ　ｔｈｅ　ｅｓｔｉｍａｔｅ　ｆｏｒ　ｃ－ｍｅｔｒｉｃ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｕｐｐｅｒ　ｈａｌｆ　ｐｌａｎｅ　ｂｙ［９，Ｔｈｅｏｒｅｍ　３．１４］，Ｌｅｍｍａ　３ａｎｄ

Ｌｅｍｍａ　４．
Ｔｈｅｏｒｅｍ　３　Ｆｏｒ　ｘ，ｙ∈Ｈ２，ｗｅ　ｈａｖｅ

ｃＨ２（ｘ，ｙ）≥

２
ｄ（ｘ）＋ｄ（ｙ）

， ｘ－ｙ ＞ｄ（ｘ）＋ｄ（ｙ），

４　ｘ－ｙ
（ｄ（ｘ）＋ｄ（ｙ））２＋ ｘ－ｙ　２

， ｘ－ｙ ≤ｄ（ｘ）＋ｄ（ｙ），
烅

烄

烆
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ａｎｄ

ｃＨ２（ｘ，ｙ）≤
４　ｘ－ｙ

（ｄ（ｘ）＋ｄ（ｙ））２－ ｘ－ｙ　２
，　 ｘ－ｙ ＜ｄ（ｘ）＋ｄ（ｙ）．

　　Ｒｅｍａｒｋ　２　Ｌｅｔ

Ｃ＝
４　ｘ－ｙ

（ｄ（ｘ）＋ｄ（ｙ））２－ ｘ－ｙ　２
．

Ｗｈｅｎ　ｘ－ｙ ＜ｄ（ｘ），ｗｅ　ｈａｖｅ

Ａ－Ｃ＝
ｘ－ｙ

ｄ（ｘ）（ｄ（ｘ）－ ｘ－ｙ ）－
４　ｘ－ｙ

（ｄ（ｘ）＋ｄ（ｙ））２－ ｘ－ｙ　２

＝ ｘ－ｙ
（ｄ（ｙ）＋ ｘ－ｙ －ｄ（ｘ））（３ｄ（ｘ）＋ｄ（ｙ）－ ｘ－ｙ ）
ｄ（ｘ）（ｄ（ｘ）－ ｘ－ｙ ）（（ｄ（ｘ）＋ｄ（ｙ））２－ ｘ－ｙ　２）

．

Ｓｉｎｃｅ
ｄ（ｙ）＋ ｘ－ｙ －ｄ（ｘ）＝ｙｎ＋ ｘ－ｙ －ｘｎ ≥ ｘ－ｙ１ｅ１ －ｘｎ ≥０，

ｗｅ　ｈａｖｅ　Ａ ≥Ｃ．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｔｈｅ　ｕｐｐｅｒ　ｂｏｕｎｄ　ｏｆ　ｃＨ２ｉｎ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　３ｉｓ　ｌｅｓｓ　ｔｈａｎ　ｔｈａｔ　ｉｎ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．

３　Ｔｈｅ　Ｃａｓｓｉｎｉａｎ　ｍｅｔｒｉｃ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ　ｍｅｔｒｉｃ

Ｔｈｅ　ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｔｈｅ　Ｃａｓｓｉｎｉａｎ　ｍｅｔｒｉｃ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ　ｍｅｔｒｉｃ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｕｎｉｔ　ｂａｌｌ　ｉｓ　ｓｈｏｗｎ　ｉｎ
［２，Ｔｈｅｏｒｅｍ　３．１］：

ｓｉｎｈ
ρＢｎ（ｘ，ｙ）

２ ≤ｃＢｎ（ｘ，ｙ），

ｗｈｉｌｅ　ｔｈｅ　ｕｐｐｅｒ　ｂｏｕｎｄ　ｏｆ　ｃ－ｍｅｔｒｉｃ　ｗｉｔｈ　ｒｅｓｐｅｃｔ　ｔｏρ－ｍｅｔｒｉｃ　ｗａｓ　ｍｉｓｓｉｎｇ．Ｉｎ　ｔｈｉｓ　ｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅ　ｗｉｌｌ　ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅ
ｔｈｅ　ｕｐｐｅｒ　ｂｏｕｎｄ　ｏｆ　ｃＢｎ．Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｗｅ　ｅｓｔｉｍａｔｅ　ｃ－ｍｅｔｒｉｃ　ｉｎ　ｔｅｒｍｓ　ｏｆρ－ｍｅｔｒｉｃ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｕｐｐｅｒ　ｈａｌｆ　ｓｐａｃｅ．

Ｔｈｅ　ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ｗｉｌｌ　ｂｅ　ｕｓｅｄ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｉｎ　ｔｈｉｓ　ｓｅｃｔｉｏｎ．
Ｓｉｎｃｅ

２ｓｉｎｈｘ＝ｅｘ －ｅ－ｘ ＝
ｅ２ｘ －１
ｅｘ ≤ｅ２ｘ －１，　ｘ≥０，

ｔｏｇｅｔｈｅｒ　ｗｉｔｈ［５，Ｐｒｏｏｆ　ｏｆ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　３．６］

１＋２ｓｉｎｈｘ＝１＋ｅｘ －ｅ－ｘ ≥ｅｘ，　ｘ≥０，

ｗｅ　ｈａｖｅ
ｅｘ －１≤２ｓｉｎｈｘ≤ｅ２ｘ －１，　ｘ≥０ （１）

　　Ｂｙ［１０，ｐ．２３，（２．１３）］，ｗｅ　ｈａｖｅ
ｌｏｇ（１＋ｘ）≤ａｒｃｓｉｎｈｘ≤２ｌｏｇ（１＋ｘ），　ｘ≥０ （２）

　　Ｔｈｅ　ｗｅｌｌ－ｋｎｏｗｎ　Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ　ｒｅａｄｓ　ａｓ［５，Ｐｒｏｏｆ　ｏｆ　Ｌｅｍｍａ　５．７］

ｌｏｇ（１＋ａｘ）≥ａｌｏｇ（１＋ｘ），　０＜ａ＜１，ｘ≥０ （３）

　　Ｂｙ［２，Ｐｒｏｏｆ　ｏｆ　Ｌｅｍｍａ　３．６］，ｗｅ　ｈａｖｅ

ｌｏｇ（１＋ｘ）＞
２ｘ
２＋ｘ

，　ｘ＞０ （４）

　　Ｔｈｅｏｒｅｍ　４　Ｆｏｒ　ａｌｌ　ｘ，ｙ∈Ｂｎ　ｗｉｔｈ　ｘ ∨ ｙ ＝λ，ｗｅ　ｈａｖｅ

ｃＢｎ（ｘ，ｙ）≤
１＋λ
１－λ

ｓｉｎｈ
ρＢｎ（ｘ，ｙ）

２
．

　　Ｐｒｏｏｆ．Ｗｉｔｈｏｕｔ　ｌｏｓｓ　ｏｆ　ｇｅｎｅｒａｌｉｔｙ，ｗｅ　ｍａｙ　ａｓｓｕｍｅ　ｔｈａｔλ＝ ｘ ．Ｔｈｅｎ　ｗｅ　ｈａｖｅ

（１－ ｘ　２）（１－ ｙ ２槡 ）＝ （１－ ｘ ）（１＋ ｘ ）（１－ ｙ ）（１＋ ｙ槡 ）≤ （１－ ｙ ）（１＋ ｘ ）（５）

Ｆｏｒ　ｘ，ｙ∈Ｂｎ，ｗｅ　ｈａｖｅ
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ｉｎｆ
ｐ∈Ｂｎ

ｘ－ｐ　ｙ－ｐ ≥ １－ ｘ（ ）１－ ｙ（ ） （６）

Ｎｏｗ

ｓｉｎｈ
ρＢｎ（ｘ，ｙ）

２ ＝
ｘ－ｙ

（１－ ｘ　２）（１－ ｙ ２槡 ）
≥

ｘ－ｙ
（１－ ｙ ）（１＋ ｘ ）

≥
１－ ｘ
１＋ ｘｃＢｎ

（ｘ，ｙ）＝
１－λ
１＋λ

ｃＢｎ（ｘ，ｙ）．

Ｔｈｉｓ　ｃｏｍｐｌｅｔｅｓ　ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ．□
Ｂｙ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　４ａｎｄ（１），ｗｅ　ｈａｖｅ　ｔｈｅ　ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ　ｃｏｒｏｌｌａｒｙ．
Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ　１　Ｆｏｒ　ａｌｌ　ｘ，ｙ∈Ｂｎ　ｗｉｔｈ　ｘ ∨ ｙ ＝λ，ｗｅ　ｈａｖｅ

ｃＢｎ（ｘ，ｙ）≤
１＋λ
２（１－λ）

（ｅρＢｎ
（ｘ，ｙ）
－１）．

　　Ｔｈｅｏｒｅｍ　５　Ｆｏｒ　ａｌｌ　ｘ，ｙ∈Ｂｎ　ｗｉｔｈ　ｘ ∨ ｙ ＝λ，ｗｅ　ｈａｖｅ

ｃＢｎ（ｘ，ｙ）≤
２＋λ

２（１－λ）２ρ
Ｂｎ（ｘ，ｙ）．

　　Ｐｒｏｏｆ．Ｂｙ（５），ｗｅ　ｈａｖｅ

（１－ ｘ　２）（１－ ｙ ２槡 ）≤１＋λ．
Ｂｙ（６），ｗｅ　ｈａｖｅ

ｉｎｆ
ｐ∈Ｂｎ

ｘ－ｐ　ｙ－ｐ ≥ （１－λ）２．

Ｂｙ（２）—（４），ｗｅ　ｈａｖｅ

ρＢｎ（ｘ，ｙ）＝２ａｒｃｓｉｎｈ
ｘ－ｙ

（１－ ｘ　２）（１－ ｙ ２槡 ）
≥２ｌｏｇ１＋

ｘ－ｙ
（１－ ｘ　２）（１－ ｙ ２槡 ）（ ）

≥ ｘ－ｙ　ｌｏｇ１＋
２

（１－ ｘ　２）（１－ ｙ ２槡 ）（ ）≥ ２　ｘ－ｙ
１＋ （１－ ｘ　２）（１－ ｙ ２槡 ）

≥
２　ｘ－ｙ
２＋λ ≥

２（１－λ）２

２＋λ
ｃＢｎ（ｘ，ｙ）．

Ｔｈｉｓ　ｃｏｍｐｌｅｔｅｓ　ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ．□
Ｒｅｍａｒｋ　３　Ｌｅｔ

ｆ（ｘ，λ）＝
１＋λ
１－λ

ｓｉｎｈｘ
２　
ａｎｄ　ｇ（ｘ，λ）＝

２＋λ
２（１－λ）２

ｘ．

Ｔｈｅ　ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｆ（ｘ，λ）ａｎｄ　ｇ（ｘ，λ）ｉｓ　ｃｈａｎｇｉｎｇ　ａｓ　ｘａｎｄλｔａｋｅ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｖａｌｕｅｓ，ｓｅｅ　ｆｉｇｕｒｅ　１．

Ｆｉｇｕｒｅ　１　Ｔｈｅ　ｇｒａｐｈｓ　ｏｆ　ｆ（ｘ，λ）ａｎｄ　ｇ（ｘ，λ），ｗｈｅｎλ＝０．３．

Ｔｈｅｏｒｅｍ　６　Ｆｏｒ　ａｌｌ　ｘ，ｙ∈Ｈｎ　ｗｉｔｈ　ｘ ∨ ｙ ＝λａｎｄ　ｄ（ｘ）∧ｄ（ｙ）＝μ，ｗｅ　ｈａｖｅ

２
３λ
ｓｉｎｈρＨ

ｎ（ｘ，ｙ）
２ ≤ｃＨｎ（ｘ，ｙ）≤

２
μ
ｓｉｎｈ

ρＨｎ（ｘ，ｙ）

２
．

　　Ｐｒｏｏｆ．Ｂｙ　ｔｈｅ　ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ　ｍｅｔｒｉｃ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｕｐｐｅｒ　ｈａｌｆ　ｓｐａｃｅ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｆｏｒｍｕｌａ　ｃｏｓｈｘ＝
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２ｓｉｎｈ２ｘ
２＋

１，ｗｅ　ｈａｖｅ

２ｓｉｎｈ
ρＨｎ（ｘ，ｙ）

２ ＝
ｘ－ｙ
ｘｎｙ槡 ｎ

． （７）

Ｗｉｔｈｏｕｔ　ｌｏｓｓ　ｏｆ　ｇｅｎｅｒａｌｉｔｙ，ｗｅ　ｍａｙ　ａｓｓｕｍｅ　ｔｈａｔ　ｘｎ ≤ｙｎ．Ｂｙ　ｔｈｅ　ｔｒｉａｎｇｌｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，ｗｅ　ｈａｖｅ
ｉｎｆ
ｐ∈Ｈｎ

ｘ－ｐ　ｙ－ｐ ≤ｘｎ（ｘｎ＋ ｘ－ｙ ）≤ｘｎ（ｘ ＋ ｘ ＋ ｙ ）≤３λｘｎ．

Ｔｈｅｎ　ｗｅ　ｏｂｔａｉｎ

ｃ
Ｈｎ
（ｘ，ｙ）≥

ｘ－ｙ
３λｘｎ ≥

１
３λ

ｘ－ｙ
ｘｎｙ槡 ｎ

＝
２
３λ
ｓｉｎｈ

ρＨｎ（ｘ，ｙ）

２
．

Ｔｈｉｓ　ｐｒｏｖｅｓ　ｔｈｅ　ｆｉｒｓｔ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ．
Ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｅｃｏｎｄ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，ｗｅ　ｏｂｓｅｒｖｅ　ｔｈａｔ

ｉｎｆ
ｐ∈Ｈｎ

ｘ－ｐ　ｙ－ｐ ≥ｘｎｙｎ，　ｆｏｒ　ｘ，ｙ∈Ｈｎ．

Ｂｙ（７），ｗｅ　ｈａｖｅ

ｃＨｎ（ｘ，ｙ）≤
ｘ－ｙ
ｘｎｙｎ

＝
１
ｘｎｙ槡 ｎ

ｘ－ｙ
ｘｎｙ槡 ｎ

＝
２
ｘｎｙ槡 ｎ

ｓｉｎｈ
ρＨｎ ｘ，ｙ（ ）

２ ≤
２
μ
ｓｉｎｈ

ρＨｎ（ｘ，ｙ）

２
．

Ｈｅｎｃｅ　ｔｈｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ｈｏｌｄ．□
Ｂｙ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　６ａｎｄ（１），ｗｅ　ｈａｖｅ　ｔｈｅ　ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ　ｃｏｒｏｌｌａｒｙ．
Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ　２　Ｆｏｒ　ａｌｌ　ｘ，ｙ∈Ｈｎ　ｗｉｔｈ　ｘ ∨ ｙ ＝λａｎｄ　ｄ（ｘ）∧ｄ（ｙ）＝μ，ｗｅ　ｈａｖｅ

１
３λ
ｅ
ρＨｎ（ｘ，ｙ）

２ －１（ ）≤ｃＨｎ（ｘ，ｙ）≤
１
μ
（ｅρＨ

ｎ（ｘ，ｙ）
－１）．

４　Ｃｏｎｃｌｕｄｉｎｇ　Ｒｅｍａｒｋ

Ｉｎ　ｏｒｄｅｒ　ｔｏ　ｂｅｔｔｅｒ　ｕｎｄｅｒｓｔａｎｄ　ｔｈｅ　Ｃａｓｓｉｎｉａｎ　ｍｅｔｒｉｃ，ｉｔ　ｉｓ　ｎａｔｕｒａｌ　ｔｏ　ｓｔｕｄｙ　ｔｈｅ　ｆｏｒｍｕｌａｓ　ｉｎ　ｓｐｅｃｉａｌ　ｃａｓｅｓ，
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