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三角比度量的界和比较不等式
贾改莉，张孝惠

（浙江理工大学理学院，杭州３１００１８）

摘　要：研究了三角比度量在单位圆盘内的上下界，分别证明了三角比度量与距离比度量、双曲度量、

Ｃａｓｓｉｎｉ度量 和 Ｇｒｏｍｏｖ双曲度量等四个度量的比较关系。特别地，证明了三角比度量与这些双曲型度量
之间不等式的精确性。

关键词：三角比度量；双曲型度量；凸域
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Ｌｅｍｍａ　１［１２，Ｔｈｅｏｒｅｍ　３．１］　Ｌｅｔ　ａ＝α＋ｉβ，α，β＞０，ｂｅ　ａ　ｐｏｉｎｔ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｕｎｉｔ　ｄｉｓｋ．Ｔｈｅｎ，ｗｅ　ｈａｖｅ

ｓＢ２（ａ，ａ）＝

β
β
２＋（１－α）槡 ２

， ａ－
１
２
，０（ ） ≤ １２，

ａ ， ａ－
１
２
，０（ ） ＞ １２．

烅

烄

烆
　　Ｌｅｍｍａ　２　Ｌｅｔ　ｘ，ｙ∈Ｂ２　ｗｉｔｈ　ｘ＝ｔｙ，ｔ∈ ０，１［ ］．
ａ）Ｉｆ　ｔ≥０，ｔｈｅｎ

ｓＢ２（ｘ，ｙ）＝
ｘ－ｙ

２－ ｘ － ｙ
．

　　ｂ）Ｉｆ　ｔ＜０，ｔｈｅｎ

ｓＢ２（ｘ，ｙ）＝
ｘ－ｙ

２＋ ｘ － ｙ
．

　　Ｐｒｏｏｆ：　Ｆｒｏｍ　ｔｈｅ　ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ　ｒａｔｉｏ　ｍｅｔｒｉｃ　ｉｔ　ｆｏｌｌｏｗｓ　ｔｈａｔ，

ｉｆ　ｔ≥０，ｔｈｅｎ

ｓＢ２（ｘ，ｙ）＝
ｘ－ｙ

（１－｜ｘ｜）＋（１－ ｙ ）＝
ｘ－ｙ

２－ ｘ － ｙ
；

　　ｉｆ　ｔ＜０，ｔｈｅｎ

ｓＢ２（ｘ，ｙ）＝
ｘ－ｙ

（１－ ｙ ）＋（１＋ ｘ ）＝
ｘ－ｙ

２＋ ｘ － ｙ
．□

　　Ｂｙ　Ｌｅｍｍａ　１，ｗｅ　ｓｈａｌｌ　ｇｉｖｅ　ａｎ　ｅｘｐｌｉｃｉｔ　ｆｏｒｍｕｌａ　ｆｏｒ　ｓＢ２（ｘ，ｙ）ｉｎ　ｔｈｅ　ｃａｓｅ　ｗｈｅｎ　ｘ ＝ ｙ ＜１．
Ｌｅｍｍａ　３　Ｌｅｔ　ｘ，ｙ∈Ｂ２＼｛０｝，ｘ＝（ｘ１，ｘ２）ａｎｄ　ｙ＝（ｘ１，－ｘ２）．
ａ）Ｉｆ　ｘ１ ＜ ｘ　２，ｔｈｅｎ

ｓＢ２（ｘ，ｙ）＝ ｘ ．

　　ｂ）Ｉｆ　ｘ１ ≥ ｘ　２，ｔｈｅｎ

ｓＢ２（ｘ，ｙ）＝
ｘ２

ｘ　２－２　ｘ１ ＋槡 １
．

　　Ｐｒｏｏｆ：Ｗｉｔｈｏｕｔ　ｌｏｓｓ　ｏｆ　ｇｅｎｅｒａｌｉｔｙ，ｗｅ　ｍａｙ　ａｓｓｕｍｅ　ｔｈａｔ　ｘ１，ｘ２＞０．Ｉｆ　ｘ１＜ ｘ
２，ｔｈｅｎ　ｘ１－

１
２
，０（ ）２

＋ｘ２２＞

１
４ ｘ－

１
２
，０（ ）＞１２．Ｂｙ　Ｌｅｍｍａ　１，ｗｅ　ｈａｖｅ

ｓＢ２（ｘ，ｙ）＝ ｘ ．

Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｔｈｅ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ　ｘ１≥ ｘ　２　ｉｍｐｌｉｅｓ　ｘ－
１
２
，０（ ）≤１２，ｔｈｕｓ

ｓＢ２（ｘ，ｙ）＝
ｘ２

ｘ　２－２ｘ１＋槡 １
．□

　　Ｔｈｅｏｒｅｍ　１　Ｌｅｔ　ｘ，ｙ，ｘ′，ｙ′，ｘ″，ｙ″∈Ｂ２　ｗｉｔｈ　ｘ′＝
ｘ＋ｙ
２ －

ｘ－ｙ
２ ξ，ｙ′＝

ｘ＋ｙ
２ ＋

ｘ－ｙ
２ ξ，ｘ″＝

ｘ＋ｙ
２ －

ｘ－ｙ
２ ζ，ｙ″＝

ｘ＋ｙ
２ ＋

ｘ－ｙ
２ ζ，ｗｈｅｒｅ

ξ＝
ｘ＋ｙ
ｘ＋ｙ

， ｘ＋ｙ≠０，

ｅ１， ｘ＋ｙ＝０．
烅
烄

烆
ａｎｄζ＝ｉξ．Ｔｈｅｎ
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ｓＢ２（ｘ″，ｙ″）≤ｓＢ２（ｘ，ｙ）≤ｓＢ２（ｘ′，ｙ′），

ｗｈｅｒｅ

ｓＢ２（ｘ，ｙ）≤
ｘ－ｙ

２－ ｘ＋ｙ
（２）

ａｎｄ

ｓＢ２（ｘ，ｙ）≥

ｘ＋ｙ　２＋ ｘ－ｙ槡 ２

２
， ｘ＋ｙ ＜

ｘ＋ｙ　２＋ ｘ－ｙ　２

２
，

ｘ－ｙ
（ｘ＋ｙ －２）２＋ ｘ－ｙ槡 ２

， ｘ＋ｙ ≥
ｘ＋ｙ　２＋ ｘ－ｙ　２

２

烅

烄

烆

（３）

　　Ｐｒｏｏｆ：Ｓｉｎｃｅ　ｔｈｅ　ｒｅｓｕｌｔ　ｉｓ　ｔｒｉｖｉａｌ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｃａｓｅ　ｘ＝－ｙ　ｂｙ　ｓｙｍｍｅｔｒｙ．Ｔｈｅｎ　ｗｅ　ｍａｙ　ａｓｓｕｍｅ　ｔｈａｔ　ｘ≠－ｙ．
Ｗｅ　ｅａｓｉｌｙ　ｓｅｅ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ　ｅｘｔｒｅｍａｌ　ｅｌｌｉｐｓｅ　ｗｉｔｈ　ｆｏｃｉ　ｘ，ｙｉｓ　ｌａｒｇｅｒ　ｔｈａｎ　ｔｈｅ　ｅｘｔｒｅｍａｌ　ｅｌｌｉｐｓｅ　ｗｉｔｈ　ｆｏｃｉ　ｘ′，

ｙ′，ｈｅｎｃｅ
ｓＢ２（ｘ，ｙ）≤ｓＢ２（ｘ′，ｙ′）．

　　Ｔｏ　ｐｒｏｖｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ（２），ｗｅ　ｈａｖｅ

ｘ′＝
ｘ＋ｙ
２　ｘ＋ｙ

（ｘ＋ｙ － ｘ－ｙ ）ａｎｄ　ｙ′＝
ｘ＋ｙ
２　ｘ＋ｙ

（ｘ＋ｙ ＋ ｘ－ｙ ）．

　　Ｉｔ　ｉｓ　ｅａｓｙ　ｔｏ　ｓｅｅ　ｔｈａｔ　ｘ′＝ｔｙ′，　ｔ∈［０，１］ａｎｄ　ｘ′ ≤ ｙ′ ．
Ｃａｓｅ（ⅰ）．Ｉｆ　ｔ＝０，ｔｈｅｎ　ｘ′ ＝０ａｎｄ　ｘ＋ｙ ＝ ｘ－ｙ ．Ｂｙ　Ｌｅｍｍａ　２ａ），ｗｅ　ｈａｖｅ

ｓＢ２（ｘ′，ｙ′）＝ｓＢ２（０，ｙ′）＝
ｙ′

２－ ｙ′
＝

ｘ－ｙ
２－ ｘ＋ｙ

．

　　Ｃａｓｅ（ⅱ）．Ｉｆ　ｔ＞０，ｔｈｅｎ｜ｘ′｜＝
｜ｘ＋ｙ｜－｜ｘ－ｙ｜

２ ａｎｄ　ｙ′ ＝
ｘ＋ｙ ＋ ｘ－ｙ

２ ．Ｂｙ　Ｌｅｍｍａ　２ａ），ｗｅ

ｈａｖｅ

ｓＢ２（ｘ，ｙ）≤ｓＢ２（ｘ′，ｙ′）＝
ｘ′－ｙ′

２－ ｘ′ － ｙ′
＝

ｘ－ｙ
２－ ｘ＋ｙ

．

　　Ｃａｓｅ（ⅲ）．Ｉｆ　ｔ＜０，ｔｈｅｎ　ｘ′ ＝
ｘ－ｙ － ｘ＋ｙ

２ ａｎｄ　ｙ′ ＝
ｘ－ｙ ＋ ｘ＋ｙ

２ ．Ｂｙ　Ｌｅｍｍａ　２ｂ），

ｗｅ　ｈａｖｅ

ｓＢ２（ｘ，ｙ）≤ｓＢ２（ｘ′，ｙ′）＝
ｘ′－ｙ′

２＋ ｘ′ － ｙ′
＝

ｘ－ｙ
２－ ｘ＋ｙ

．

　　Ｔｏ　ｐｒｏｖｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ（３），ｗｅ　ｈａｖｅ

ｘ″＝
ｘ＋ｙ
２　ｘ＋ｙ

（ｘ＋ｙ －ｉ　ｘ－ｙ ）　ａｎｄ　ｙ″＝
ｘ＋ｙ
２　ｘ＋ｙ

（ｘ＋ｙ ＋ｉ　ｘ－ｙ ）．

　　Ｃａｓｅ（ⅳ）．Ｉｆ　ｘ＋ｙ ＜
ｘ＋ｙ　２＋ ｘ－ｙ　２

２
，ｔｈｅｎ

ｘ＋ｙ
２ ＜ ｘ″ ２．Ｂｙ　Ｌｅｍｍａ　３ａ），ｗｅ　ｈａｖｅ

ｓＢ２（ｘ，ｙ）≥ｓＢ２（ｘ″，ｙ″）＝ ｘ″ ＝
ｘ＋ｙ　２＋ ｘ－ｙ槡 ２

２
．

　　Ｃａｓｅ（ⅴ）．Ｉｆ　ｘ＋ｙ ≥
ｘ＋ｙ　２＋ ｘ－ｙ　２

２
，ｔｈｅｎ

ｘ＋ｙ
２ ≥ ｘ″ ２．Ｂｙ　Ｌｅｍｍａ　３ｂ），ｗｅ　ｈａｖｅ

ｓＢ２（ｘ，ｙ）≥ｓＢ２（ｘ″，ｙ″）＝
ｘ－ｙ

ｘ＋ｙ －２（ ）２＋ ｘ－ｙ槡 ２
．□

３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ　ｗｉｔｈ　ｏｔｈｅｒ　ｒｅｌａｔｅｄ　ｍｅｔｒｉｃ

Ｉｎ　ｔｈｉｓ　ｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅ　ｃｏｍｐａｒｅ　ｔｈｅ　ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ　ｒａｔｉｏ　ｍｅｔｒｉｃ　ｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｄｉｓｔａｎｃｅ　ｒａｔｉｏ　ｍｅｔｒｉｃ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｃｏｎｖｅｘ
ｄｏｍａｉｎ．Ｗｅ　ａｌｓｏ　ｓｔｕｄｙ　ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ　ｒａｔｉｏ　ｍｅｔｒｉｃ　ｂｙ　ｃｏｍｐａｒｉｎｇ　ｉｔ　ｗｉｔｈ　ｔｈｅ
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ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ　ｍｅｔｒｉｃ，ｔｈｅ　Ｃａｓｓｉｎｉａｎ　ｍｅｔｒｉｃ，ａｎｄ　ａ　Ｇｒｏｍｏｖ　ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ　ｍｅｔｒｉｃ．Ｉｎ　ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，ｗｅ　ｓｈｏｗ　ｔｈｅ
ｓｈａｒｐｎｅｓｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｔｈｅ　ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ　ｒａｔｉｏ　ｍｅｔｒｉｃ　ａｎｄ　ｔｈｅｓｅ　ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ　ｍｅｔｒｉｃｓ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ　２　Ｌｅｔ　Ｇｂｅ　ａ　ｐｒｏｐｅｒ　ｃｏｎｖｅｘ　ｓｕｂｄｏｍａｉｎ　ｏｆ　Ｒｎ．Ｌｅｔ　ｘ，ｙ∈Ｇａｎｄ　ｔ＝ｅｊＧ（ｘ，ｙ）－１．Ｔｈｅｎ
ｔ
ｔ＋２≤

ｓＧ（ｘ，ｙ）≤
ｔ
４＋ｔ槡 ２

．

Ｂｏｔｈ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ａｒｅ　ｓｈａｒｐ．

Ｐｒｏｏｆ：Ｗｉｔｈｏｕｔ　ｌｏｓｓ　ｏｆ　ｇｅｎｅｒａｌｉｔｙ，ｗｅ　ｍａｙ　ａｓｓｕｍｅ　ｔｈａｔ　ｄ（ｘ）≤ｄ（ｙ）．Ｔｈｅｎ　ｔ＝
ｘ－ｙ
ｄ（ｘ）．Ｃｈｏｏｓｅ　ｚ∈

Ｇｓｕｃｈ　ｔｈａｔ　ｄ（ｘ）＝ ｘ－ｚ ．Ｌｅｔ　ｙ′∈ｒａｙ（ｘ，ｘ－ｚ）＝｛ｘ＋ｔ（ｘ－ｚ）：ｔ＞０｝ｗｉｔｈ　ｙ－ｘ ＝ ｙ′－ｘ ．Ｌｅｔ
ＨＧ，ｘ∈ＨＧ，ｂｅ　ｔｈｅ　ｈａｌｆ　ｓｐａｃｅ　ｗｈｏｓｅ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｉｓ　ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ　ｔｏ［ｘ，ｚ］ａｔ　ｔｈｅ　ｐｏｉｎｔ　ｚ．Ｉｔ　ｉｓ　ｅａｓｙ　ｔｏ　ｓｅｅ　ｔｈａｔ
ＧＨＧ．Ｌｅｔ　Ｂｘｙｂｅ　ｔｈｅ　ｃｏｎｖｅｘ　ｈｕｌｌ　ｏｆ　Ｂｎ（ｘ，ｄ（ｘ））∪Ｂｎ（ｙ，ｄ（ｙ））．Ｂｙ　ｔｈｅ　ｄｏｍａｉｎ　ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ　ｐｒｏｐｅｒｔｙ
ｏｆ　ｓＧ，ｗｅ　ｈａｖｅ

ｓＨＧ
（ｘ，ｙ）≤ｓＧ（ｘ，ｙ）≤ｓＢｘｙ（ｘ，ｙ），

ｗｈｅｒｅ

ｓＨＧ
（ｘ，ｙ）≥ｓＨＧ

（ｘ，ｙ′）＝
ｘ－ｙ

ｄ（ｘ）＋ｄ（ｙ′）
＝

ｘ－ｙ
ｘ－ｙ ＋２ｄ（ｘ）

＝
ｔ
ｔ＋２

，

ａｎｄ

ｓＢｘｙ（ｘ，ｙ）＝
ｘ－ｙ

２　ｄ２（ｘ）＋（ｘ－ｙ ／２）槡 ２
＝

ｔ
４＋ｔ槡 ２

．

　　Ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｓｈａｒｐｎｅｓｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｌｅｆｔ－ｈａｎｄ　ｓｉｄｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，ｗｅ　ｃｏｎｓｉｄｅｒ　ｔｈｅ　ｄｏｍａｉｎ　Ｈｎ　ａｎｄ　ｔｗｏ　ｐｏｉｎｔｓ
ｘ，ｙ∈Ｈｎ　ｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｌｉｎｅ　Ｌ（ｘ，ｙ－ｘ）ｐａｓｓｉｎｇ　ｔｈｒｏｕｇｈ　ｘ　ｗｉｔｈ　ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ　ｖｅｃｔｏｒ　ｙ－ｘ　ｗｈｉｃｈ　ｉｓ　ｐｅｒｐｅｎｄｉｃｕｌａｒ
ｔｏ　ｔｈｅ　ｂｏｕｎｄａｒｙＨｎ．

ｓＨｎ（ｘ，ｙ）＝
ｘ－ｙ

ｘ－ｙ ＋２ｄ（ｘ）
＝
ｔ
ｔ＋２

．

　　Ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｓｈａｒｐｎｅｓｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｒｉｇｈｔ－ｈａｎｄ　ｓｉｄｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，ｗｅ　ｃｏｎｓｉｄｅｒ　ｔｈｅ　ｄｏｍａｉｎ　Ｈｎ　ａｎｄ　ｔｗｏ　ｐｏｉｎｔｓ
ｘ，ｙ∈Ｈｎ　ｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｌｉｎｅ　Ｌ（ｘ，ｙ－ｘ）ｐａｒａｌｌｅｌ　ｔｏ　ｔｈｅ　ｂｏｕｎｄａｒｙＨｎ．

ｓＨｎ（ｘ，ｙ）＝
ｘ－ｙ

２　ｄ２（ｘ）＋（ｘ－ｙ ／２）槡 ２
＝

ｔ
ｔ　２　＋槡 ４

．□

　　Ｔｈｅｏｒｅｍ　３［３，Ｌｅｍｍａ　２．６］　Ｆｏｒ　ｘ，ｙ∈Ｂｎ，

ｔｈ
ρＢｎ（ｘ，ｙ）

４ ≤ｓＢｎ（ｘ，ｙ）≤ｔｈ
ρＢｎ（ｘ，ｙ）

２
．

Ｂｏｔｈ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ａｒｅ　ｓｈａｒｐ．
Ｐｒｏｏｆ：Ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ｓｅｅ［３，Ｌｅｍｍａ　２．６］．
Ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｓｈａｒｐｎｅｓｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｌｅｆｔ－ｈａｎｄ　ｓｉｄｅ　ｏｆ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ，ｌｅｔ　ｘ＝ｔｅ１ａｎｄ　ｙ＝（ｔ＋（１－ｔ）２）ｅ１ｗｉｔｈ　ｔ∈（０，

１）．Ｔｈｅｎ

ｔｈ
ρＢｎ（ｘ，ｙ）

２ ＝
（１－ｔ）２

（１－ｔ）４＋（１－ｔ　２）（１－（ｔ＋（１－ｔ）２）２槡 ）
＝
１－ｔ
１＋ｔ　２

（４）

Ｂｙ［８，（２．２９）］ａｎｄ（４），

ｔｈ
ρＢｎ（ｘ，ｙ）

４ ＝
ｔｈ（ρＢｎ（ｘ，ｙ）／２）

１＋ １－ｔｈ２（ρＢｎ（ｘ，ｙ）／２槡 ）
＝

（１－ｔ）／（１＋ｔ　２）

１＋ １－（１－ｔ）２／（１＋ｔ　２）槡 ２
＝

１－ｔ
１＋ｔ　２＋ ｔ　４＋ｔ　２＋２槡 ｔ

．

Ｓｉｎｃｅ

ｓＢｎ（ｘ，ｙ）＝
（１－ｔ）２

１－ｔ＋１－（ｔ＋（１－ｔ）２）
＝
１－ｔ
１＋ｔ

，

ｔｈｅｎ　ｗｅ　ｈａｖｅ
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ｌｉｍ
ｔ→０

ｔｈ（ρＢｎ（ｘ，ｙ）／４）

ｓＢｎ（ｘ，ｙ）
＝ｌｉｍ
ｔ→０

（１－ｔ）／（１＋ｔ　２＋ ｔ　４＋ｔ　２＋２槡 ｔ）
（１－ｔ）／（１＋ｔ） ＝ｌｉｍ

ｔ→０
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