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完全ｐ－椭圆积分的一些性质
裘松良，王　婕，丁志栓

（浙江理工大学理学院，杭州３１００１８）

摘　要：通过研究由完全ｐ－椭圆积分 ｐ（ｒ）和 ｐ（ｒ）以及初等函数的适当组合的单调性等性质，揭示了完全ｐ－椭圆积

分的一些性质，并将完全椭圆积分的一些有关单调性和凹凸性的结果推广到完全ｐ－椭圆积分 ｐ（ｒ）和 ｐ（ｒ）。
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ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｃｏｍｐｌｅｔｅ　ｅｌｌｉｐｔｉｃ　ｉｎｔｅｇｒａｌｓ　ｔｏ　ｔｈｅ　ｃｏｍｐｌｅｔｅ　ｐ－ｅｌｌｉｐｔｉｃ　ｉｎｔｅｇｒａｌｓ．Ｍｏｔｉｖａｔｅｄ　ｂｙ　ｔｈｉｓ，ｔｈｅ　ｍａｉｎ
ｐｕｒｐｏｓｅ　ｏｆ　ｔｈｉｓ　ｐａｐｅｒ　ｉｓ　ｔｏ　ｐｒｅｓｅｎｔ　ｓｏｍｅ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｃｏｍｐｌｅｔｅ　ｐ－ｅｌｌｉｐｔｉｃ　ｉｎｔｅｇｒａｌｓ　ｂｙ　ｓｈｏｗｉｎｇ　ｔｈｅ
ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ｏｆ　ｃｅｒｔａｉｎ　ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｓ　ｄｅｆｉｎｅｄ　ｉｎ　ｔｅｒｍｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｃｏｍｐｌｅｔｅ　ｐ－ｅｌｌｉｐｔｉｃ　ｉｎｔｅｇｒａｌｓ　ａｎｄ
ｅｌｅｍｅｎｔａｒｙ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ，ｔｈｕｓ　ｅｘｔｅｎｄｉｎｇ　ｓｅｖｅｒａｌ　ｗｅｌｌ－ｋｎｏｗｎ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｃｏｍｐｌｅｔｅ　ｅｌｌｉｐｔｉｃ　ｉｎｔｅｇｒａｌｓ　ｔｏ　ｔｈｅ
ｃｏｍｐｌｅｔｅ　ｐ－ｅｌｌｉｐｔｉｃ　ｉｎｔｅｇｒａｌｓ．Ｉｎ　ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，ｗｅ　ｓｈａｌｌ　ｅｘｔｅｎｄ［７，Ｌｅｍｍａ　３．３２］，［９，Ｔｈｅｏｒｅｍ　２．５］，［１０，

Ｌｅｍｍａ　５．２（７）］，［１１，Ｔｈｅｏｒｅｍ　２．６，２．９］，［１２，Ｔｈｅｏｒｅｍ　３．１］ａｎｄ［１３，Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．３］ｔｏ　ｔｈｅ　ｃｏｍｐｌｅｔｅ

ｐ－ｅｌｌｉｐｔｉｃ　ｉｎｔｅｇｒａｌｓ．Ｗｅ　ｎｏｗ　ｓｔａｔｅ　ｏｕｒ　ｍａｉｎ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｂｅｌｏｗ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ　１　Ｆｏｒ　ｃ∈瓗，ｄｅｆｉｎｅ　ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　ｆ１，ｆ２，ｆ３ａｎｄ　ｆ４ｏｎ（０，１）ｂｙ　ｆ１（ｒ）＝ ｐ（ｒ）′ｐ（ｒ），

ｆ２（ｒ）＝ ｐ （ｒ）ｃ＋ ′ｐ （ｒ）
ｃ，ｆ３（ｒ）＝（ｒｒ′）ｐ［ ｐ（ｒ）＋ ′ｐ（ｒ）］，

ｆ４（ｒ）＝（ｒ′ｐ－ｒｐ）｛［′ｐ（ｒ）－ｒ
ｐ ′ｐ（ｒ）］－［ ｐ（ｒ）－ｒ′ｐ ｐ（ｒ）］｝．

　　ａ）ｆ１ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，２－１／ｐ］ａｎｄ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ［２－１／ｐ，１），ａｎｄ　ｌｏｇ－ｃｏｎｖｅｘ　ｏｎ （０，１）．
Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｆ１（ｘ）＝ｆ１（ｙ）ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆ　ｘ＝ｙｏｒ　ｘ＝ｙ′．
ｂ）Ｉｆ　１－ｐ２／（ｐ－１）≤ｃ＜０（ｃ＞０），ｔｈｅｎ　ｆ２ｉｓ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ（ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ）ｏｎ（０，２－１／ｐ］ａｎｄ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ

（ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ）ｏｎ［２－１／ｐ，１）．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｉｆ　１－ｐ２／（ｐ－１）≤ｃ＜０（ｃ＞０），ｔｈｅｎ　ｆ２ｉｓ　ｃｏｎｃａｖｅ
（ｃｏｎｖｅｘ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ）ｏｎ（０，１）．Ｉｎ　ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，ｆｏｒ　ｒ∈ （０，１）ｗｉｔｈｒ≠２－１／ｐ，ｉｆ　１－ｐ２／（ｐ－１）≤ｃ＜０，ｔｈｅｎ

（πｐ／２）ｃ ＜ ｐ （ｒ）ｃ　＋ ｐ′（ｒ）ｃ ＜２ ｐ （２－１／ｐ）ｃ

ａｎｄ　ｉｆ　ｃ＞０，ｔｈｅｎ
ｐ （ｒ）ｃ　＋ ｐ′（ｒ）ｃ ＞２ ｐ （２－１／ｐ）ｃ．

　　ｃ）ｆ３ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，２－１／ｐ］ａｎｄ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ［２－１／ｐ，１），ｗｉｔｈ　ｆ３（０＋）＝ｆ３（１－）＝０ａｎｄ

ｆ３（２－１／ｐ）＝ ｐ（２－１／ｐ）／２．
ｄ）ｆ４ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，２－１／ｐ］ａｎｄ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ［２－１／ｐ，１）ｗｉｔｈ　ｆ４（０＋）＝ｆ４（１－）＝１ａｎｄ

ｆ４（２－１／ｐ）＝０．
Ｔｈｅｏｒｅｍ　２　ａ）Ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｇ１（ｒ）≡ ｐ（ｒ）′ｐ（ｒ）ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ ［０，２－１／ｐ］ａｎｄ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ

ｏｎ［２－１／ｐ，１］．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｇ１（ｘ）＝ｇ１（ｙ）ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆ　ｘ＝ｙｏｒ　ｘ＝ｙ′．
ｂ）Ｆｏｒ　ｃ∈ 瓗ａｎｄ　ｒ∈ ［０，１］，ｌｅｔ　ｇ２（ｒ）＝ ｐ （ｒ）ｃ＋ ′ｐ（ｒ）

ｃ．Ｉｆ　ｃ∈ （０，１］（ｃ∈ （－∞，０）），ｔｈｅｎ　ｇ２
ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ（ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ）ｏｎ［０，２－１／ｐ］ａｎｄ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ（ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ）ｏｎ ［２－１／ｐ，１］．

ｃ）Ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｇ３（ｒ）≡（ｒｒ′）ｐ［ ｐ（ｒ）＋ ′ｐ（ｒ）］ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ ［０，２－１／ｐ］ａｎｄ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ
ｏｎ［２－１／ｐ，１］．

Ｔｈｅｏｒｅｍ　３　Ｆｏｒ　ｃ∈瓗，ｎ∈瓔０≡瓔∪ ０｛｝ａｎｄｒ∈（０，１），ｌｅｔ

α＝πｐ
（ｐ－１）２＋１
２ｐ（ｐ－１）

，β＝πｐ
（１／ｐ，ｎ＋１）（１－１／ｐ，ｎ＋１）（ｐｎ＋ｐ＋１）

２［（ｎ＋１）！］２
，

Ｐｎ（ｒ）＝
πｐ
２∑

ｎ

ｋ＝０

（１／ｐ，ｋ）（１－１／ｐ，ｋ）
（ｋ！）２

ｒｐｋ　ａｎｄ　Ｑｎ（ｒ）＝∑
ｎ

ｋ＝０

ｒｐｋ

ｐｋ＋１
，

ａｎｄ　ｄｅｆｉｎｅ　ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　ｈ１，ｈ２，ｈ３ａｎｄ　ｈ４ｏｎ（０，１）ｂｙ
ｈ１（ｒ）＝ｒ′ｐ ｐ （ｒ）ｃ／ ｐ（ｒ），ｈ２（ｒ）＝ ｐ（ｒ）－ｃ·ａｒｔｈｐｒ－πｐ／２，

ｈ３（ｒ）＝
π２ｐ／４－ｒ′ｐ ｐ （ｒ）２

ｐ（ｒ）－ｒ′ｐ ｐ（ｒ）
ａｎｄ　ｈ４（ｒ）＝

ｐ（ｒ）－Ｐｎ（ｒ）
（ａｒｔｈｐｒ）／ｒ－Ｑｎ（ｒ）

．

　　ａ）ｈ１ｉｓ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆ　ｃ≤ｐ＋１，ｗｉｔｈ　ｈ１（（０，１））＝（０，（πｐ／２）ｃ－１）．Ｉｆ　ｃ＞ｐ＋１，ｔｈｅｎ　ｔｈｅｒｅ
ｅｘｉｓｔｓ　ａ　ｎｕｍｂｅｒ　ｒ０ ∈ （０，１）ｓｕｃｈ　ｔｈａｔ　ｈ１ｉｓ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，ｒ０］ａｎｄ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ［ｒ０，１）．

ｂ）ｈ２ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ（ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ）ｏｎ（０，１）ｉｆ　ｏｎｌｙ　ｉｆ　ｃ≤０（ｃ≥１，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ），ａｎｄ　ｉｆ　０＜
ｃ＜１，ｔｈｅｎ　ｔｈｅｒｅ　ｅｘｉｓｔｓ　ａｎ　ｒ１ ∈ （０，１）ｓｕｃｈ　ｔｈａｔ　ｈ２ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ（ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ）ｏｎ（０，ｒ１］（［ｒ１，１），

ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ）．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｉｆ　ｃ≤０，ｔｈｅｎ　ｈ２ｉｓ　ｃｏｎｖｅｘ　ｏｎ（０，１）．
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ｃ）ｈ３ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ（０，１）ｏｎｔｏ（α，π２ｐ／４）．
ｄ）ｈ４ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ（０，１）ｏｎｔｏ（１，β）．Ｉｎ　ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，ｆｏｒ　ｒ∈ （０，１）ａｎｄ　ｎ∈ 瓔，

Ｐｎ（ｒ）＋
ａｒｔｈｐｒ
ｒ －Ｑｎ（ｒ）＜ ｐ（ｒ）＜Ｐｎ（ｒ）＋β

ａｒｔｈｐｒ
ｒ －Ｑｎ（ｒ）（ ） （４）

２　Ｐｒｏｏｆ　ｏｆ　Ｔｈｅｏｒｅｍｓ

２．１　Ｐｒｏｏｆ　ｏｆ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　１

ａ）Ｓｅｔ　ｆ５（ｒ）＝ ′ｐ（ｒ） ｐ（ｒ）－ｒ′ｐ ｐ（ｒ）［ ］，ｗｈｉｃｈ　ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ（０，１）ｏｎｔｏ（０，πｐ／２）ｂｙ
［４，Ｌｅｍｍａ　３．４（１）＆（６）］．Ｂｙ　ｌｏｇａｒｉｔｈｍｉｃ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ　ａｎｄ（２），

ｆ１′（ｒ）
ｆ１（ｒ）

＝
ｒｐ－１

ｒ′ｐ－１＋１／ｐ·ｒ′１－１／ｐ ｐ（ｒ）
ｐ（ｒ）－ｒ′ｐ ｐ（ｒ）

ｒｐ －

１
ｒ１／ｐ·ｒ１－１／ｐ ′ｐ（ｒ）

′ｐ（ｒ）－ｒ
ｐ ′ｐ（ｒ）

ｒ′ｐ ＝
ｆ５（ｒ）－ｆ５（ｒ′）
ｒｒ′ｐｆ１（ｒ）

（５）

Ｉｔ　ｆｏｌｌｏｗｓ　ｆｒｏｍ （５）ａｎｄ ［４，Ｌｅｍｍａ　３．４（１）＆（６）］ｔｈａｔ　ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｒ ｆ１′（ｒ）／ｆ１（ｒ）ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ
ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，１），ｓｏ　ｔｈａｔ　ｆ１′ｉｓ　ｎｅｇａｔｉｖｅ（ｐｏｓｉｔｉｖｅ）ｏｎ（０，２－１／ｐ］（［２－１／ｐ，１），ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ）ａｎｄ　ｈａｓ　ａ
ｕｎｉｑｕｅ　ｚｅｒｏ　ｒ＝２－１／ｐ　ｏｎ（０，１）．Ｈｅｎｃｅ　ｔｈｅ　ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ　ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ　ａｎｄ　ｌｏｇ－ｃｏｎｖｅｘｉｔｙ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ｏｆ　ｆ１ｆｏｌｌｏｗ．

Ｃｌｅａｒｌｙ，ｉｆ　ｘ＝ｙｏｒ　ｘ＝ｙ′，ｔｈｅｎ　ｆ１（ｘ）＝ｆ１（ｙ）．Ｃｏｎｖｅｒｓｅｌｙ，ｓｕｐｐｏｓｅ　ｔｈａｔ　ｆ１（ｘ）＝ｆ１（ｙ）ｗｉｔｈ　ｘ≠ｙ．
Ｂｙ　ｔｈｅ　ｓｙｍｍｅｔｒｙ，ｗｅ　ｍａｙ　ａｓｓｕｍｅ　ｔｈａｔ　ｘ＜ｙ．Ｔｈｅｎ　ｂｙ　ｐａｒｔ　ａ），０＜ｘ＜２－１／ｐ ＜ｙ＜１，ｘ′∈（２－１／ｐ，１），

ｆ１（ｘ′）＝ｆ１（ｘ）＝ｆ１（ｙ），ａｎｄ　ｈｅｎｃｅ　ｘ′＝ｙ．
ｂ）Ｌｅｔ　ｆ６（ｒ）＝ｆ７（ｒ）－ｆ７（ｒ′），ｗｈｅｒｅ

ｆ７（ｒ）＝ｒｐ ′ｐ （ｒ）
１－ｃ·ｒ－ｐ［ ｐ（ｒ）－ｒ′ｐ ｐ（ｒ）］．

Ｉｔ　ｉｓ　ｃｌｅａｒ　ｔｈａｔ　ｆ７ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，１）ｉｆ　ｃ≥１．Ｉｆ　１－ｐ２／（ｐ－１）≤ｃ＜１，ｔｈｅｎ　ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｒ
ｒｐ ′ｐ （ｒ）

１－ｃ　ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，１）ｂｙ［４，Ｌｅｍｍａ　３．４（１）＆（６）］，ａｎｄ　ｓｏ　ｉｓ　ｆ７．Ｈｅｎｃｅ　ｉｆ
１－ｐ２／（ｐ－１）≤ｃ＜ ∞，ｔｈｅｎ　ｆ７ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ （０，１）ｏｎｔｏ（０，（πｐ／２）１－ｃ）ｓｏ　ｔｈａｔ　ｆ６ｉｓ
ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ （０，１）ｏｎｔｏ（－（πｐ／２）１－ｃ，（πｐ／２）１－ｃ）ｗｉｔｈ　ｆ６（２－１／ｐ）＝０．Ｃｌｅａｒｌｙ，１－ｐ２／（ｐ－１）＜
０．Ｂｙ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ　ａｎｄ（２），

ｒｒ′ｐ ｐ（ｒ） ′ｐ（ｒ）［ ］１－ｃｆ２′（ｒ）＝ｃｆ６（ｒ） （６）

ｙｉｅｌｄｉｎｇ　ｔｈｅ　ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ　ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ　ｐｒｏｐｅｒｔｙ　ｏｆ　ｆ２．Ｉｔ　ｆｏｌｌｏｗｓ　ｆｒｏｍ （６）ｔｈａｔ

ｆ２′（ｒ）
ｃ ＝ｆ８（ｒ）≡

ｐ（ｒ）－ｒ′ｐ ｐ（ｒ）
ｒｐ

ｒｐ－１

ｒ′ｐ ｐ （ｒ）１－ｃ
－
′ｐ（ｒ）－ｒ

ｐ ′ｐ（ｒ）

ｒ′ｐ
１

ｒ ′ｐ （ｒ）
１－ｃ

（７）

Ｂｙ　ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｎｇ　ｔｗｏ　ｃａｓｅｓ　ｗｈｅｎｃ≥１ａｎｄ　ｃ＜１，ａｎｄ　ａｐｐｌｙｉｎｇ［４，Ｌｅｍｍａ　３．４（１）＆（６）］，ｗｅ　ｓｅｅ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ　ｆｉｒｓｔ
（ｓｅｃｏｎｄ）ｔｅｒｍ　ｉｎ（７）ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ（ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ）ｏｎ（０，１）ｉｆ　１－ｐ２／（ｐ－１）≤ｃ＜ ∞ （－１／（ｐ－１）≤
ｃ＜ ∞，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ）．Ｃｌｅａｒｌｙ，１－ｐ２／（ｐ－１）＜－１／（ｐ－１）．Ｈｅｎｃｅ　ｉｆ －１／（ｐ－１）≤ｃ＜ ∞，ｔｈｅｎ　ｆ８
ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，１）．Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙ，ｉｔ　ｆｏｌｌｏｗｓ　ｆｒｏｍ（７）ｔｈａｔ　ｉｆ －１／（ｐ－１）≤ｃ＜０（ｃ∈（０，∞）
），ｔｈｅｎ　ｆ２ｉｓ　ｃｏｎｃａｖｅ（ｃｏｎｖｅｘ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ）ｏｎ（０，１）．
ｃ）Ｔｈｅ　ｌｉｍｉｔｉｎｇ　ｖａｌｕｅｓ　ｏｆ　ｆ３ａｒｅ　ｏｂｖｉｏｕｓ．Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ　ｇｉｖｅｓ

ｒ１－ｐｆ３′（ｒ）＝ｆ９（ｒ）≡ ｐ（ｒ）－ ′ｐ（ｒ）＋（ｐ－１）［ｒ′
ｐ

ｐ（ｒ）－ｒｐ ′ｐ（ｒ）］＋ｐ［ｒ′
ｐ ′ｐ（ｒ）－ｒ

ｐ
ｐ（ｒ）］．

Ｂｙ［４，Ｌｅｍｍａ　３．４］，ｆ９ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，１）ｗｉｔｈ　ｆ９（２－１／ｐ）＝０．Ｔｈｉｓ　ｙｉｅｌｄｓ　ｐａｒｔ　ｃ）．

ｄ）Ｔｈｅｌ　ｉｍｉｔｉｎｇ　ｖａｌｕｅｓ　ｏｆ　ｆ４ａｒｅ　ｏｂｖｉｏｕｓ．Ｓｉｎｃｅ　ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｆ１０（ｒ）≡ ｐ（ｒ）－ｒ′ｐ ｐ（ｒ）ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ
ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ（０，１）ｏｎｔｏ　ｉｔｓｅｌｆ　ｂｙ［４，Ｌｅｍｍａ３．４（１）］，ｆ４ｉｓ　ａ　ｐｒｏｄｕｃｔ　ｏｆ　ｔｗｏ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ（ｎｅｇａｔｉｖｅ）ａｎｄ
ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　ｏｎ（０，２－１／ｐ）（（２－１／ｐ，１），ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ）．Ｈｅｎｃｅ　ｔｈｅｒｅｓｕｌｔ　ｆｏｒ　ｆ４ｆｏｌｌｏｗｓ．□
２．２　Ｐｒｏｏｆ　ｏｆ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　２

ａ）Ｌｅｔ　ｇ４（ｒ）＝ ′ｐ（ｒ）·ｒ－ｐ［ ｐ（ｒ）－ ｐ（ｒ）］，ｗｈｉｃｈ　ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ（０，１）ｏｎｔｏ（πｐ／（２ｐ），

５５８第６期 裘松良等：完全ｐ－椭圆积分的一些性质



∞）ｂｙ［４，Ｌｅｍｍａ　３．４（４）］．Ｂｙ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ　ａｎｄ（２），

ｒ１－ｐｇ１′（ｒ）＝ｇ４（ｒ′）－ｇ４（ｒ），

ｗｈｉｃｈ　ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ（０，１）ｏｎｔｏ（－∞，∞）．Ｈｅｎｃｅ　ｔｈｅ　ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ　ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ　ｏｆ　ｇ１ｆｏｌｌｏｗｓ．
Ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｒｅｍａｉｎｉｎｇ　ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ　ｉｓ　ｓｉｍｉｌａｒ　ｔｏ　ｔｈａｔ　ｏｆ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　１（ａ）．

ｂ）Ｌｅｔ　ｇ５（ｒ）＝ｇ６（ｒ′）－ｇ６（ｒ），ｗｈｅｒｅ　ｇ６（ｒ）＝ｒ
－ｐ

ｐ （ｒ）ｃ－１ ｐ（ｒ）－ ｐ（ｒ）［ ］．Ｔｈｅｎ　ｂｙ（２），

ｒ１－ｐｇ２′（ｒ）＝ｃｇ５（ｒ） （８）

Ｉｆ －∞＜ｃ≤１，ｔｈｅｎ　ｇ６ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ（０，１）ｏｎｔｏ（πｃｐ／（２ｃｐ），∞）ｂｙ［４，Ｌｅｍｍａ　３．４（４）］，ａｎｄ
ｈｅｎｃｅ　ｇ５ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ（０，１）ｏｎｔｏ（－∞，∞）ｗｉｔｈ　ｇ５（２－１／ｐ）＝０．Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙ，ｔｈｅ　ｒｅｓｕｌｔ　ｆｏｒ
ｇ２ｆｏｌｌｏｗｓ　ｆｒｏｍ （８）．

ｃ）Ｐａｒｔ　ｃ）ｆｏｌｌｏｗｓ　ｆｒｏｍ　ｔｈｅ　ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ　ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ　ｏｆ　ｇ７（ｒ）≡ （ｒｒ′）ｐ　ａｎｄ　ｐａｒｔ　ｂ）ｗｉｔｈ　ｃ＝１．□
２．３　Ｐｒｏｏｆ　ｏｆ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　３

ａ）Ｂｙ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ　ａｎｄ（２），
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ｐ（ｒ）－ｒ′ｐ ｐ（ｒ）

ｈ１′（ｒ）＝ｃ－
ｈ５（ｒ）
ｈ６（ｒ）

＝ｃ－ｈ７（ｒ） （９）

ｗｈｅｒｅ　ｈ７（ｒ）＝ｈ５（ｒ）／ｈ６（ｒ），

ｈ５（ｒ）＝ｐ－ｒ′ｐ
ｐ（ｒ）－ ｐ（ｒ）

ｒｐ ｐ（ｒ）
ａｎｄ　ｈ６（ｒ）＝

ｐ（ｒ）－ｒ′ｐ ｐ（ｒ）
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．

Ｂｙ［４，Ｌｅｍｍａ　３．４（３）＆（５）］，ｈ５（ｈ６）ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ（ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ）ｆｒｏｍ （０，１）ｏｎｔｏ（ｐ－１／ｐ，ｐ）
（（０，１－１／ｐ），ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ），ｓｏ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｈ７ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ（０，１）ｏｎｔｏ（ｐ＋１，∞）．
Ｈｅｎｃｅ　ｂｙ（９），ｈ１ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，１）ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆ

ｃ≤ ｉｎｆ
０＜ｒ＜１

ｈ７（ｒ）＝ｈ７（０＋）＝ｐ＋１．

Ｔｈｅ　ｒｅｍａｉｎｉｎｇ　ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ　ｉｎ　ｐａｒｔ　ａ）ｉｓ　ｃｌｅａｒ．
ｂ）Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ　ｇｉｖｅｓ

ｒ′ｐｈ２′（ｒ）＝ｈ８（ｒ）≡ ［ ｐ（ｒ）－ｒ′ｐ ｐ（ｒ）］／ｒ－ｃ （１０）

ｗｈｉｃｈ　ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ （０，１）ｏｎｔｏ（－ｃ，１－ｃ）ｂｙ［４，Ｌｅｍｍａ　３．４（１）］．Ｈｅｎｃｅ　ｈ２ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ
ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ（ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ）ｏｎ（０，１）ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆ　ｃ≤０（ｃ≥１，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ）．Ｉｎ　ｔｈｅ　ｃａｓｅ　ｗｈｅｎ　０＜ｃ＜１，

ｔｈｅ　ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ　ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ　ｏｆ　ｈ２ｉｓ　ｃｌｅａｒ．Ｉｆ　ｃ≤０，ｔｈｅｎ　ｈ８ｉｓ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ａｎｄ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，１），ａｎｄ
ｈｅｎｃｅ　ｂｙ（１０），ｗｅ　ｓｅｅ　ｔｈａｔ　ｈ２ｉｓ　ｃｏｎｖｅｘ　ｏｎ（０，１）．

ｃ）Ｌｅｔ　ｈ９（ｒ）＝（πｐ／２）２－ｒ′ｐ ｐ （ｒ）２　ａｎｄ　ｈ１０（ｒ）＝ ｐ（ｒ）－ｒ′ｐ ｐ（ｒ）．Ｔｈｅｎ　ｈ３（ｒ）＝ｈ９（ｒ）／ｈ１０（ｒ），

ｈ９（０）＝ｈ１０（０）＝０ａｎｄ
（ｐ－１）ｈ９′（ｒ）／ｈ１０′（ｒ）＝ ｐ（ｒ）｛ｐ－２［ ｐ（ｒ）－ｒ′ｐ ｐ（ｒ）］／［ｒｐ ｐ（ｒ）］｝ （１１）

ｗｈｉｃｈ　ｉｓ　ａ　ｐｒｏｄｕｃｔ　ｏｆ　ｔｗｏ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ａｎｄ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　ｂｙ［４，Ｌｅｍｍａ　３．４（３）］．Ｈｅｎｃｅ　ｂｙ［７，Ｔｈｅｏｒｅｍ
１．２５］，ｈ３ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，１）．Ｃｌｅａｒｌｙ，ｈ３（１－）＝π２ｐ／４．Ｂｙ　ｌ’Ｈｐｉｔａｌ’ｓ　ｒｕｌｅ，［４，Ｌｅｍｍａ　３．４］，

ａｎｄ　ｂｙ（１１），ｈ３（０＋）＝πｐ［（ｐ－１）２＋１］／［２ｐ（ｐ－１）］＝α．
ｄ）Ｌｅｔ　ｈ１１（ｒ）＝ ｐ（ｒ）－Ｐｎ（ｒ）ａｎｄ　ｈ１２（ｒ）＝（ａｒｔｈｐｒ）／ｒ－Ｑｎ（ｒ）．Ｔｈｅｎ　ｂｙ（１）ａｎｄ（３），

ｈ１１（ｒ）＝
πｐ
２∑

∞

ｋ＝ｎ＋１

（１／ｐ，ｋ）（１－１／ｐ，ｋ）
（ｋ！）２

ｒｐｋ＝
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２
ｒｐ（ｎ＋１）∑

∞

０
ａｋｒ

ｐｋ，
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∞

ｋ＝ｎ＋１

ｒｐｋ

ｐｋ＋１
＝ｒｐ（ｎ＋１）∑

∞

０
ｂｋｒｐｋ　ａｎｄ　ｈ４（ｒ）＝

ｈ１１（ｒ）
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＝
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２
∑

∞

０ａｋｒ
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０ｂｋｒ
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，

ｗｈｅｒｅ　ａｋ＝（１／ｐ，ｋ＋ｎ＋１）（１－１／ｐ，ｋ＋ｎ＋１）［（ｋ＋ｎ＋１）！］
－２　ａｎｄ　ｂｋ＝１／［ｐ（ｋ＋ｎ＋１）＋１］．Ｐｕｔｔｉｎｇ

ｃｋ＝ａｋ／ｂｋ，ｗｅ　ｈａｖｅ
ｃｋ＋１／ｃｋ＝１－［ｐ（ｋ＋ｎ＋１）］－２ ＜１，

ｗｈｉｃｈ　ｓｈｏｗｓ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ　ｓｅｑｕｅｎｃｅ｛ｃｋ｝ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ．Ｈｅｎｃｅ　ｔｈｅ　ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ　ｐｒｏｐｅｒｔｙ　ｏｆ　ｈ４ｆｏｌｌｏｗｓ

６５８ 　　　　　　　　浙　江　理　工　大　学　学　报（自然科学版） ２０２０年　第４３卷



ｆｒｏｍ［１４，Ｌｅｍｍａ　２．１］．
Ｃｌｅａｒｌｙ，ｈ４（０＋）＝ｃ０πｐ／２＝β．Ａｐｐｌｙｉｎｇ　ｌ’Ｈｐｉｔａｌ’ｓ　ｒｕｌｅ，ｗｅ　ｏｂｔａｉｎ　ｔｈｅ　ｌｉｍｉｔｉｎｇ　ｖａｌｕｅ　ｈ４（１

－）＝１．Ｔｈｅ
ｄｏｕｂｌｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ（４）ｉｓ　ｏｂｖｉｏｕｓ．□

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ：
［１］Ａｂｒａｍｏｗｉｔｚ　Ｍ，Ｓｔｅｇｕｎ　Ｉ　Ａ．Ｈａｎｄｂｏｏｋ　ｏｆ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　ｗｉｔｈ　Ｆｏｒｍｕｌａｓ，Ｇｒａｐｈｓ，ａｎｄ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ｔａｂｌｅｓ［Ｍ］．

Ｎｅｗ　Ｙｏｒｋ：Ｄｏｖｅｒ，１９６６：５５６－６０７．
［２］Ｔａｋｅｕｃｈｉ　Ｓ．Ａ　ｎｅｗ　ｆｏｒｍ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ　ｃｏｍｐｌｅｔｅ　ｅｌｌｉｐｔｉｃ　ｉｎｔｅｇｒａｌｓ［Ｊ］．Ｋｏｄａｉ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ｊｏｕｒｎａｌ，２０１６，３９（１）：２０２－
２２６．
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