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Ｉｔ　ｉｓ　ｎａｔｕｒａｌ　ｔｏ　ａｓｋ　ｗｈｅｔｈｅｒ　ｔｈｅ　ｋｎｏｗｎ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｆｏｒμ（ｒ）ａｎｄ （ｒ）ｃａｎ　ｂｅ　ｅｘｔｅｎｄｅｄ　ｔｏμ～ｐ，ｑ（ｒ）ａｎｄ

ｐ，ｑ（ｒ）．Ｔｈｉｓ　ｉｓ　ａ　ｐｒｏｂｌｅｍ　ｗｏｒｔｈ　ｓｔｕｄｙｉｎｇ．Ｍｏｔｉｖａｔｅｄ　ｂｙ　ｔｈｉｓ，ｔｈｅ　ｐｕｒｐｏｓｅ　ｏｆ　ｔｈｉｓ　ｐａｐｅｒ　ｉｓ　ｔｏ　ｓｔｕｄｙ　ｔｈｅ
ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓμ～ｐ，ｑ（ｒ）ａｎｄ ｐ，ｑ（ｒ），ａｎｄ　ｅｘｔｅｎｄ　ｓｅｖｅｒａｌ　ｗｅｌｌ－ｋｎｏｗｎ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｆｏｒμ（ｒ）ａｎｄ
（ｒ）ｔｏμ～ｐ，ｑ （ｒ）ａｎｄ ｐ，ｑ （ｒ），ｂｙ　ｓｈｏｗｉｎｇ　ｔｈｅ　ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ　ａｎｄ　ｃｏｎｖｅｘｉｔｙ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ｏｆ　ｃｅｒｔａｉｎ

ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｓ　ｄｅｆｉｎｅｄ　ｉｎ　ｔｅｒｍｓ　ｏｆμ～ｐ，ｑ（ｒ）， ｐ，ｑ（ｒ）ａｎｄ　ｅｌｅｍｅｎｔａｒｙ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ．Ｗｅ　ｎｏｗ　ｓｔａｔｅ　ｓｏｍｅ　ｏｆ　ｏｕｒ
ｍａｉｎ　ｒｅｓｕｌｔｓ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ　１　ａ）Ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｐ，ｑｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ （０，１）ｏｎｔｏ（０，β）．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｉｆ　ｑ≥ｄ，

ｔｈｅｎ ｐ，ｑｉｓ　ｃｏｎｃａｖｅ　ｏｎ（０，１）．
ｂ）Ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｆ１（ｒ）≡ｍｐ，ｑ（ｒ）／ｌｏｇ（１／ｒ）ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ（０，１）ｏｎｔｏ（１，∞）．

７４８第６期 裘松良等：（ｐ，ｑ）－Ｇｒｔｚｓｃｈ环函数与 （ｐ，ｑ）－Ｈüｂｎｅｒ函数的一些性质



ｃ）Ｆｏｒ　ｅａｃｈ　ｔ∈（０，１），ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｆ２（ｒ）≡ｍｐ，ｑ（ｒｔ）－ｍｐ，ｑ（ｒ）ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ （０，１）ｏｎｔｏ
（－ｌｏｇｔ，ｍｐ，ｑ（ｔ））．Ｉｎ　ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，ｆｏｒ　ａｌｌ　ｒ，ｔ∈（０，１），

ｍａｘ｛ｍｐ，ｑ（ｒ）－ｌｏｇｔ，ｍｐ，ｑ（ｔ）－ｌｏｇｒ｝＜ｍｐ，ｑ（ｒｔ）＜ｍｐ，ｑ（ｒ）＋ｍｐ，ｑ（ｔ） （５）

ｍａｘ｛ ｐ，ｑ（ｒ）， ｐ，ｑ（ｔ）｝＜ ｐ，ｑ（ｒｔ）＜ ｐ，ｑ（ｒ）＋ ｐ，ｑ（ｔ） （６）

　　ｄ）Ｆｏｒ　ｅａｃｈα∈（０，∞），ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｆ３（ｒ）≡αｍｐ，ｑ（ｒ）－ｍｐ，ｑ（ｒα）ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ（ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ）

ｆｒｏｍ（０，１）ｏｎｔｏ（（α－１）β，０）（（０，（α－１）β））ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆ　０＜α＜１（α＞１，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ）．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｉｆα
∈（０，１），ｔｈｅｎ　ｆｏｒ　ｒ∈（０，１），

αｍｐ，ｑ（ｒ）＜ｍｐ，ｑ（ｒα）＜αｍｐ，ｑ（ｒ）＋β（１－α） （７）

ａｎｄ　ｉｆα∈（１，∞），ｔｈｅｎ　ｅａｃｈ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ　ｉｎ（７）ｉｓ　ｒｅｖｅｒｓｅｄ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ　２　ａ）Ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｇ１（ｒ）≡μ～ｐ，ｑ（ｒ）＋ｌｏｇｒｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ａｎｄ　ｃｏｎｃａｖｅ　ｆｒｏｍ（０，１）ｏｎｔｏ

（０，β），ａｎｄ　ｇ２（ｒ）≡ｇ１（ｒ）／ｒ′ｑ　ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ （０，１）ｏｎｔｏ（β，∞）．
ｂ）ｇ３（ｒ）≡μ～ｐ，ｑ（１／ｒ）／ｌｏｇｒ　ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ａｎｄ　ｃｏｎｖｅｘ　ｆｒｏｍ（１，∞）ｏｎｔｏ　ｉｔｓｅｌｆ．
ｃ）ｇ４（ｒ）≡ｇ１（ｒ）－ｌｏｇｒ′ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ａｎｄ　ｃｏｎｖｅｘ　ｆｒｏｍ （０，１）ｏｎｔｏ（β，∞）．
ｄ）ｇ５（ｒ）≡μ～ｐ，ｑ（ｒ）ｌｏｇ（１／ｒ′）ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ（０，１）ｏｎｔｏ（０，πｐ，ｑ

２／４）．
ｅ）ｇ６（ｒ）＝［β－ｇ１（ｒ）］／ｒｑ　ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ（０，１）ｏｎｔｏ（η，β）．Ｉｎ　ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，

βｒ′ｑ ＜μ～ｐ，ｑ（ｒ）＋ｌｏｇｒ＜βｒ′
ｑ＋（β－η）ｒｑ，ｒ∈ （０，１） （８）

　　Ｔｈｅｏｒｅｍ　３　Ｆｏｒ　ｅａｃｈ　ｔ∈（０，１），ｄｅｆｉｎｅ　ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　ｈ１，ｈ２ａｎｄ　ｈ３ｏｎ（０，１）ｂｙ　ｈ１（ｒ）＝μ～ｐ，ｑ（ｒｔ）－

μ～ｐ，ｑ（ｒ），ｈ２（ｒ）＝μ～ｐ，ｑ（ｒｔ）／μ～ｐ，ｑ（ｒ）ａｎｄ　ｈ３（ｒ）＝２μ～ｐ，ｑ（槡ｒｔ）－μ～ｐ，ｑ（ｒ）．
ａ）Ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　ｈ１ａｎｄ　ｈ２ａｒｅ　ｂｏｔｈ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，１），ｗｉｔｈ　ｒａｎｇｅｓ（－ｌｏｇｔ，μ～ｐ，ｑ（ｔ））ａｎｄ

（１，∞），ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｉｎ　ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，ｆｏｒ　ａｌｌ　ｒ，ｔ∈（０，１），

μ～ｐ，ｑ（ｒ）＋ｌｏｇ（１／ｔ）＜μ～ｐ，ｑ（ｒｔ）＜μ～ｐ，ｑ（ｒ）＋μ～ｐ，ｑ（ｔ） （９）

　　ｂ）Ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｈ３ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ （０，ｔ］ｏｎｔｏ［μ～ｐ，ｑ（ｔ），β－ｌｏｇｔ），ａｎｄ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ

［ｔ，１）ｏｎｔｏ［μ～ｐ，ｑ（ｔ），２μ～ｐ，ｑ（槡ｔ））．Ｉｎ　ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，ｆｏｒ　ａｌｌ　ｒ，ｔ∈（０，１），

μ～ｐ，ｑ（ｒ）＋μ～ｐ，ｑ（ｔ）≤２μ～ｐ，ｑ（槡ｒｔ）＜μ～ｐ，ｑ（ｒ）＋ｍａｘ｛β－ｌｏｇｔ，２μ～ｐ，ｑ（槡ｔ）｝ （１０）

ｗｉｔｈ　ｅｑｕａｌｉｔｙ　ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆ　ｒ＝ｔ．

２　Ｐｒｅｌｉｍｉｎａｒｉｅｓ

Ｆｉｒｓｔ，ｌｅｔ　ｕｓ　ｒｅｃａｌｌ　ｔｈｅ　ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ　ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ　Ｌｅｇｅｎｄｒｅ　ｒｅｌａｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ　ｆｏｒｍｕｌａｓ［５］

′ｐ，ｑ ｐ，ｑ＋ ｐ，ｑ ′ｐ，ｑ－ ｐ，ｑ ′ｐ，ｑ＝
πｐ，ｑ
２

（１１）

ｄ ｐ，ｑ

ｄｒ ＝
ｐ，ｑ－ｒ′ｑ ｐ，ｑ

ｒｒ′ｑ
，ｄ ′ｐ，ｑ
ｄｒ ＝－

′ｐ，ｑ－ｒｑ ′ｐ，ｑ
ｒｒ′ｑ

（１２）

ｄ ｐ，ｑ

ｄｒ ＝－ｑ
ｐ，ｑ－ ｐ，ｑ

ｐｒ
，
ｄ ′ｐ，ｑ
ｄｒ ＝ｑｒｑ－１

′ｐ，ｑ－ ′ｐ，ｑ
ｐｒ′ｑ

（１３）

ａｎｄ　ｔｈｅ　ｗｅｌｌ－ｋｎｏｗｎ　ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ　ｆｏｒｍｕｌａ

ｐ，ｑ（ｒ）＝ｌｏｇ
ｅβ

ｒ′＋Ｏ
（（１－ｒｑ）ｌｏｇ（１－ｒｑ）） （１４）

ａｓ　ｒ→１．Ａｐｐｌｙｉｎｇ（１１）－（１３），ｏｎｅ　ｃａｎ　ｅａｓｉｌｙ　ｐｒｏｖｅ　ｔｈｅ　ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ　ｌｅｍｍａ．
Ｌｅｍｍａ　１　Ｆｏｒ　ｒ∈ （０，１），

ｄμ～ｐ，ｑ（ｒ）
ｄｒ ＝－

π２ｐ，ｑ
４ｒｒ′ｑ ２

ｐ，ｑ
＝－

１
ｒｒ′ｑＦ（ａ，ｂ；ｃ；ｒｑ）２

（１５）

ｄｍｐ，ｑ（ｒ）
ｄｒ ＝

１
πｐ，ｑｒ

［πｐ，ｑ－４ ｐ，ｑ ′ｐ，ｑ－２（ｑ－２）ｒｑ ｐ，ｑ ′ｐ，ｑ］

＝－
１
ｒ －

２
πｐ，ｑ
ｒｑ－１ ｐ，ｑ ′ｐ，ｑ ｑ－２

ｐ，ｑ－ｒ′ｑ ｐ，ｑ

ｒｑ ｐ，ｑ
（ ） （１６）
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　　Ｎｅｘｔ，ｗｅ　ｐｒｅｓｅｎｔ　ｓｅｖｅｒａｌ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ｏｆ ｐ，ｑ ａｎｄ ｐ，ｑ，ｗｈｉｃｈ　ａｒｅ　ｔｈｅ　ａｎａｌｏｇｕｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｒｅｌａｔｅｄ

ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ｏｆ ａｎｄ （ｃｆ．［８，Ｌｅｍｍａ　５．２（８），（１４）＆５．４（３）—（４）］）ｆｏｒ ｐ，ｑａｎｄ ｐ，ｑ．
Ｌｅｍｍａ　２　Ｌｅｔδ＝ａπｐ，ｑ／（２ｃ）ａｎｄρ＝π

２
ｐ，ｑ（１－２ａｂ／ｃ）／４．

ａ）Ｈ１（ｒ）≡（ ｐ，ｑ－πｐ，ｑ／２）／ｌｏｇ（１／ｒ′）ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ（０，１）ｏｎｔｏ（δ，１）．
ｂ）Ｈ２（ｒ）≡（π２ｐ，ｑ／４－ｒ′ｑ ２

ｐ，ｑ）／ｒｑ　ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ（０，１）ｏｎｔｏ（ρ，πｐ，ｑ
２／４）．

ｃ）Ｌｅｔ　Ｈ３（ｒ）＝（２／ｑ） ｐ，ｑ＋（１－２／ｑ）ｒ′ｑ ｐ，ｑ．Ｔｈｅｎ　Ｈ３ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ（０，１）ｏｎｔｏ（πｐ，ｑ／２，

２ｂ）ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆ　１＜ｑ≤２（１－１／ｐ），ａｎｄ　Ｈ３ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ（０，１）ｏｎｔｏ（２ｂ，πｐ，ｑ／２）ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ
ｉｆ　ｑ∈Ｓｑ≡［２，∞）∪｛ｑ　ｑ∈（１，２），ｑ≥２－１／（ｐ－１）．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｉｆ　ｑ∈（１，２］ｗｉｔｈ　ｑ≥２－１／（ｐ－１），ｔｈｅｎ
Ｈ３ｉｓ　ｃｏｎｃａｖｅ　ｏｎ（０，１）．

ｄ）Ｉｆ　１＜ｑ≤２（１－１／ｐ）（ｑ∈Ｓｑ），ｔｈｅｎ　Ｈ４（ｒ）≡ｒｑ／２ ｐ，ｑ／ａｒｔｈ　ｒｑ
／２　ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ（ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ）

ｆｒｏｍ（０，１）ｏｎｔｏ（πｐ，ｑ／２，２ｂ）（（２ｂ，πｐ，ｑ／２），ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ）．
Ｐｒｏｏｆ　ａ）Ｌｅｔ　Ｈ５（ｒ）＝ ｐ，ｑ－πｐ，ｑ／２ａｎｄ　Ｈ６（ｒ）＝ｌｏｇ（１／ｒ′）ｆｏｒ　ｒ∈（０，１）．Ｔｈｅｎ　Ｈ５（０）＝Ｈ６（０）＝０，

Ｈ１（ｒ）＝Ｈ５（ｒ）／Ｈ６（ｒ），ａｎｄ　ｂｙ（１２），

Ｈ′５（ｒ）／Ｈ′６（ｒ）＝（ ｐ，ｑ－ｒ′ｑ ｐ，ｑ）／ｒｑ，

ｗｈｉｃｈ　ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，１）ｂｙ［６，Ｔｈｅｏｒｅｍ　１（ａ）］．Ｈｅｎｃｅ　ｔｈｅ　ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ　ｏｆ　Ｈ１ｆｏｌｌｏｗｓ　ｆｒｏｍ
［２，Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．２５］．Ｂｙ　ｌ’Ｈｐｉｔａｌ’ｓ　ｒｕｌｅ，ｗｅ　ｏｂｔａｉｎ　ｔｈｅ　ｖａｌｕｅｓ　Ｈ１（０＋）＝δａｎｄ　Ｈ１（１－）＝１．
ｂ）Ｌｅｔ　Ｈ７（ｒ）＝πｐ，ｑ２／４－ｒ′ｑ ２

ｐ，ｑ，Ｈ８（ｒ）＝ｒｑ，Ｈ９（ｒ）＝（ ｐ，ｑ－ｒ′ｑ ｐ，ｑ）／（ｒｑ ｐ，ｑ）ａｎｄ　Ｈ１０（ｒ）＝
１－２ｂＨ９（ｒ）．Ｔｈｅｎ　Ｈ７（０）＝Ｈ８（０）＝０，Ｈ２（ｒ）＝Ｈ７（ｒ）／Ｈ８（ｒ）ａｎｄ

Ｈ′７（ｒ）／Ｈ′８（ｒ）＝ ２
ｐ，ｑＨ１０（ｒ） （１７）

Ｂｙ［６，Ｔｈｅｏｒｅｍ　１（ｃ）］，Ｈ９ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ （０，１）ｏｎｔｏ（０，ａ／ｃ），ｓｏ　ｔｈａｔ　Ｈ１０ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ
ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ （０，１）ｏｎｔｏ（１－２ａｂ／ｃ，１）．Ｉｔ　ｉｓ　ｅａｓｙ　ｔｏ　ｖｅｒｉｆｙ　ｔｈａｔ　２ａｂ／ｃ＜１．Ｈｅｎｃｅ　ｉｔ　ｆｏｌｌｏｗｓ　ｆｒｏｍ （１７）

ａｎｄ［２，Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．２５］ｔｈａｔ　Ｈ２ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，１）．Ｂｙ　ｌ’Ｈｐｉｔａｌ’ｓ　ｒｕｌｅ　ａｎｄ（１７），Ｈ２（０＋）＝

ρ．Ｃｌｅａｒｌｙ，Ｈ２（１－）＝πｐ，ｑ２／４．
ｃ）Ｔｈｅ　ｌｉｍｉｔｉｎｇ　ｖａｌｕｅｓ　ｏｆ　Ｈ３ａｒｅ　ｃｌｅａｒ．Ｓｅｔ　Ｈ１１（ｒ）＝Ｈ１４（ｒ）／ｒ，Ｈ１２（ｒ）＝ｒｑ ｐ，ｑ／Ｈ１４（ｒ）ａｎｄ　Ｈ１３（ｒ）

＝２／ｐ＋（１－２／ｑ）［１＋（ｑ－１）Ｈ１２（ｒ）］，ｗｈｅｒｅ　Ｈ１４（ｒ）＝ ｐ，ｑ－ ｐ，ｑ．Ｔｈｅｎ　Ｈ１１（Ｈ１２）ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ
（ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ）ｆｒｏｍ （０，１）ｏｎｔｏ（０，∞）（（１，ｃ／ｂ），ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ）ｂｙ［６，Ｔｈｅｏｒｅｍ　１（ｄ）］，Ｈ１３（０＋）＝

ｑ［ｑ（ｐ－１）－２ｐ＋３］／ｐ，ａｎｄ　Ｈ１３（１－）＝ｑ－２（１－１／ｐ）．Ｂｙ（１２）－（１３），ｗｅ　ｈａｖｅ
Ｈ′３（ｒ）＝－Ｈ１１（ｒ）Ｈ１３（ｒ） （１８）

Ｈ１３（０＋）≤０ｑ≤２－１／（ｐ－１） （１９）

Ｈ１３（０＋）≥０ｑ≥２－１／（ｐ－１） （２０）

Ｈ１３（１－）≥０ｑ≥２（１－１／ｐ） （２１）

Ｈ１３（１－）≤０ｑ≤２（１－１／ｐ） （２２）

　　Ｉｆ　ｑ≥２，ｔｈｅｎ　Ｈ１３（ｒ）＞０ｆｏｒ　ｒ∈（０，１）ｓｏ　ｔｈａｔ　Ｈ３ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，１）ｂｙ（１８）．
Ｉｆ　ｑ∈（１，２），ｔｈｅｎ　Ｈ１３ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，１），ａｎｄ　ｈｅｎｃｅ　ｂｙ（１８）－（２２），Ｈ′３（ｒ）＞０（Ｈ′３（ｒ）＜０）

ｆｏｒ　ｒ∈（０，１）ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆ　Ｈ１３（１－）≤０（Ｈ１３（０＋）≥０），ｎａｍｅｌｙ，ｑ≤２（１－１／ｐ）（ｑ≥２－１／（ｐ－１），

ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ）．Ｈｅｎｃｅ　ｔｈｅ　ｒｅｓｕｌｔ　ｆｏｒ　Ｈ３ｆｏｌｌｏｗｓ．
ｄ）Ｌｅｔ　Ｈ１５（ｒ）＝ｒｑ／２ ｐ，ｑａｎｄ　Ｈ１６（ｒ）＝ａｒｔｈ　ｒｑ／２．Ｔｈｅｎ　Ｈ１５（０）＝Ｈ１６（０）＝０，Ｈ４（ｒ）＝Ｈ１５（ｒ）／Ｈ１６（ｒ），

ａｎｄ　Ｈ′１５（ｒ）／Ｈ′１６（ｒ）＝Ｈ３（ｒ）．Ｈｅｎｃｅ　ｔｈｅ　ａｓｓｅｒｔｉｏｎ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ｏｆ　Ｈ４ｆｏｌｌｏｗｓ　ｆｒｏｍ

ｐａｒｔｃ）．Ｃｌｅａｒｌｙ，Ｈ４（０＋）＝πｐ，ｑ／２ａｎｄ　Ｈ４（１－）＝Ｈ３（１－）＝２ｂ．□

３　Ｐｒｏｏｆ　ｏｆ　Ｍａｉｎ　Ｒｅｓｕｌｔｓ

３．１　Ｐｒｏｏｆ　ｏｆ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　１
ａ）Ｃｌｅａｒｌｙ， ｐ，ｑ（１－）＝０．Ａｐｐｌｙｉｎｇ（１４），ｗｅ　ｏｂｔａｉｎ　ｔｈｅ　ｖａｌｕｅ ｐ，ｑ（０＋）＝β．Ｌｅｔ　Ｈ１０ｂｅ　ａｓ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ

９４８第６期 裘松良等：（ｐ，ｑ）－Ｇｒｔｚｓｃｈ环函数与 （ｐ，ｑ）－Ｈüｂｎｅｒ函数的一些性质



ｏｆ　Ｌｅｍｍａ　２（ｂ）．Ｔｈｅｎ　ｂｙ（１６），

－πｐ，ｑ ′ｐ，ｑ（ｒ）＝ｆ４（ｒ）≡２ｑ（ｒ
ｑ－１ ′ｐ，ｑ）· ｐ，ｑ·Ｈ１０（ｒ），

ｗｈｉｃｈ　ｉｓ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ｆｏｒ　ｒ∈（０，１）．Ｈｅｎｃｅ　ｔｈｅ　ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ　ｏｆ ｐ，ｑｆｏｌｌｏｗｓ．
Ｃｌｅａｒｌｙ，ｑ－１≥ａ／ｃ　ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆ　ｑ≥ｄ．Ｈｅｎｃｅ　ｂｙ［６，Ｔｈｅｏｒｅｍ　２（ａ）］，ｉｆ　ｑ≥ｄ，ｔｈｅｎ　ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ

ｒ ｒｑ－１ ′ｐ，ｑ（ｒ）ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ（０，１）ｏｎｔｏ（０，πｐ，ｑ／２），ｓｏ　ｔｈａｔ　ｆ４ｉｓ　ａ　ｐｒｏｄｕｃｔ　ｏｆ　ｔｈｒｅｅ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ
ａｎｄ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ．Ｔｈｉｓ　ｙｉｅｌｄｓ　ｔｈｅ　ｃｏｎｃａｖｉｔｙ　ｏｆ ｐ，ｑ．

ｂ）Ｌｅｔ　ｆ５（ｒ）＝ｍｐ，ｑ（ｒ），ｆ６（ｒ）＝ｌｏｇ（１／ｒ）ａｎｄ　ｆ７（ｒ）＝ｒｑ ′ｐ，ｑ ｐ，ｑＨ１０（ｒ）．Ｔｈｅｎ　ｆ７ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ
ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，１）ｂｙ［６，ｔｈｅｏｒｅｍ　２（ａ）］，ｆ１（ｒ）＝ｆ５（ｒ）／ｆ６（ｒ），ｆ５（１）＝ｆ６（１）＝０ａｎｄ

ｆ′５（ｒ）／ｆ′６（ｒ）＝ｆ８（ｒ）≡－ｒｍ′ｐ，ｑ（ｒ）＝１＋２ｑｆ７（ｒ）／πｐ，ｑ，

ｗｈｉｃｈ　ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，１）ａｎｄ　ｈｅｎｃｅ　ｓｏ　ｉｓ　ｆ１ｂｙ［２，Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．２５］．Ａｐｐｌｙｉｎｇ　ｌ’Ｈｐｉｔａｌ’ｓ　ｒｕｌｅ，

ｗｅ　ｏｂｔａｉｎ　ｔｈｅ　ｌｉｍｉｔｉｎｇ　ｖａｌｕｅｓ　ｏｆ　ｆ１．
ｃ）Ｃｌｅａｒｌｙ，ｆ２（１－）＝ｍｐ，ｑ（ｔ）ａｎｄ　ｆ２（０＋）＝－ｌｏｇ　ｔ．Ｌｅｔ　ｘ＝ｒｔ．Ｔｈｅｎ　０＜ｘ＜ｒ，ａｎｄ

ｒｆ′２（ｒ）＝ｒ［ｔｍ′ｐ，ｑ（ｘ）－ｍ′ｐ，ｑ（ｒ）］＝ｆ８（ｒ）－ｆ８（ｘ）．
Ｈｅｎｃｅ　ｔｈｅ　ｒｅｓｕｌｔ　ｆｏｒ　ｆ２ｆｏｌｌｏｗｓ　ｆｒｏｍ　ｔｈａｔ　ｏｆ　ｆ８．Ｔｈｅ　ｄｏｕｂｌｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ（５）ａｎｄ（６）ａｒｅ　ｃｌｅａｒ．
ｄ）Ｃｌｅａｒｌｙ，ｆ３（１－）＝０．Ｂｙ　ｐａｒｔ　ａ），ｆ３（０＋）＝β（α－１）．Ｐｕｔ　ｙ＝ｒα．Ｔｈｅｎ　ｂｙ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ，

ｒｆ′３（ｒ）＝α［ｒｍ′ｐ，ｑ（ｒ）－ｙｍ′ｐ，ｑ（ｙ）］＝α［ｆ８（ｙ）－ｆ８（ｒ）］．
Ｈｅｎｃｅ　ｂｙ　ｔｈｅ　ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ　ｏｆ　ｆ８，ｆ′３（ｒ）＞０（ｆ′３（ｒ）＜０）ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆ　ｙ＞ｒ（ｙ＜ｒ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ）．Ｔｈｉｓ
ｙｉｅｌｄｓ　ｔｈｅ　ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ｏｆ　ｆ３．Ｔｈｅ　ｒｅｍａｉｎｉｎｇ　ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ　ａｒｅ　ｃｌｅａｒ．□
３．２　Ｐｒｏｏｆ　ｏｆ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　２

ａ）Ｃｌｅａｒｌｙ，ｇ１（１－）＝０．Ｂｙ（１４），ｏｎｅ　ｃａｎ　ｏｂｔａｉｎ　ｔｈｅ　ｌｉｍｉｔｉｎｇ　ｖａｌｕｅ　ｇ１（０＋）＝β．Ｌｅｔ　Ｈ２ｂｅ　ａｓ　ｉｎ
Ｌｅｍｍａ　２．Ｔｈｅｎ　ｂｙ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ　ａｎｄ（１５）

－ｇ′１（ｒ）＝ｒｑ－１·Ｈ２（ｒ）·（ｒ′ｑ
２
ｐ，ｑ）－１ （２３）

ｗｈｉｃｈ　ｉｓ　ａ　ｐｒｏｄｕｃｔ　ｏｆ　ｔｈｒｅｅ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ａｎｄ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，１）ｂｙ　Ｌｅｍｍａ　２（ｂ）ａｎｄ［６，Ｔｈｅｏｒｅｍ　２
（ａ）］．Ｈｅｎｃｅ　ｔｈｅ　ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ　ａｎｄ　ｃｏｎｃａｖｉｔｙ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ｏｆ　ｇ１ｆｏｌｌｏｗ．

Ｃｌｅａｒｌｙ，ｇ２（０＋）＝ｇ１（０＋）＝β．Ｂｙ　ｌ’Ｈｐｉｔａｌ’ｓ　ｒｕｌｅ，ｗｅ　ｏｂｔａｉｎ　ｔｈｅ　ｖａｌｕｅ　ｇ２（１
－）＝∞．Ｂｙ（２３），

ｇ′１（ｒ）［ｄ（ｒ′ｑ）／ｄｒ］－１＝ｂＨ２（ｒ）·（ｒ′ｑ ２
ｐ，ｑ
）－１，

ｗｈｉｃｈ　ｉｓ　ａ　ｐｒｏｄｕｃｔ　ｏｆ　ｔｗｏ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ａｎｄ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，１）ｂｙ［６，Ｔｈｅｏｒｅｍ　２（ａ）］．Ｈｅｎｃｅ　ｔｈｅ　ｒｅｓｕｌｔ
ｆｏｒ　ｇ２ｆｏｌｌｏｗｓ　ｆｒｏｍ ［２，Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．２５］．

ｂ）Ａｐｐｌｙｉｎｇ　ｌ’Ｈｐｉｔａｌ’ｓ　ｒｕｌｅ　ａｎｄ（１４），ｏｎｅ　ｃａｎ　ｏｂｔａｉｎ　ｔｈｅ　ｌｉｍｉｔｉｎｇ　ｖａｌｕｅｓ　ｏｆ　ｇ３．
Ｉｔ　ｉｓ　ｅａｓｙ　ｔｏ　ｓｅｅ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｘ ｘ／ｌｏｇ（１／ｘ）ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，１）．Ｌｅｔ　ｆ１ｂｅ　ａｓ　ｉｎ

Ｔｈｅｏｒｅｍ　１，ｘ＝１／ｒ，ａｎｄ　ｇ７（ｘ）＝μ～ｐ，ｑ（ｘ）／ｌｏｇ（１／ｘ）．Ｔｈｅｎ　ｇ３（ｒ）＝ｇ７（ｘ），ａｎｄ　ｂｙ（１５），

－ｇ′３（ｒ）＝－ｇ′７（ｘ）
ｄｘ
ｄｒ＝

ｘ
ｌｏｇ（１／ｘ）

· πｐ．ｑ２

４ｘ′ｑ ｐ，ｑ （ｘ）２
·［ｆ１（ｘ）－１］，

ｗｈｉｃｈ　ｉｓ　ａ　ｐｒｏｄｕｃｔ　ｏｆ　ｔｈｒｅｅ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ａｎｄ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｘ∈（０，１）ｂｙ［６，Ｔｈｅｏｒｅｍ　２（ａ）］

ａｎｄ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　１ｂ）．Ｈｅｎｃｅ　ｔｈｅ　ｒｅｓｕｌｔ　ｆｏｒ　ｇ３ｆｏｌｌｏｗｓ．
ｃ）Ｔｈｅ　ｌｉｍｉｔｉｎｇ　ｖａｌｕｅｓ　ｏｆ　ｇ４ｆｏｌｌｏｗ　ｆｒｏｍ　ｐａｒｔ　ａ）．Ｉｔ　ｉｓ　ｅａｓｙ　ｔｏ　ｖｅｒｉｆｙ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｒ ［ｌｏｇ（１／ｒ′）］／ｒ　ｉｓ

ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ （０，１）ｏｎｔｏ（０，∞）．Ｌｅｔ　Ｈ１ｂｅ　ａｓ　ｉｎ　Ｌｅｍｍａ　２．Ｔｈｅｎ　ｂｙ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ　ａｎｄ（１５），

ｇ′４（ｒ）＝
ｐ，ｑ＋πｐ，ｑ／２
ｒ′ｑ ２

ｐ，ｑ

·ｌｏｇ
（１／ｒ′）
ｒ

·Ｈ１（ｒ），

ｗｈｉｃｈ　ｉｓ　ａ　ｐｒｏｄｕｃｔ　ｏｆ　ｔｈｒｅｅ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ａｎｄ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　ｏｎ（０，１）ｂｙ　Ｌｅｍｍａ　２ａｎｄ［６，Ｔｈｅｏｒｅｍ
２（ａ）］．Ｈｅｎｃｅ　ｔｈｅ　ｒｅｓｕｌｔ　ｆｏｒ　ｇ４ｆｏｌｌｏｗｓ．

ｄ）Ｌｅｔ　ｇ８（ｒ）＝ｌｏｇ（１／ｒ′）ａｎｄ　ｇ９（ｒ）＝１／μ～ｐ，ｑ（ｒ）．Ｔｈｅｎ　ｇ５（ｒ）＝ｇ８（ｒ）／ｇ９（ｒ），ｇ８（０）＝ｇ９（０）＝０ａｎｄ

ｇ′８（ｒ）／ｇ′９（ｒ）＝ｒｑ ′
２
ｐ，ｑ
，ｗｈｉｃｈ　ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，１）ｂｙ［６，Ｔｈｅｏｒｅｍ２（ａ）］ａｎｄ　ｈｅｎｃｅ　ｓｏ　ｉｓ　ｇ５ｂｙ

［２，Ｔｈｅｏｒｅｍ１．２５］．Ｂｙ　ｌ’Ｈｐｉｔａｌ’ｓ　ｒｕｌｅ，ｗｅ　ｏｂｔａｉｎ　ｔｈｅ　ｌｉｍｉｔｉｎｇ　ｖａｌｕｅｓ　ｏｆ　ｇ５．

０５８ 　　　　　　　　浙　江　理　工　大　学　学　报（自然科学版） ２０２０年　第４３卷



ｅ）Ｃｌｅａｒｌｙ，ｇ６（１－）＝β．Ｂｙ　ｌ’Ｈｐｉｔａｌ’ｓ　ｒｕｌｅ，ｗｅ　ｏｂｔａｉｎ　ｇ６（０
＋）＝η．Ｌｅｔ　Ｈ２ｂｅ　ａｓ　ｉｎ　Ｌｅｍｍａ　２，ｇ１０（ｒ）＝β－

ｇ１（ｒ）ａｎｄ　ｇ１１（ｒ）＝ｒｑ．Ｔｈｅｎ６（ｒ）＝ｇ１０（ｒ）／ｇ１１（ｒ），ｇ１０（０＋）＝ｇ１１（０）＝０ａｎｄ
ｇ′１０（ｒ）
ｇ′１１（ｒ）

＝ｂ
Ｈ２（ｒ）
ｒ′ｑ ２

ｐ，ｑ

，

ｗｈｉｃｈ　ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，１）ｂｙ［６，Ｔｈｅｏｒｅｍ　２（ａ）］ａｎｄ　Ｌｅｍｍａ　２（ｂ）．Ｈｅｎｃｅ　ｔｈｅ　ｒｅｓｕｌｔ　ｆｏｒ　ｇ６
ｆｏｌｌｏｗｓ　ｆｒｏｍ［２，Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．２５］．Ｔｈｅ　ｄｏｕｂｌｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ（８）ｉｓ　ｃｌｅａｒ．□
３．３　Ｐｒｏｏｆ　ｏｆ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　３

ａ）Ｃｌｅａｒｌｙ，ｈ１（１－）＝μ～ｐ，ｑ（ｔ）．Ｂｙ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　２（ａ），ｈ１（０
＋）＝－ｌｏｇｔ．

Ｌｅｔ　ｘ＝ｒｔ　ａｎｄ　ｈ４（ｒ）＝１／（ｒ′ｑ ２
ｐ，ｑ）．Ｔｈｅｎ　０＜ｘ＜ｒ＜１，ａｎｄ　ｂｙ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ，

４ｒｈ′１（ｒ）＝πｐ，ｑ２［ｈ４（ｒ）－ｈ４（ｘ）］，
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