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　　摘　要：利用Ｒｉｏｒｄａｎ阵的分解及多项式序列的哑复合，研究了一些多项式序列之间的关系，涉及Ｌｕｃａｓ－ｕ序

列、Ｌｕｃａｓ－ｖ 序列以及与 Ｒｉｏｒｄａｎ阵 Ｔ φ（ｔ）｜（１－ｂｔ－ｃｔ
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０　引　言

给定两个形式幂级数ｇ（ｔ）＝∑ｎ≥０ｇｎｔ　
ｎ，ｆ（ｔ）＝

∑ｎ≥０ｆｎｔ　
ｎ，其中ｇ（０）≠０，ｆ（０）＝０，且ｆ′（０）≠０，定

义Ｒｉｏｒｄａｎ阵 （ｇ（ｔ），ｆ（ｔ））为一个无穷下三角矩阵
（ｄｎ，ｋ）ｎ，ｋ≥０，并且满足ｄｎ，ｋ ＝ ［ｔ　ｎ］ｇ（ｔ）ｆ （ｔ）ｋ，即

ｇ（ｔ）ｆ（ｔ）ｋ是矩阵第ｋ列的生成函数。Ｒｉｏｒｄａｎ阵在矩
阵乘法下构成一个群，称为 Ｒｉｏｒｄａｎ群。给定一个

Ｒｉｏｒｄａｎ阵（ｄｎ，ｋ），定义多项式ｐｎ（ｘ）＝∑
ｎ

ｋ＝０ｄｎ，ｋｘ
ｋ，

称多项式序列（ｐｎ（ｘ））为该Ｒｉｏｒｄａｎ阵对应的多项式
序列。给定两个多项式序列 （ｑｎ（ｘ））与（ｐｎ（ｘ）），设

ｑｎ（ｘ）＝∑
ｎ

ｋ＝０ｑｎ，ｋｘ
ｋ，则其哑复合为（ｑｎ（ｘ）°ｐｎ（ｘ）），

其中ｑｎ（ｘ）°ｐｎ（ｘ）＝ ∑
ｎ

ｋ＝０ｑｎ，ｋｐｋ（ｘ）。 可以证明

Ｒｉｏｒｄａｎ阵的乘法能够转化为Ｒｉｏｒｄａｎ阵对应的多项式
序列之间的哑复合。

Ｒｉｏｒｄａｎ阵是组合数学研究中的一个重要工
具。１９９１年，Ｓｈａｐｉｒｏ等［１］首先引入了 Ｒｉｏｒｄａｎ阵

及Ｒｉｏｒｄａｎ群的概念。之后，Ｒｉｏｒｄａｎ阵的研究受到
很 多 数 学 家 的 关 注。例 如，Ｓｐｒｕｇｎｏｌｉ［２］ 利 用

Ｒｉｏｒｄａｎ阵研究了含二项式系数、Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ数、

Ｓｔｉｒｌｉｎｇ数等特殊组合序列的恒等式。Ｃｈｅｏｎ等［３］

研究了 Ｒｉｏｒｄａｎ群中的对合问题。Ｈｅ等［４］利用



Ｒｉｏｒｄａｎ阵的Ａ－序列和Ｚ－序列研究了 Ｒｉｏｒｄａｎ群
的子群及Ｒｉｏｒｄａｎ阵的构建。近年来，Ｃｈｅｎ等［５］研
究了Ｒｉｏｒｄａｎ阵的全正性。Ｙａｎｇ等［６］利用Ｒｉｏｒｄａｎ
阵研究了广义Ｃａｔａｌａｎ矩阵，并通过ｍ－Ｄｙｃｋ路给出
广义Ｃａｔａｌａｎ矩阵中元素的组合解释。此外，Ｌｕｚóｎ
等［７］指出Ｒｉｏｒｄａｎ阵 （ｇ（ｔ），ｆ（ｔ））可以用另外两个

级数φ（ｔ）＝∑ｎ≥０φｎｔ　
ｎ，ψ（ｔ）＝∑ｎ≥０ψｎｔ　

ｎ 刻画，其

中φ０，ψ０≠０，ｇ（ｔ）、ｆ（ｔ）与φ（ｔ）、ψ（ｔ）的关系是

ｇ（ｔ）＝φ（ｔ）／ψ（ｔ），ｆ（ｔ）＝ｔ／ψ（ｔ），从而Ｒｉｏｒｄａｎ
阵也可以用记号 Ｔ（φ（ｔ）｜ψ（ｔ））表示。利用

Ｒｉｏｒｄａｎ阵 的 这 一 刻 画，Ｌｕｚóｎ等［７］证 明 了 与

Ｒｉｏｒｄａｎ阵 对 应 的 多 项 式 序 列 满 足 如 下 递 推
公式：

　ｐｎ（ｘ）＝
ｘ
ψ０
ｐｎ－１（ｘ）－∑

ｎ

ｉ＝１

ψｉ
ψ０
ｐｎ－ｉ（ｘ）＋φ

ｎ

ψ０
（１）

并给出一些多项式之间的关系。然而，Ｌｕｚóｎ等［７］

并没有给出所得关系式中参数的选取方法。
本文利用Ｒｉｏｒｄａｎ阵的刻画及多项式序列的哑

复合运算，通过Ｒｉｏｒｄａｎ阵的分解研究多项式序列的
关系，并将关系式中参数的选取理论化，从而推广

Ｌｕｚóｎ等［７］的工作。本文研究的关系包括两个

Ｌｕｃａｓ－ｕ多项式序列的关系，两个Ｌｕｃａｓ－ｖ多项式序
列的关系，以及与 Ｒｉｏｒｄａｎ阵Ｔ（φ（ｔ）｜（１－ｂｔ－
ｃｔ２）／ａ）对应的多项式序列和Ｌｕｃａｓ－ｕ多项式序列之
间的关系。

１　Ｌｕｃａｓ－ｕ序列、Ｌｕｃａｓ－ｖ序列的关系

定义Ｌｕｃａｓ－ｕ多项式序列 （ｕｎ（ｘ））和Ｌｕｃａｓ－ｖ
多项式序列 （ｖｎ（ｘ））为

ｕ０（ｘ）＝１，ｕ１（ｘ）＝ａｘ＋ｂ，ｕｎ（ｘ）＝
（ａｘ＋ｂ）ｕｎ－１（ｘ）＋ｃｕｎ－２（ｘ），ｎ≥２；

ｖ０（ｘ）＝１，ｖ１（ｘ）＝ａｘ＋ｂ，ｖ２（ｘ）＝（ａｘ＋ｂ）２＋
２ｃ，ｖｎ（ｘ）＝（ａｘ＋ｂ）ｖｎ－１（ｘ）＋ｃｖｎ－２（ｘ），ｎ≥３，
其中 ａ，ｃ ≠ ０。 在 ２０１６ 年，Ｌｕｚóｎ 等［８］指 出
（ｕｎ（ｘ））和（ｖｎ（ｘ））是Ｒｉｏｒｄａｎ阵

Ｕ＝Ｔ
１
ａ｜

１
ａ
（１－ｂｔ－ｃｔ　２）（ ），

Ｖ＝Ｔ
１
ａ
（１＋ｃｔ　２）｜

１
ａ
（１－ｂｔ－ｃｔ　２）（ ）

对应的多项式序列。事实上，（ｕｎ（ｘ））即为（ｐ，ｑ）型

Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ多项式序列，其中ｐ（ｘ）＝ａｘ＋ｂ，ｑ（ｘ）＝
ｃ。 经典的（ｐ，ｑ）型Ｌｕｃａｓ多项式序列 （ｖ槇ｎ（ｘ））的
定义为：

ｖ槇０（ｘ）＝２，ｖ槇１（ｘ）＝ａｘ＋ｂ，ｖ槇ｎ（ｘ）＝

（ａｘ＋ｂ）ｖ槇ｎ－１（ｘ）＋ｃｖ
～

ｎ－２（ｘ），ｎ≥２，
但根据定义，（ｖ槇ｎ（ｘ））不对应 Ｒｉｏｒｄａｎ阵，因此对
（ｖ槇ｎ（ｘ））的定义稍做改动得到 （ｖｎ（ｘ）），可以发现

ｖ槇０（ｘ）≠ｖ０（ｘ），但当ｎ≥１时有ｖ槇ｎ（ｘ）＝ｖｎ（ｘ）。

　　通过对参数ａ，ｂ，ｃ取不同的值，可得很多著名
的多项式序列（见表１）。

表１　一些特殊的Ｌｕｃａｓ－ｕ序列和Ｌｕｃａｓ－ｖ序列以及对应的Ｒｉｏｒｄａｎ阵［８－１０］

ａｘ＋ｂ　 ｃ　 ｕｎ（ｘ） ｕ －Ｒｉｏｒｄａｎ　 ｖｎ（ｘ） ｖ －Ｒｉｏｒｄａｎ
ｘ　 １ Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ　Ｆｎ＋１（ｘ） Ｔ（１｜１－ｔ２） Ｌｕｃａｓ　Ｌｎ（ｘ） Ｔ（１＋ｔ２｜１－ｔ２）

ｘ －２ Ｆｅｒｍａｔ－Ｈｏｒａｄａｍｎ＋１（ｘ） Ｔ（１｜１＋２ｔ２） Ｆｅｒｍａｔ－Ｈｏｒａｄａｍθｎ（ｘ） Ｔ（１－２ｔ２｜１＋２ｔ２）

ｘ －α Ｄｉｃｋｓｏｎ　Ｅｎ（ｘ，α） Ｔ（１｜１＋αｔ２） Ｄｉｃｋｓｏｎ　Ｄｎ（ｘ，α） Ｔ（１－αｔ２｜１＋αｔ２）

２ｘ　 １ Ｐｅｌｌ ｎ＋１（ｘ） Ｔ １
２｜

１
２ －

１
２
ｔ２（ ） Ｐｅｌｌ－Ｌｕｃａｓ ｎ（ｘ） Ｔ １

２
（１＋ｔ２）｜

１
２
（１－ｔ２）（ ）

２ｘ －１ Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ　Ｕｎ（ｘ） Ｔ １
２｜

１
２ ＋

１
２
ｔ２（ ） Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ　２Ｔｎ（ｘ） Ｔ １

２
（１－ｔ２）｜

１
２
（１＋ｔ２）（ ）

３ｘ －２ Ｆｅｒｍａｔ ｎ＋１（ｘ） Ｔ １
３｜

１
３
（１＋２ｔ２）（ ） Ｆｅｒｍａｔ－Ｌｕｃａｓ　ｆｎ（ｘ） Ｔ １

３
（１－２ｔ２）｜

１
３
（１＋２ｔ２）（ ）

ｘ＋２ －１ Ｍｏｒｇａｎ－Ｖｏｙｃｅ　Ｂｎ（ｘ） Ｔ（１｜（１－ｔ）２） Ｍｏｒｇａｎ－Ｖｏｙｃｅ　ｂｎ（ｘ）＋ｂｎ－１（ｘ） Ｔ（１－ｔ２｜（１－ｔ）２）

　　利用Ｒｉｏｒｄａｎ阵可得两个特殊的Ｌｕｃａｓ－ｕ序列
的关系及两个特殊的Ｌｕｃａｓ－ｖ序列的关系。
定理１　设（ｒｎ（ｘ））和（ｓｎ（ｘ））分别是Ｒｉｏｒｄａｎ阵

Ｔ １
ａ２
｜
１
ａ２
（１－ｂ２ｔ－ｃ２ｔ　２）（ ），

Ｔ １
ａ１
｜
１
ａ１
（１－ｂ１ｔ－ｃ１ｔ　２）（ ）

对应的Ｌｕｃａｓ－ｕ多项式序列，设β、δ、η是三个参数，

其中β≠０，δ≠０。 如果

β
２＝
ｃ１
ｃ２

βδ＝
ａ１
ａ２

η＝
ｂ１
ａ１
δ－

ｂ２
ａ２

烅

烄

烆

（２）

则多项式满足
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ｒｎ（ｘ）＝
１
β
ｎｓｎ
ｘ－η
δ（ ） （３）

设 （ｒｎ（ｘ））和（ｓｎ（ｘ））分别是Ｒｉｏｒｄａｎ阵

Ｔ １
ａ２
（１＋ｃ２ｔ　２）｜

１
ａ２
（１－ｂ２ｔ－ｃ２ｔ　２）（ ），

Ｔ １
ａ１
（１＋ｃ１ｔ　２）｜

１
ａ１
（１－ｂ１ｔ－ｃ１ｔ　２）（ ）

对应的Ｌｕｃａｓ－ｖ多项式序列，若式（２）成立，则仍有
式（３）成立。
证明　根据定理中的条件，对任意不为零的参

数α，γ，若αγ＝ａ１／ａ２，则有Ｒｉｏｒｄａｎ阵分解

Ｔ １
ａ２
｜
１
ａ２
（１－ｂ２ｔ－ｃ２ｔ　２）（ ）＝Ｔ（α｜β）

Ｔ １
ａ１
｜
１
ａ１
（１－ｂ１ｔ－ｃ１ｔ　２）（ ）Ｔ（γ｜δ＋ηｔ）（４）

利用式（１），可知Ｔ（α｜β）和Ｔ（γ｜δ＋ηｔ）对应的多

项式序列分别为 α
β
ｎ＋１ｘ

ｎ（ ）和 γδ ｘ－η
δ（ ）ｎ（ ），将

Ｒｉｏｒｄａｎ阵的乘积转化为对应多项式序列之间的哑
复合可得

（ｒｎ（ｘ））＝
γ
δ
ｘ－η
δ（ ）ｎ（ ）○（ｓｎ（ｘ））○

α
β
ｎ＋１ｘ

ｎ（ ）＝ αγ
δβ

ｎ＋１ｓｎ
ｘ－η
δ（ ）（ ），

由于αγ＝δβ，故式（３）成立。同理，对Ｌｕｃａｓ－ｖ多项
式序列也可得到相同的结论。
根据定理１，可得推论１及推论２。
推论１　设 （ｒｎ（ｘ））和（ｓｎ（ｘ））是定理１中定

义的Ｌｕｃａｓ－ｕ多项式序列，若ｃ１＝ｃ２，则有

ｒｎ（ｘ）＝ｓｎ
ａ２ｘ－ｂ１＋ｂ２

ａ１（ ） （５）

设 （ｒｎ（ｘ））和（ｓｎ（ｘ））是定理１中定义的Ｌｕｃａｓ－ｖ
多项式序列，若ｃ１＝ｃ２，则式（５）仍成立。
证明　只考虑Ｌｕｃａｓ－ｕ序列的情况。当ｃ１＝ｃ２

时，取α＝β＝１，γ＝δ＝ａ１／ａ２，η＝ （ｂ１－ｂ２）／ａ２，则
式（２）成立，从而式（５）成立。此时Ｒｉｏｒｄａｎ阵分解为

Ｔ １
ａ２
｜
１
ａ２
（１－ｂ２ｔ－ｃ２ｔ２）（ ）＝

Ｔ １
ａ１
｜
１
ａ１
（１－ｂ１ｔ－ｃ１ｔ２）（ ）Ｔａ１ａ２｜ａ１ａ２＋ｂ１－ｂ２ａ２

ｔ（ ）。
　　例１　由表１可知，Ｍｏｒｇａｎ－Ｖｏｙｃｅ多项式Ｂｎ（ｘ）
及第二类Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式Ｕｎ（ｘ）对应的Ｒｉｏｒｄａｎ阵

分别为 Ｔ（１｜（１－ｔ）２）及 Ｔ
１
２｜

１
２＋

１
２
ｔ２（ ），则

ａ２＝１，ｂ２＝２，ｃ２＝－１，ａ１＝２，ｂ１＝０，ｃ１＝－１。 因
为ｃ１＝ｃ２，利用推论１可得Ｂｎ（ｘ）＝Ｕｎ（（ｘ＋２）／２）。

此外，Ｐｅｌｌ多项式 ｎ＋１（ｘ）以及 Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ多项式

Ｆｎ＋１（ｘ）也 适 用 于 推 论 １，因 此 得 ｎ（ｘ）＝
Ｆｎ（２ｘ）。
例２　由推论１，Ｐｅｌｌ－Ｌｕｃａｓ多项式 ｎ（ｘ），

Ｌｕｃａｓ多项式Ｌｎ（ｘ），Ｍｏｒｇａｎ－Ｖｏｙｃｅ多项式ｂｎ（ｘ）
及第一类Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式Ｔｎ（ｘ）满足： ｎ（ｘ）＝
Ｌｎ（２ｘ），ｂｎ（ｘ）＋ｂｎ－１（ｘ）＝２Ｔｎ（（ｘ＋２）／２），其中

ｂｎ（ｘ）的 定 义 为 ｂ０（ｘ）＝１，ｂ１（ｘ）＝ｘ ＋ １，

ｂｎ （ｘ）＝（ｘ＋２）ｂｎ－１（ｘ）－ｂｎ－２（ｘ），ｎ≥２。
推论２　设 （ｒｎ（ｘ））和（ｓｎ（ｘ））是定理１中定

义的Ｌｕｃａｓ－ｕ多项式序列，β，δ是不为零的参数，若
如下两个条件之一成立：

ａ）ｂ１＝ｂ２＝０，β
２＝
ｃ１
ｃ２
，βδ＝

ａ１
ａ２
；

ｂ）ｂ１ｂ２ ≠０，
ｂ１
ｂ２（ ）２＝ｃ１ｃ２，β＝ｂ１ｂ２，δ＝ａ１ｂ２ａ２ｂ１

，

则两个多项式序列满足

ｒｎ（ｘ）＝
１
β
ｎｓｎ

ｘ
δ（ ） （６）

设 （ｒｎ（ｘ））和（ｓｎ（ｘ））是定理１中定义的Ｌｕｃａｓ－ｖ
多项式序列，且上述两个条件之一成立，则式（６）仍
成立。
证明　和推论１一样，只考虑Ｌｕｃａｓ－ｕ多项式

序列。根据条件，对任意不为零的参数α及γ，如果

αγ＝ａ１／ａ２，则有分解

Ｔ １
ａ２
｜
１
ａ２
（１－ｂ２ｔ－ｃ２ｔ　２）（ ）＝

Ｔ（α｜β）Ｔ
１
ａ１
｜
１
ａ１
（１－ｂ１ｔ－ｃ１ｔ　２）（ ）Ｔ（γ｜δ），

这个分解对应式（４）中η＝０的情况，由该分解即可
得到最终结论。
例３　考虑表１中的Ｆｅｒｍａｔ多项式 ｎ＋１（ｘ）

以及第二类Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式Ｕｎ（ｘ），此时ａ２＝３，

ｂ２＝０，ｃ２＝－２，ａ１＝１，ｂ１＝０，ｃ１＝－１，取β＝１／槡２，

δ＝ 槡２　２／３或者β＝－１／槡２，δ＝－ 槡２　２／３，则推论２
中的ａ）成立，从而

ｎ＋１（ｘ）＝（槡２）
ｎ
Ｕｎ

３ｘ
槡２　２（ ）＝（－槡２）ｎＵｎ － ３ｘ槡２　２（ ）

（７）

类似地，可以将Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ多项式Ｆｎ＋１（ｘ）用Ｕｎ（ｘ）
表示，取β＝－ｉ，δ＝２ｉ或者β＝ｉ，δ＝－２ｉ，其中ｉ是
虚数单位，根据推论２可得

Ｆｎ＋１（ｘ）＝ｉ　ｎＵｎ
ｘ
２ｉ（ ）＝（－ｉ）ｎＵｎ －ｘ２ｉ（ ） （８）
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类似可得相应的Ｌｕｃａｓ－ｖ多项式序列之间的关系

ｆｎ（ｘ）＝ （槡２）
ｎ＋２
Ｔｎ

３ｘ
槡２　２（ ）＝ （－槡２）ｎ＋２Ｔｎ －３ｘ槡２　２（ ）

（９）

Ｌｎ（ｘ）＝ｉ　ｎ·２Ｔｎ
ｘ
２ｉ（ ）＝（－ｉ）ｎ·２Ｔｎ －ｘ２ｉ（ ）

（１０）
其中ｆｎ（ｘ）是Ｆｅｒｍａｔ－Ｌｕｃａｓ多项式。由式（７）—（１０）
可 知 两 类 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多 项 式 满 足 对 称 性，即：

Ｕｎ （－ｘ）＝ （－１）ｎＵｎ（ｘ），Ｔｎ（－ｘ）＝ （－１）ｎＴｎ（ｘ）。

２　一类特殊多项式序列和Ｌｕｃａｓ－ｕ序列的
关系

　　类似地可以研究与Ｒｉｏｒｄａｎ阵Ｔ（φ（ｔ）｜（１－ｂｔ－
ｃｔ２）／ａ）对应的多项式序列和Ｌｕｃａｓ－ｕ多项式序列的
关系。
定理２　设（ｒｎ（ｘ））和（ｓｎ（ｘ））分别是Ｒｉｏｒｄａｎ阵

Ｔ φ（ｔ）｜
１
ａ２
（１－ｂ２ｔ－ｃ２ｔ　２）（ ），

Ｔ １
ａ１
｜
１
ａ１
（１－ｂ１ｔ－ｃ１ｔ　２）（ ）

对应的多项式序列，其中φ（ｔ）＝∑ｎ≥０φｎｔ　
ｎ，如果

式（２）成立，则两个多项式序列满足

ｒｎ（ｘ）＝ａ２∑
ｎ

ｉ＝０

φｉ
β
ｎ－ｉｓｎ－ｉ

ｘ－η
δ（ ） （１１）

　　证明　式（１１）可以由下面的分解

Ｔ １
ａ２
｜
１
ａ２
（１－ｂ２ｔ－ｃ２ｔ　２）（ ）＝Ｔ（ａ２φ（ｔ）｜１）

Ｔ １
ａ２
｜
１
ａ２
（１－ｂ２ｔ－ｃ２ｔ　２）（ ）

以及式（４）得到。
推论３　设 （ｒｎ（ｘ））和（ｓｎ（ｘ））是定理２中定

义的多项式序列，如果ｃ１＝ｃ２，则两个多项式序列
满足

ｒｎ（ｘ）＝ａ２∑
ｎ

ｉ＝０
φｉｓｎ－ｉ

ａ２ｘ－ｂ１＋ｂ２
ａ１（ ） （１２）

如果推论２中的两个条件之一成立，则两个多项式
序列满足

ｒｎ（ｘ）＝ａ２∑
ｎ

ｉ＝０

φｉ
β
ｎ－ｉｓｎ－ｉ

ｘ
δ（ ） （１３）

　　下面给出一些特例。
例４　Ｍｏｒｇａｎ－Ｖｏｙｃｅ多项式序列 （ｂｎ（ｘ））对

应的 Ｒｉｏｒｄａｎ阵为 Ｔ（１－ｔ｜（１－ｔ）２），下面将
ｂｎ（ｘ）用第二类 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式Ｕｎ（ｘ）展开。

此时有φ（ｔ）＝１－ｔ，ａ２＝１，ｂ２＝２，ｃ２＝－１，ａ１＝２，

ｂ１＝０，ｃ１＝－１，根据式（１２）可得

ｂｎ（ｘ）＝Ｕｎ
ｘ＋２
２（ ）－Ｕｎ－１ ｘ＋２２（ ）。

再把ｂｎ（ｘ）用Ｆｅｒｍａｔ多项式 ｎ＋１
（ｘ）展开，这里

ａ１＝３，ｂ１＝０，ｃ１＝－２，取β＝槡２，δ＝ 槡３　２／２，η＝
－２，并直接应用定理２可得

ｂｎ（ｘ）＝
１
（槡２）

ｎ ｎ＋１
槡２
３
（ｘ＋２）（ ）－

１
（槡２）

ｎ－１ ｎ
槡２
３
（ｘ＋２）（ ）。

　　Ｌｕｚóｎ等［７］给出 Ｂｏｕｂａｋｅｒ多项式与第二类

Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式、Ｆｅｒｍａｔ多项式之间的关系，但
并没有明确说明关系式中的参数是如何得到的，应
用本节给出的定理可直接说明如何选取参数。
例５　Ｂｏｕｂａｋｅｒ多项式犅ｎ（ｘ）［１１］满足递推关系
犅０（ｘ）＝１，犅１（ｘ）＝ｘ，犅２（ｘ）＝２＋ｘ２，
犅ｎ（ｘ）＝ｘ犅ｎ－１（ｘ）－犅ｎ－２（ｘ），ｎ≥３，

应用式 （１）可知 Ｂｏｕｂａｋｅｒ多项式序列对应的

Ｒｉｏｒｄａｎ阵为Ｔ（１＋３ｔ　２｜１＋ｔ　２）。 首先把犅ｎ（ｘ）
用第二类 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式展开，此时有φ（ｔ）＝
１＋３ｔ　２，ａ２＝１，ｂ２＝０，ｃ２＝－１，ａ１＝２，ｂ１＝０，ｃ１＝
－１。 因为ｃ１＝ｃ２，利用式（１２）可得

犅ｎ（ｘ）＝Ｕｎ ｘ２（ ）＋３Ｕｎ－２ ｘ２（ ）。
利用式 （１３）可以把犅ｎ（ｘ）用 Ｆｅｒｍａｔ多项式
ｎ＋１（ｘ）展开：

犅ｎ（ｘ）＝ １
（槡２）

ｎ
ｎ＋１ 槡２　ｘ

３（ ）＋ ３
（槡２）

ｎ－２
ｎ－１ 槡２　ｘ

３（ ）。
类似地，也可以将Ｂｏｕｂａｋｅｒ多项式用Ｐｅｌｌ多项式

ｎ＋１（ｘ）展开：

犅ｎ（ｘ）＝ｉ　ｎ ｎ＋１
ｘ
２ｉ（ ）－３ ｎ－１

ｘ
２ｉ（ ）（ ）。

３　结　论

本文通过Ｒｉｏｒｄａｎ阵分解及多项式序列的哑复
合运算研究了Ｌｕｃａｓ－ｕ 序列、Ｌｕｃａｓ－ｖ 序列以及其
他一些多项式序列的关系，并应用到很多经典的多
项式上。用类似的方法还可以继续研究 Ｈｕｍｂｅｒｔ
多项式序列与Ｌｕｃａｓ－ｕ序列、Ｌｕｃａｓ－ｖ序列的关系。
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