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时间尺度上变质量完整系统的Ｌｉｅ对称性及其守恒量
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　　摘　要：将时间尺度上的微积分理论运用到变质量完整系统，研究了时间尺度上变质量完整系统的Ｌｉｅ对称性

及其守恒量，通过时间尺度理论将变质量连续与离散系统有效统一起来。首先给出时间尺度上变质量完整系统的

运动微分方程；然后依据微分方程在无限小群变换下的不变性，得到时间尺度上变质量完整系统的确定方程，建立

了时间尺度上变质量完整系统的Ｌｉｅ对称性及其守恒量；然后讨论了时间尺度上变质量完整系统的Ｌｉｅ对称性，以

方便地获得连续与离散两种情况下变质量系统的Ｌｉｅ对称性理论；最后给出例题说明结果的应用。
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０　引　言

时间尺度是一个关于时间的模型。时间尺度理
论是 Ｈｉｌｇｅｒ［１］于１９８８年在其博士学位论文里提出
来的一个数学理论，它将处理连续系统问题的微分

方程与处理离散系统问题的差分方程进行了统一，
不仅揭示了二者之间的异同点，而且也避免了对一
些问题的重复研究，因而使得动力学系统的研究更
具一般性。目前时间尺度上微积分理论［２－４］正在处
于快速发展阶段，不仅在生物学、物理学、经济学以



及工程领域［５－９］里有着广泛的应用，而且在研究动力
学系统的对称性与守恒量也取得了一些重要的成

果，如：Ｃａｉ等［１０－１１］得到了时间尺度上非保守和非完
整系统的Ｎｏｅｔｈｅｒ定理和Ｌｉｅ对称性；张毅［１２］给出
了时间尺度上 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理和正则方程，得到了

Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性理论；Ｔｉａｎ等［１３］

得到了时间尺度上 Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的

Ｎｏｅｔｈｅｒ定理及守恒量；林巍等［１４］得到了时间尺度
上非 Ｃｈｅｔａｅｖｅ型非完整系统的 Ｌｉｅ对称性及
守恒量。
在力学和物理学中对称性理论作为基本法则因

此有着许多的应用，其中之一就是用来寻求系统存
在的守恒量。求解力学系统的守恒量主要有以下两
种理论：一种依据的是力学系统中的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ作
用量在无限小群变换下的不变性的 Ｎｏｅｔｈｅｒ理论；
另一种依据的是力学系统中的运动微分方程在无限

小群变换下的不变性的Ｌｉｅ理论。国内外学者利用
这两种方法取得了很多重要的结果［１５－２４］，然而关于
时间尺度上Ｌｉｅ对称性理论研究才刚刚开始［１１，１４］。
物体的质量会随着物体的运动状态的改变而不

断变化，因此变质量力学系统主要研究的是作用在
运动物体上的力与物体运动状态之间存在的关系。
日常生活中的变质量系统主要有：工作状态下的吸
尘器、下落的陨石、因冻结而质量增加的浮冰、喷气
式飞机、航天器等。要解决这些物体在运动状态下
存在的力学问题就需要运用变质量力学系统的理论

知识。目前对于变质量问题研究主要有以下两个方
面：一是对变质量系统的基本理论研究；二是利用变
质量系统的基本理论进行实际应用。近年来，变质
量系统中有关变质量连续系统与离散系统的对称性

问题研究取得了一些重要的成果［２５－２９］。为了更好
地探索变质量完整系统的一般物理性质，本文引入
时间尺度概念，进一步研究变质量完整系统的Ｌｉｅ
对称性理论，统一变质量连续系统与离散系统的

Ｌｉｅ对称性理论。

１　时间尺度上变质量完整系统的运动方程

文中涉及时间尺度理论的定义及性质请参阅

文献［３］。
假设时间尺度上由Ｎ 个质点组成变质量完整

系统。因此在时刻ｔ，第ｉ个质点的质量为ｍｉ（ｉ＝
１，２，…，Ｎ）。 在时刻ｔ＋Δｔ，Δｍｉ 是质点分离的微
粒质量。假设时间尺度山变质量完整系统的位形是
由ｎ个广义坐标ｑｓ（ｓ＝１，２，…，ｎ）确定，并且假设

在时间尺度上质点依赖于时间ｔ、广义坐标ｑσｓ 和广
义速度ｑΔｓ：

ｍｉ＝ｍｉ（ｔ，ｑσｓ，ｑΔｓ） （１）

　　时间尺度上变质量完整系统的运动微分方程为

Δ
Δｔ
Ｌ
ｑｓΔ

－
Ｌ
ｑｓσ

＝Ｑｓ″＋Ｐｓ （２）

其中：Ｑ″ｓ 非势广义力，Ｐｓ 为广义反推力。广义反
推力Ｐｓ 可以用式（３）表示：

Ｐｓ＝（Ｒｉ＋ｍΔ
ｉｒΔｉ）

ｒｉ
ｑｓ
－
１
２
ｒΔｉ·ｒΔｉ

ｍｉ
ｑｓ

＋

Δ
Δｔ
１
２
ｒΔｉ·ｒΔｉ

ｍｉ
ｑΔｓ（ ） （３）

其中：ｒｉ是第ｉ个质点的矢径，ｒΔｉ 是第ｉ个质点的速
度，而

Ｒｉ＝
Δｍｉ
Δｔ
ｕｉ （４）

其中：ｕｉ 是微粒相对于第ｉ个质点的相对速度。
假设系统非奇异，将式（２）展开，可以得到所有

的广义加速度：

ｑΔΔｓ ＝ｇ［ｔ，ｑσｓ（ｔ），ｑΔｓ（ｔ）］ （５）

引入关于时间ｔ与广义坐标ｑｓ（ｓ＝１，２，…，ｎ）的无
限小参数变换群：

ｔ＊ ＝ｔ＋εξ０（ｔ，ｑσｓ，ｑΔｓ）＋ｏ（ε）

ｑ＊
ｓ ＝ｑσｓ＋εξｓ（ｔ，ｑσｓ，ｑΔｓ）＋ｏ（ε）

烅
烄

烆
（６）

其中：ε为无限小参数，ξ０，ξｓ 为无限小生成元。
令时间尺度上无限小生成元向量为：

Ｘ（０）＝ξ０

ｔ＋ξ

σ
ｓ

ｑσｓ

（７）

它的一次扩展

Ｘ（１）＝ξ０

ｔ＋ξ

σ
ｓ

ｑσｓ

＋（ξΔｓ －ξΔ０ｑσΔｓ ）

ｑΔｓ

（８）

以及二次扩展

Ｘ（２）＝Ｘ（１）＋［（ξΔｓ －ξΔ０ｑσΔｓ ）Δ－ξΔ０ｑσΔΔｓ ］ 
ｑΔΔｓ

（９）

因此，根据时间尺度上的微分方程在无限小群变换
下的不变性理论知，式（５）在无限小群变换式（６）下
的不变性可表示为：

Ｘ（２）｛ｑΔΔｓ －ｇ［ｔ，ｑσｓ（ｔ），ｑΔｓ（ｔ）］｝＝０ （１０）

即

ξΔΔｓ －ξΔΔ０ ｑσΔｓ －２ξΔ０ｑσΔΔｓ ＝Ｘ（１）ｇ （１１）

　　如果生成元ξ０，ξｓ 能够满足确定方程（１１），则
相对应的对称性变换就是时间尺度上变质量完整系

统的Ｌｉｅ对称性变换。
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２　结构方程与守恒量

关于时间尺度上变质量完整系统，Ｌｉｅ对称性
不一定总是存在相对应的守恒量。

定理１　如果无限小生成元ξ０，ξｓ 满足时间尺
度上变质量完整系统的确定方程（１１），并且规范函
数Ｇ＝Ｇ（ｔ，ｑσｓ，ｑΔｓ）满足如下的结构方程

Ｌξ０＋Ｘ
（１）Ｌ＋μ（ｔ）

Ｌ
ｑΔｓξ

Δ
ｓ ＋

（Ｑ″ｓ＋Ｐｓ）（ξσｓ－ξσ０ｑσΔｓ ）＝－
Δ
Δｔ
Ｇ （１２）

则时间尺度上变质量完整系统存在如下形式的

守恒量：

Ｉ＝ 
Ｌ
ｑΔｓξ

ｓ＋ Ｌ－
Ｌ
ｑΔｓ
ｑΔｓ －

Ｌ
ｔμ

ｔ（）［ ］ξ０＋Ｇ＝ｃｏｎｓｔ
（１３）

　　证明：

Δ
Δｔ
Ｉ＝ Δ

Δｔ
Ｌ
ｑΔｓξ

ｓ＋ Ｌ－
Ｌ
ｑΔｓ
ｑΔｓ －

Ｌ
ｔμ
（ｔ）［ ］ξ０＋Ｇ｛ ｝

＝ Δ
Δｔ
Ｌ
ｑΔｓξ

ｓ＋
Ｌ
ｑΔｓ（ ）σξΔｓ ＋ΔΔｔＬ－ＬｑΔｓｑΔｓ －Ｌｔμ（ｔ）［ ］

ξσ０＋ Ｌ－
Ｌ
ｑΔｓ
ｑΔｓ －

Ｌ
ｔμ

ｔ（）［ ］ξΔ０＋ ΔΔｔＧ＝
Δ
Δｔ
Ｌ
ｑΔｓξ

σ
ｓ＋

Ｌ
ｑΔｓ

＋μｔ（）
Δ
Δｔ
Ｌ
ｑΔｓ［ ］ξΔｓ ＋

Ｌ
ｔ－

Ｑ″ｓ＋Ｐｓ（ ）ｑσΔｓ［ ］
ξσ０＋ＬξΔ０－

Ｌ
ｑΔｓ
ｑΔｓξΔ０－μｔ（）

Ｌ
ｔξ

Δ
０＋

Δ
Δｔ
Ｇ＝

Ｌ
ｑσｓ

＋Ｑ″ｓ＋Ｐｓ［ ］ξｓ＋ＬｑΔｓξΔｓ ＋
μ（ｔ）

Ｌ
ｑσｓ

＋Ｑ″ｓ＋Ｐｓ［ ］ξΔｓ ＋
Ｌ
ｔ－

（Ｑ″ｓ＋Ｐｓ）ｑσΔｓ［ ］ξσ０＋ＬξΔ０－ＬｑΔｓｑΔｓξΔ０－
μ（ｔ）

Ｌ
ｔξ

Δ
０＋

Δ
Δｔ
Ｇ＝

Ｌ
ｔ＋

Ｌ
ｑσｓ

ξｓ＋（ξσｓ－ξσ０ｑσΔｓ ）
Ｌ
ｑΔｓ

＋ＬξΔ０＋（Ｑ″ｓ＋Ｐｓ）

（ξσｓ－ξσ０ｑσΔｓ ）＋μ（ｔ）
Ｌ
ｑΔｓξ

Δ
ｓ ＋

Δ
Δｔ
Ｇ＝ＬξΔ０＋Ｘ

（１）Ｌ＋
Ｌ
ｑΔｓμ

τΔｑΔΔｓ ＋（Ｑ″ｓ＋Ｐｓ）

（ξσ－τσｑσΔｓ ）＋μ（ｔ）
Ｌ
ｑΔｓξ

Δ
ｓ ＋

Δ
Δｔ
Ｇ＝０

３　连续和离散两种特殊时间尺度上变质量
完整系统的Ｌｉｅ对称性

　　推论１　连续时间上变质量完整系统Ｌｉｅ对称
性的结构方程与守恒量。
如果Ｔ＝Ｒ则σ（ｔ）＝ｔ，μ（ｔ）＝０，因此由式

（１２）给出经典的Ｌｉｅ对称性结构方程：

Ｌξ０＋Ｘ
（１）Ｌ＋（Ｑ″ｓ＋Ｐｓ）（ξｓ－ξ０ｑ

·
ｓ）＝－

Δ
Δｔ
Ｇ

（１４）

而且守恒量式（１３）成为经典变质量完整系统的Ｌｉｅ
对称性的Ｎｏｅｔｈｅｒ型守恒量，即：

Ｉ＝
Ｌ
ｑ·ｓξｓ

＋ Ｌ－
Ｌ
ｑ·ｓｑ

·
ｓ［ ］ξ０＋Ｇ （１５）

　　推论２　离散时间上变质量完整系统Ｌｉｅ对称
性的结构方程与守恒量。

如果Ｔ＝ｈＺ则σ（ｔ）＝ｔ＋ｈ，μ（ｔ）＝ｈ令Ｆ＝

Ｆ（ｔ）则有Ｆσ＝Ｆ（ｔ＋ｈ），ＦΔ＝
Ｆ（ｔ＋ｈ）－Ｆ（ｔ）

ｈ ＝

Δ
·
Ｆ，因此离散变质量完整系统的运动方程写为：

Δ
·２ｑｓ＝γ［ｔ，ｑｓ（ｔ＋ｈ），Δ

·
ｑｓ］ （１６）

由式（７）给出：

Ｘ（０）
＊ ＝ξ０


ｔ＋ξｓ

（ｔ＋ｈ） 
ｑｓ（ｔ＋ｈ）

（１７）

那么式（８）可以表示为：

Ｘ（１）
＊ ＝ξ０


ｔ＋ξｓ

（ｔ＋ｈ） 
ｑｓ（ｔ＋ｈ）

＋

（Δ
·

ξｓ－Δ
·

ξ０Δ
·
ｑｓ－Δ

·

ξ０Δ
·２ｑｓ）


（Δ

·
ｑｓ）

（１８）

那么式（９）可以表示为：

Ｘ（２）
＊ ＝Ｘ（１）

＊ ＋［Δ
·（Δ

·

ξｓ－Δ
·

ξ０Δ
·
ｑｓ－ｈΔ

·

ξΔ
·２ｑｓ）－

Δ
·

ξ０Δ
·２ｑｓ－ｈΔ

·

ξ０Δ
·３ｑｓ］


（Δ

·２ｑｓ）
（１９）

由离散方程在无限小变换下式（６）的不变性理论可
知，式（１６）在式（６）下的不变性，当且仅当

Δ
·２
ξｓ－Δ

·２
ξ０（Δ

·
ｑｓ＋ｈΔ

·２ｑｓ）－

２Δ
·

ξ０（Δ
·２ｑｓ＋ｈΔ

·３ｑｓ）＝Ｘ（１）
＊γ （２０）

成立。因此离散变质量完整系统Ｌｉｅ对称性的结构
方程可以表示为：

Ｌξ０＋Ｘ
（１）
＊Ｌ＋ｈ

Ｌ
（Δ

·
ｑｓ）
Δ
·

ξｓ＋（Ｑ″ｓ＋Ｐｓ）

［ξｓ（ｔ＋ｈ）－ξ０（ｔ＋ｈ）（Δ
·
ｑｓ＋ｈΔ

·２ｑｓ）］＋Δ
·
Ｇ＝０
（２１）

所以离散变质量完整系统的Ｌｉｅ对称性的 Ｎｏｅｔｈｅｒ
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型守恒量可以表示为：

Ｉ＝ Ｌ
（Δ

·
ｑｓ）
ξｓ＋ Ｌ－ Ｌ

（Δ
·
ｑｓ）
Δ
·
ｑｓ－ｈ

Ｌ
ｔ［ ］ξ０＋Ｇ

（２２）

４　算　例

研究一个变质量质点，其质量为

ｍ＝ｍ０ｅ－αｔ，ｍ０＝ｃｏｎｓｔ，α＝ｃｏｎｓｔ，α＞０
系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为

Ｌ＝
１
２
ｍ［（ｑΔ１）２＋（ｑΔ２）２］ （２３）

系统的非势广义力为

Ｑ″１＝Ｑ″１（ｔ，ｑσ１，ｑΔ１，ｑΔ２）

Ｑ″２＝ｑσ２＋ｑΔ１ｑΔ２
烅
烄

烆
（２４）

微粒分离的绝对速度为０，即

ｕ＝－ｒΔ＝－ｑΔ１ｉ－ｑΔ２ｊ （２５）
系统的广义反推力为

Ｐ１＝Ｐ２＝０ （２６）
根据式（２）可知：

Δ
Δｔ
（ｍｑΔ１）＝Ｑ″１，

Δ
Δｔ
（ｍｑΔ２）＝ｑΔ２＋ｑ１ｑΔ１＝０

（２７）
因此可求得广义加速度

ｑΔΔ１ ＝ｈｑΔ１＋
Ｑ″１
ｍ
，ｑΔΔ２ ＝ｈｑΔ２＋

１
ｍ
（ｑΔ２＋ｑ１ｑΔ１）

（２８）
根据时间尺度上变质量完整系统的确定方程

（１１）得到

ξ１＝ｑΔ１ξ０，ξ２＝１＋ｑΔ２ξ０，ξ０＝ｃｏｎｓｔ （２９）
根据时间尺度上变质量完整系统的结构方程

（１２）可得

ＬξΔ０＋ＬΔξ０＋ｑΔ２＋ｑσ１ｑΔ１＋ＧΔ＝０ （３０）
故规范函数

Ｇ（ｔ，ｑσｓ，ｑΔｓ）＝－Ｌξ０－ｑσ２－
１
２
（ｑσ１）２ （３１）

根据定理１，将生成元式（２９）以及规范函数式（３１）
代入式（１３），得到系统的守恒量：

Ｉ＝ｍｑΔ２－ｑσ２－
１
２
（ｑσ１）２＝ｃｏｎｓｔ （３１）

如果Ｔ＝Ｒ则σ（ｔ）＝ｔ，μ（ｔ）＝０，因此由式（１５）知，
系统有如下连续的守恒量：

Ｉ＝ｍｑ·２－ｑ２－
１
２ｑ

２
１＝ｃｏｎｓｔ （３２）

如果Ｔ＝ｈＺ则σ（ｔ）＝ｔ＋ｈ，μ（ｔ）＝ｈ，因此由式
（２２）知，系统有如下离散的守恒量：

Ｉ＝ｍ（Δ
·
ｑ２）－ｑ２（ｔ＋ｈ）－

１
２ｑ

２
１（ｔ＋ｈ）＝ｃｏｎｓｔ

（３３）

５　结　论

本文研究了时间尺度上变质量完整系统的Ｌｉｅ
对称性及其守恒量，将变质量连续与离散系统有效
统一起来。提出并建立了时间尺度上变质量完整系
统的确定方程，给出了时间尺度上的结构方程以及
守恒量式，讨论了时间尺度上变质量连续及离散系
统的Ｌｉｅ对称性。该方法还可以扩展到各类约束力
学系统以及对称性理论中，如机电系统、机电耦合系
统、相对运动系统等。
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