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三台同类机ＭａｐＲｅｄｕｃｅ排序问题的最优算法

韩曙光，郑　聪
（浙江理工大学理学院，杭州３１００１８）

　　摘　要：研究 ＭａｐＲｅｄｕｃｅ环境下的可中断同类平行机排序问题。在 ＭａｐＲｅｄｕｃｅ环境中，每个工件含有两种类

型的任务集，即 Ｍａｐ任务集和Ｒｅｄｕｃｅ任务集。在加工完工件的 Ｍａｐ任务集后才能开始加工Ｒｅｄｕｃｅ任务集中的任

务。考虑 Ｍａｐ任务为可分的情况，即 Ｍａｐ任务可以任意分割为不同的小任务并能在不同机器上同时进行并行加

工，而对于Ｒｅｄｕｃｅ任务则考虑允许中断的情形，目标设为极小化最大完工时间。针对三台同类机的离线排序问题，

通过分解所有实例的类型，给出了最优解算法。
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０　引　言

ＭａｐＲｅｄｕｃｅ［１］是由Ｇｏｏｇｌｅ提出的一种编程模
型，主要是用来处理大规模数据信息的一种计算模
型和方法，它能在云端组织并分析数据，进而输出相
应的结果。它的主要过程分两个阶段进行，即 Ｍａｐ
阶段和Ｒｅｄｕｃｅ阶段。Ｍａｐ阶段通过分析初始数据
和提取特征 得 到 键 值 对 （Ｋｅｙ－ｖａｌｕｅ　ｐａｉｒｓ），而

Ｒｅｄｕｃｅ阶段则通过前者输出的键值对计算出最后

的结果。所有的任务都在一组平行机上进行处理，

因而可归结为平行机排序问题。

ＭａｐＲｅｄｕｃｅ环境下的平行机排序问题比经典
的平行机排序问题更为复杂，近十年来，大部分的研
究都集中在启发式算法以及数据实验等方面［２－４］。

对于 ＭａｐＲｅｄｕｃｅ平行机排序问题的理论研究近几
年也得到了国内外学者的广泛关注。Ｚｈｕ等［５］研究
了 Ｍａｐ任务可分的ｍ 台同型机排序问题的离线模
型。他们分别针对Ｒｅｄｕｃｅ任务可中断和不可中断



情形，给出了一个最优解算法和一个最坏情况界为

３
２－

１
２　ｍ
的近似算法。此外，他们还考虑了极小化

总完工时间的可中断和不可中断近似算法。对于

Ｍａｐ任务可分的ｍ 台同类机排序问题，Ｊｉａｎｇ等［６］

在Ｒｅｄｕｃｅ可中断情形下给出了一个最坏情况界为

２的近似算法，而Ｒｅｄｕｃｅ不可中断时，设计了一个

最坏情况界至多为 ｍａｘ　１＋
ａ
２－

１
ｎ
，ａ｛ ｝的近似算

法，其中ａ为最快机器速度与最慢机器速度之比。
周维［７］对上述结果进行了改进，分别对Ｒｅｄｕｃｅ可中
断和不可中断情形给出了最坏情况界为 ２－

ｓ１

∑
ｍ

ｊ＝１
ｓｊ
和２＋槡３３

的近似算法。

除了上述研究 ＭａｐＲｅｄｕｃｅ平行机排序问题的
离线模型，一些学者研究了该问题的在线情形。

Ｊｉａｎｇ等［８］给出了 Ｍａｐ任务可分的两台机情形的最

优可中断在线算法，竞争比为槡２。Ｌｕｏ等［９］研究了
只有在所有 Ｍａｐ任务完成后才能获取Ｒｅｄｕｃｅ任务
信息的ｍ 台同型机在线问题，分别对Ｒｅｄｕｃｅ可中
断和不可中断情形给出了最优算法，其竞争比都为

２－
１
ｍ
。 对于工件有释放时间的在线问题，Ｃｈｅｎ

等［１０］给出了Ｒｅｄｕｃｅ任务不可中断时的一个竞争比

为２－
１
ｍ
的 ＭＦ－ＬＰＴ算法和Ｒｅｄｕｃｅ任务可中断时

的两台机最优算法。Ｌｅ等［１１］研究了倾斜数据输入
下的在线 ＭａｐＲｅｄｕｃｅ排序问题，给出了一个竞争别
为２的在线算法。
注意到文献［６－７］中对同类机的离线情形都只

给出了可中断的近似算法，本文继续考虑此类问题，
给出了三台同类机情形的最优算法，从而改进了已
有的结果。本文算法的主要思想是通过分析工件类
型以及不同的分配方式，给出了各种类型工件的最
优解结构，为后续设计一般的ｍ 台同类机问题的最
优算法提供了思路。

１　问题描述及符号定义

本文所考虑的问题可具体描述为：给定一个ｎ
个工件的工件集合 ｛Ｊ１，Ｊ２，…，Ｊｎ｝和包含三台机
器的机器集｛σ１，σ２，σ３｝。所有的工件必须在这三台
机器上进行加工。这三台机器的速度分别为ｓ１，ｓ２
和ｓ３，不妨设ｓ１≥ｓ２≥ｓ３。工件Ｊｊ 包含一个 Ｍａｐ
任务集Ｍｊ 和一个Ｒｅｄｕｃｅ任务集Ｒｊ。工件Ｊｊ 的

Ｒｅｄｕｃｅ任务必须在Ｊｊ 的 Ｍａｐ任务完工后才可以
开 始 加 工。在 本 文 中，Ｍａｐ 任 务 是 可 分 的
（Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ），即 Ｍａｐ任务可以任意分割且同一

Ｍａｐ任务的不同部分可以同时在不同的机器上并
行 加 工。 对 于 Ｒｅｄｕｃｅ 任 务，考 虑 可 中 断
（Ｐｒｅｅｍｐｔｉｖｅ）情形，即Ｒｅｄｕｃｅ任务可以在加工过程
中被中断，剩余部分可在后续的时间在任意机器上
加工。目标是极小化最大完工时间。
为方便叙述，引入以下符号：

Ｍｊ：表示Ｍａｐ任务集或者Ｍｊ中所有任务的总

长度；

Ｒｊ：表示Ｒｅｄｕｃｅ任务集或者Ｒｊ 中所有任务的
总长度；

ｕｊ：表示Ｒｊ 中Ｒｅｄｕｃｅ任务的个数；

ｒｉｊ：表示Ｒｊ 中的一个Ｒｅｄｕｃｅ任务或者该任务
的长度，且假设ｒ１ｊ ≥ｒ２ｊ ≥ … ≥ｒｕｊｊ ；

ｒｔｉｉ ：表示所有Ｒｅｄｕｃｅ任务集 ∪１≤ｊ≤ｎＲｊ 中第ｉ
大的任务，这里ｔｉ 表示ｒｔｉｉ 属于Ｒｔｉ ；

ｑ：表示所有 ∪１≤ｊ≤ｎＲｊ 中的Ｒｅｄｕｃｅ任务的总

个数，即ｑ＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｕｊ ；

Ｍ
～ ：表示除Ｍｔ１ 和Ｍｔ２ 以外的所有 Ｍａｐ任务的

集合。

２　最优解算法

经典同类机排序问题是本文所研究问题的一种

特殊情形，因此已有的经典问题的最优算法对研究
本文的问题具有重要的借鉴意义。对于经典的同类
机排序问题，Ｇｏｎｚａｌｅｚ和Ｓａｈｎｉ早在１９７８年给出了
线性时间的最优算法，记作ＧＳ算法［１２］。在经典同
类机排序问题中，给定ｎ个工件的工件集 ｛ｐ１，ｐ２，
…，ｐｎ｝和三台机器｛σ１，σ２，σ３｝，其中ｐ１≥ｐ２≥ …

≥ｐｎ，三台同类机的速度分别为｛ｓ１，ｓ２，ｓ３｝且ｓ１≥
ｓ２ ≥ｓ３，由ＧＳ算法可得最优目标值为

Ｃｍａｘ＝ｍａｘ
ｐ１
ｓ１
，ｐ１＋ｐ２
ｓ１＋ｓ２

，
∑
ｎ

ｊ＝１
ｐｊ

∑
３

ｊ＝１
ｓｊ

烅

烄

烆

烍

烌

烎

。

　　为方便后续算法的描述，记

ω１＝
ｒｔ１１
ｓ１
，ω２＝

ｒｔ２２
ｓ２
，ω３＝∑

ｑ

ｊ＝３
ｒｔｊｊ

ｓ３
，

ω４＝
ｒｔ１１ ＋ｒｔ２２
ｓ１＋ｓ２

，ω５＝∑
ｑ

ｊ＝２
ｒｔｊｊ

ｓ２＋ｓ３
，ω６＝ ∑

ｑ

ｊ＝１
ｒｔｊｊ

ｓ１＋ｓ２＋ｓ３
。

　　在给出本文主要算法之前，先给出一个算法

８２５ 　　　　　　　　浙　江　理　工　大　学　学　报（自然科学版） ２０１９年　第４１卷



Ａ０，该算法用来加工所有Ｒｅｄｕｃｅ任务，其中步骤ｃ）
中对于任务在机器上的加工方式与ＧＳ算法一致。

ａ）令Ｗ ＝∪１≤ｊ≤ｎＲｊ，ｅｉ表示工件在机器σｉ（ｉ＝
１，２，３）上的完工时间。

ｂ）整理 Ｗ 中的任务得到ｒｔ１１ ≥ｒｔ２２ ≥ …

≥ｒｔｑｑ 。

ｃ）根据ωｉ 的大小分以下情况考虑，１≤ｉ

≤６。

ｃ１）若ω１＞ω４，ω１＞ω６且ω２＞ω５，则将ｒｔ１１ 和

ｒｔ２２ 分别安排在第一台和第二台机器上加工，剩下所
有的Ｒｅｄｕｃｅ任务放在第三台机器上加工。此时有

ｅｉ＝ωｉ，ｉ＝１，２，３。

ｃ２）若ω１＞ω４，ω１＞ω６且ω２≤ω５，则将ｒｔ１１ 安
排在第一台机器上加工，将ｒｔ２２ 及剩下所有的

Ｒｅｄｕｃｅ任务放在第二和第三台机器上加工。此时
有ｅ１＝ω１ 和ｅ２＝ｅ３＝ω５。

ｃ３）若ω４＞ω１，ω４＞ω６，则将ｒｔ１１ 和ｒｔ２２ 安排在
在前两台机器上加工，剩下所有的任务放在第三台
机器上加工。此时有ｅ１＝ｅ２＝ω４ 和ｅ３＝ω３。

ｃ４）若ω６＞ω１，ω６＞ω４，则将所有Ｒｅｄｕｃｅ任
务放在三台机器上加工。此时机器的完工时间为

ｅ１＝ｅ２＝ｅ３＝ω６。
算法Ａ０ 的执行情况见图１（ａ）—（ｄ），它们分别

给出了四种情况下关于Ｒｅｄｕｃｅ任务的排序结果。

图１　Ｒｅｄｕｃｅ任务排序结果

接下来给出本文所研究问题的最优解算法，记
作Ａ。

算法Ａ：

ａ）用算法Ａ０ 得到所有 ∪１≤ｊ≤ｎＲｊ 中的任务的
排序；

ｂ）若ω６＞ω１，ω６＞ω４，则将所有Ｍａｐ任务平
均安排到三台处理机上同时加工，转入ｆ）。否则，

进入ｃ）；

ｃ）将Ｍｔ１ 尽可能早的安排到时间ｅ１ 之后；

ｄ）将Ｍｔ２ 尽可能安排在空闲时间［ｅ２，ｅ１］中的
机器上，若没有空闲，则尽可能早的安排到时间ｅ１
之后；

ｅ）将剩余的全部 Ｍａｐ任务Ｍ
～ 安排在ｅ１ 之前

的空闲时间，如果ｅ１ 之前没有多余的空闲，则尽可
能早的安排到时间ｅ１ 之后；

ｆ）按照 Ｍａｐ部分在前，Ｒｅｄｕｃｅ部分在后，将得
到的排序顺序互换，停止。
定理１给出了问题的最优解的下界，后续将证

明算法的目标函数值与下界相等，进而证明本文给
出的算法是最优算法。
定理１　问题的最优解下界ＬＢ 至少为

ＬＢ＝ｍａｘ∑
ｎ

ｊ＝１
（Ｍｊ＋Ｒｊ）

∑
３

ｊ＝１
ｓｊ

，ｍａｘ
１≤ｉ≤２

｛ｆｉ｝烅
烄

烆
烍
烌

烎
（１）

其中ｆｉ＝
∑

ｉ

ｊ＝１
Ｍｔｊ ＋∑

ｉ

ｊ＝１
ｒｔｊｊ ＋ｅｉ（∑３

ｊ＝ｉ＋１
ｓｊ）

∑
３

ｊ＝１
ｓｊ

。

证明：将 Ｍａｐ任务和Ｒｅｄｕｃｅ任务平均分配到
三台机器上，很容易得到算法 Ａ的目标值至少是

∑
ｎ

ｊ＝１（Ｍｊ＋Ｒｊ）
∑

３

ｊ＝１
ｓｊ

。 下面证明算法 Ａ的目标值至

少是ｆｉ，ｉ＝１，２。

对任意１≤ｉ≤２，考虑Ｊ１＝｛ｒｔ１１ ｝∪Ｍｔ１，Ｊ２＝
｛ｒｔ１１ ，ｒｔ２２ ｝∪（Ｍｔ１ ∪Ｍｔ２）的最优排序。令ｚ＊

ｉ 为Ｊｉ
的最优解，先证明对Ｊ１ 存在一个最优排序，使得
｛ｒｔ１１ ｝安排在第一台机器上，则有 Ｍｔ１ ＋ｒ

ｔ１１ ≤

ｚ＊
１∑

３

ｊ＝１
ｓｊ－（ｓ２＋ｓ３）ｅ１，即

ｚ＊
１ ≥

Ｍｔ１＋ｒｔ１１ ＋ｅ１（ｓ２＋ｓ３）

∑
３

ｊ＝１
ｓｊ

＝

Ｍｔ１

∑
３

ｊ＝１
ｓｊ
＋ｒｔ１１ ＝ｆ１。

　　对于Ｊ２，则存在一个最优排序使得｛ｒｔ１１ ，ｒｔ２２ ｝安
排速度最快的第一和第二台机器上，则有Ｍｔ１＋Ｍｔ２

＋ｒｔ１１ ＋ｒｔ２２ ≤ ｚ＊
２∑

３

ｊ＝１
ｓｊ －ｓ３ｅ２， 即 ｚ＊

２ ≥

Ｍｔ１＋Ｍｔ２＋ｒｔ１１ ＋ｒｔ２２ ＋ｅ２ｓ３

∑
３

ｊ＝１
ｓｊ

＝ｆ２。

综上可得，算法Ａ的目标值至少为ｆｉ。
定理２　算法Ａ的目标函数值满足ＣＡ ＝ＬＢ，

因此该算法是最优的。
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证明：记ｃ１ 为算法Ａ安排完Ｒｅｄｕｃｅ任务｛ｒｔ１１ ｝
和 Ｍａｐ任务Ｍｔ１ 后的完工时间，ｃ２表示算法Ａ安排
完Ｒｅｄｕｃｅ任务｛ｒｔ１１ ，ｒｔ２２ ｝和Ｍａｐ任务Ｍｔ１ ∪Ｍｔ２ 后

的完工时间，分情况讨论：

ａ）ω１＞ω４且ω１＞ω６，此时将Ｍｔ１ 放在ｅ１之后
尽可能早的位置，可得

ｃ１＝ｅ１＋
Ｍｔ１

∑
３

ｊ＝１
ｓｊ
＝
Ｍｔ１＋ｅ１∑

３

ｊ＝１
ｓｊ

∑
３

ｊ＝１
ｓｊ

＝

Ｍｔ１＋ｅ１ｓ１＋ｅ１（ｓ２＋ｓ３）

∑
３

ｊ＝１
ｓｊ

＝

Ｍｔ１＋ｒｔ１１ ＋ｅ１（ｓ２＋ｓ３）

∑
３

ｊ＝１
ｓｊ

＝ｆ１。

　　接下来分两个情形讨论：

ａ１）ω２ ＞ω５。若ｔ２＝ｔ１，则ｃ２＝ｃ１＝ｆ１。最后

考虑Ｍ～ ，若所有任务在ｅ１之前加工，则有ＣＡ＝ｃ１＝

ｆ１，反之，ＣＡ＝∑
ｎ

ｊ＝１
（Ｍｊ＋Ｒｊ）

∑
３

ｊ＝１
ｓｊ

，见图２（ａ）—（ｂ）。

图２　ｔ２ ＝ｔ１ 时 Ｍａｐ任务排序

若ｔ２≠ｔ１，将Ｍｔ２ 分配到空闲时间［ｅ２，ｅ１］内，

若
Ｍｔ２

ｓ２＋ｓ３＞
ｅ１－ｅ２，则由算法Ａ第ｄ）步可知，先将

Ｍｔ２ 安排在［ｅ２，ｅ１］之间的空闲时间，剩余的工件放
在ｅ１ 之后尽可能早的位置，此时

ｃ２＝
Ｍｔ１＋Ｍｔ２＋ｒ

ｔ１１ ＋ｒｔ２２ ＋ｅ２ｓ３

∑
３

ｊ＝１
ｓｊ

＝ｆ２。

　　对于Ｍ
～ ，若所有任务在ｅ１ 之前加工，ＣＡ＝ｃ２

＝ｆ２，反之，ＣＡ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
（Ｍｊ＋Ｒｊ）

∑
３

ｊ＝１
ｓｊ

，见图３（ａ）—

（ｂ）。另一方面，若
Ｍｔ２
ｓ２＋ｓ３ ≤

ｅ１－ｅ２，此时ｃ２＝ｃ１

＝ｆ１，最后考虑Ｍ
～ ，若所有任务在ｅ１之前加工，ＣＡ

＝ｃ１＝ｆ１，反之，ＣＡ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
（Ｍｊ＋Ｒｊ）

∑
３

ｊ＝１
ｓｊ

，见图３

（ｃ）—（ｄ）。

图３　ｔ２ ≠ｔ１ 时相应的 Ｍａｐ任务排序

　　ａ２）ω２ ≤ω５，此时若Ｍｔ２ ∪Ｍ
～ 中所有的 Ｍａｐ

任务能在ｅ１之前加工，则有ＣＡ＝ｆ１，否则不难得到

ＣＡ＝∑
ｎ

ｊ＝１
（Ｍｊ＋Ｒｊ）

∑
３

ｊ＝１
ｓｊ

，见图４。

图４　ω２ ≤ω５ 时的排序

ｂ）ω４ ＞ω１ 且ω４ ＞ω６。 此时

ｃ１＝ｃ２＝ｅ１＋
Ｍｔ１＋Ｍｔ２

∑
３

ｊ＝１
ｓｊ

＝

Ｍｔ１＋Ｍｔ２＋ｅ１（ｓ１＋ｓ２）＋ｅ１ｓ３

∑
３

ｊ＝１
ｓｊ

＝

Ｍｔ１＋Ｍｔ２＋ｒｔ１１ ＋ｒｔ２２ ＋ｅ２ｓ３

∑
３

ｊ＝１
ｓｊ

＝ｆ２。

　　对于Ｍ
～ ，若所有任务在ｅ１之前加工，则有ＣＡ＝

ｆ１＝ｆ２，否则不难得到ＣＡ＝∑
ｎ

ｊ＝１
（Ｍｊ＋Ｒｊ）

∑
３

ｊ＝１
ｓｊ

，见

图５。

图５　ω４ ＞ω１ 且ω４ ＞ω６ 时的排序
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　　ｃ）ω６ ＞ω１且ω６＞ω４。此时由算法Ａ０可得，
安排完所有Ｒｅｄｕｃｅ任务∪１≤ｊ≤ｎＲｊ后三台机器的完

工时间相等，即ｅ１＝ｅ２＝ｅ３＝∑
ｎ

ｊ＝１
Ｒｊ

∑
３

ｊ＝１
ｓｊ
。同时，由算

法可知，所有 Ｍａｐ任务也将平均分配到三台机器

上，则有ＣＡ＝∑
ｎ

ｊ＝１
（Ｍｊ＋Ｒｊ）

∑
３

ｊ＝１
ｓｊ

。

综上所述，由定理２得出结论ＣＡ＝ＬＢ 且算法

Ａ是最优的。

３　结　论

本文主要研究三台同类机 ＭａｐＲｅｄｕｃｅ排序问
题，目标是极小化最大完工时间，针对 Ｍａｐ任务可
分和Ｒｅｄｕｃｅ任务可中断的情况，设计了最优解算
法。后续研究可以考虑一般的ｍ 台同类机情形的
最优算法以及Ｒｅｄｕｃｅ任务不可中断的情形。
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