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　　摘　要：研究了一类复 ｍＫｄＶ方程，利用平移、旋转及尺度变换将其行波方程简化为常系数的平面动力系统。

在复系数的虚部为零的情况下得到了一个二阶常微分方程，通过研究参数不同值时该方程的精确行波解，从而得到

了复 ｍＫｄＶ方程的各类精确行波解。
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０　引　言

非线性波方程可以用来模拟物理、化学、生物等
领域中的复杂现象，对其行波解的研究是近年来的
热点问题之一［１－３］。在研究非线性波方程的过程中，

产生了很多有效的方法，例如齐次平衡法［４］、ｓｉｎｅ－

ｃｏｓｉｎｅ函数法［５］、ｔａｎｈ函数法［６］和动力系统的方

法［７］等。本文主要运用动力系统定性理论和分支方

法研究如式（１）所示的复ｍＫｄＶ方程的行波解。

ｕｔ＋αｕｕｕｘ＋βｕｘｕ
２＋γｕｘｘｘ ＝０ （１）

其中：ｕｕ（ｘ，ｔ）是关于变量ｘ 和ｔ的复函数，ｕ
是ｕ的共轭，α＝α１＋ｉα２、β＝β１＋ｉβ２是复数，γ是实
数。当α和β是实数时，该方程描述光纤中短波的
传播［８－９］。当参数满足β／α＝０或β／α＝１／３时，该方

程为可积系统［１０－１１］，并显示出丰富的数学特征。当

α≠０且β≠０时，Ｇａｏ等
［１２］利用简化的摄动方法得

到了两层流体系统中耦合的变系数复 ｍＫｄＶ方程，

并得到一些精确解。Ｓｔｅｐｈｅｎ等［１３］研究了方程（１）



的行波解和守恒律，利用行波变换将方程（１）转化为
三阶常微分方程，从而得到了方程（１）的孤波解和扭
波解。本文在文献［１３］的基础上，利用动力系统的
相图分析方法不仅得到方程（１）的各类精确行波解，
而且得到了方程（１）的行波解在各种参数条件下的
分支情况。

１　复ｍＫｄＶ方程的约化

Ｓｔｅｐｈｅｎ等［１３］指出，复ｍＫｄＶ方程在下列情况下
满足不变性：ａ）尺度变换：ｘ→λｘ，ｔ→λｔ，ｕ→λ－１　ｕ；

ｂ）时间平移：ｔ→ｔ＋ε；ｃ）空间平移：ｘ→ｘ＋ε；ｄ）相
位旋转：ｕ→ｅｘｐ（ｉφ）ｕ，其中参数满足：λ≠０，－∞
＜ε＜ ∞，０≤φ＜２π。
对方程（１）做行波变换，ｕ＝Ｕ（ξ），ξ＝ｘ－ｃｔ，

则方程（１）转化为三阶非线性复方程：

－ｃＵ′＋αＵＵＵ′＋βＵ
２　Ｕ′＋Ｕ＝０ （２）

注意到方程（２）在相位旋转Ｕ →ｅｘｐ（ｉφ）Ｕ 下保持
不变，当方程中的系数α和β是实数时，所有的实数
解Ｕ（ξ）可以利用积分因子直接得到，然而当系数
是复数且需要寻找方程的所有复解时，方程（２）一般
不能明确地被积分。对此，令

Ｕ＝ａ＋ｂｆ（ξ），
其中：ｆ（ξ）是实函数，ａ＝ａ１＋ｉ　ａ２和ｂ＝ｂ１＋ｉ　ｂ２为
复常数。则方程（２）在相位旋转ａ →ｅｘｐ（ｉφ）ａ、

ｂ→ｅｘｐ　ｉφ（ ）ｂ、ｆ→ｆ下可以写成：
（αα－ａｂ＋βａ

２ｂ－ｃｂ）ｆ′＋（（α＋２β）ａｂｂ＋αａｂ
２）

ｆｆ′＋（α＋β）ｂ
２ｂｆ２　ｆ′＋ｂｆ＝０ （３）

若ｂ＝ ｂ ，则方程（３）可以写成
（Ａ＋Ｂｆ＋Ｃｆ２）ｆ′＋ｆ＝０ （４）

其中：Ａ＝αａ ２＋βａ
２－ｃ，Ｂ＝ （α（ａ＋ａ）＋２βａ）ｂ ，

Ｃ＝（α＋β）ｂ　
２。 因为ｆ 是实函数，这就要求

ＩｍＡ＝ＩｍＢ ＝ＩｍＣ ＝０，且满足下面两种情况：

ａ）ａ２ ≠０，β１＝α２＝β２＝０；ｂ）ａ２＝０，α２＋β２＝０。 将
方程（４）积分一次并令积分常数为０得：

ｆ″＋
１
３
Ｃｆ３＋

１
２
Ｂｆ２＋Ａｆ＝０ （５）

　　本文将通过研究方程（５）的分支和相图得到方
程（１）的各类行波解。

２　行波系统的分支和相图

方程（５）可转化为平面系统：

ｆ′＝ｇ，ｇ′＝－
１
３
Ｃｆ３－

１
２
Ｂｆ２－Ａｆ （６）

且其哈密顿函数为：

Ｈ（ｆ，ｇ）＝
１
２ｇ

２＋
１
１２
Ｃｆ４＋

１
６
Ｂｆ３＋

１
２
Ａｆ２

（７）

　　令Ｆ（ｆ）＝－
１
３
Ｃｆ３－

１
２
Ｂｆ２－Ａｆ，通过计算

可得：当Ｂ２＞
１６
３
ＡＣ时，Ｆ（ｆ）有三个零点：ｆ０＝０、

ｆ１ ＝－ （３Ｂ ＋ ９Ｂ２－４８ＡＣ槡 ）／（４Ｃ）和 ｆ２ ＝

（－３Ｂ－ ９Ｂ２－４８槡 ＡＣ）／４Ｃ，因此系统（６）有三个
平衡点：（０，０）、（ｆ１，０）和（ｆ２，０）。 当Ｃ＞０时，有

ｆ２ ＞ｆ１ 成立，系统（６）有一个鞍点和两个中心点，
且有一条连接鞍点的同宿轨，该轨道是环绕两个中
心点的边界曲线；当Ｃ＜０时，有ｆ１ ＞ｆ２ 成立，系
统（６）有两个鞍点和一个中心点，当Ａ≠０且Ｂ≠０
时，有一条连接鞍点的同宿轨，当Ａ＞０且Ｂ＝０时，
有两条连接两个鞍点的异宿轨，这两条异宿轨是环
绕中心点的一族闭轨的边界曲线。图１（ａ）为当

Ｃ＞０时系统（６）的相图，图１（ｂ）—（ｄ）为当Ｃ ＜０
时系统（６）的相图。

图１　当Ｂ２ ＞
１６
３
ＡＣ时系统（６）的相图

当Ｂ２＝
１６
３
ＡＣ时，Ｆ（ｆ）有两个零点：ｆ０＝０和

ｆ３＝－
３Ｂ
４Ｃ
，因此系统（６）有两个平衡点：（０，０）和

（ｆ３，０）。 当Ｃ＞０时，系统（６）有一个中心点和一
个尖点，有一条连接尖点的同宿轨，该轨线是环绕中
心点的一族闭轨的边界曲线；当Ｃ ＜０时，系统（６）
有一个鞍点和一个尖点，这时系统（６）无有界轨。图

２为当Ｂ２＝
１６
３
ＡＣ时系统（６）的相图。
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图２　当Ｂ２ ＝
１６
３
ＡＣ时系统（６）的相图

当Ｂ２ ＜
１６
３
ＡＣ 时，Ｆ（ｆ）有一个零点ｆ０＝０，

因此系统（６）仅有一个平衡点 （０，０）。 当Ｃ＞０时，

　　

（０，０）为中心，系统（６）有一族环绕中心点的闭轨；
当Ｃ＜０时，（０，０）为鞍点，系统（６）无有界轨。

令ｆ＋＝（－Ｂ＋ Ｂ２－６槡 ＡＣ）／Ｃ，ｆ－＝（－Ｂ－

Ｂ２－６槡 ＡＣ）／Ｃ，由平面分支与定性理论可知，系
统（６）的所有轨道由Ｈ（ｆ，ｇ）＝ｈ所确定，据此可得
以下结论：

定理１　ａ）当Ｂ２ ＞
１６
３
ＡＣ 时，方程（５）有如下

有界解：

ａ１）Ｃ＞０、Ａ＜０且Ｂ＜０。ｈ＝０确定系统（６）
的两条同宿轨，对应方程（５）的解

ｆｒ±（ξ）＝±
１２Ａｅ －槡 Ａ（ξ－ξ０）

Ｂ２－６槡 ＡＣｅ２ －槡 Ａ（ξ－ξ０）＋２Ｂｅ　－槡 Ａ（ξ－ξ０）＋ Ｂ２－６槡 ＡＣ
（８）

其中：ξ０为常数。若令ｈ∈（０，＋∞），Ｈ（ｆ，ｇ）＝ｈ 确定方程（５）的解为

ｆ（ξ）＝

（ｕ１ｐ２－ｕ２ｐ１）ｃｎ Ｃ
６ｐ１ｐ２槡 （ξ－ξ０），ｋ（ ）－（ｕ１ｐ２＋ｕ２ｐ１）

（ｐ２－ｐ１）ｃｎ Ｃ
６ｐ１ｐ２槡 （ξ－ξ０），ｋ（ ）－（ｐ１＋ｐ２）

（９）

其中：ｕ１ ∈ （ｆ＋，＋∞），ｕ２ 满足方程
（ｕ１＋ｕ２）（ｕ２１＋ｕ２２＋６Ａ）＋

２Ｂ（ｕ２１＋ｕ１ｕ２＋ｕ２２）＝０，ｍ＝ｕ１＋ｕ２＋
２Ｂ
Ｃ
，

ｎ＝ｕ２１ ＋ｕ１ｕ２ ＋ｕ２２ ＋
２Ｂ（ｕ１＋ｕ２）＋６　Ａ

Ｃ
，ｐ１ ＝

ｕ２１＋ｍｕ１＋槡 ｎ，ｐ２ ＝ ｕ２２＋ｍｕ２＋槡 ｎ。 当 ｈ ∈
（Ｈ（ｆ１，０），０），Ｈ（ｆ，ｇ）＝ｈ确定方程（５）的周期解

ｆ（ξ）＝
ｕ１（ｕ４－ｕ２）＋ｕ４（ｕ２－ｕ１）ｓｎ２ ２Ｃ

３（ｕ４－ｕ２）（ｕ３－ｕ１）槡 （ξ－ξ０），ｋ（ ）
ｕ４－ｕ２＋（ｕ２－ｕ１）ｓｎ２ ２Ｃ

３（ｕ４－ｕ２）（ｕ３－ｕ１）槡 （ξ－ξ０），ｋ（ ）
（１０）

其中：ｕ１∈（ｆ－，＋∞），ｕ３和ｕ４是方程ｆ２＋ｍｆ＋

ｎ＝０的两个根，ｋ＝
（ｕ４－ｕ３）（ｕ２－ｕ１）
（ｕ４－ｕ２）（ｕ３－ｕ１）槡 。 当ｈ

∈ （Ｈ（ｆ２，０），Ｈ（ｆ１，０）］时，可得方程（５）的周期
解为式（９），其中ｕ１ ∈ （ｆ２，ｆ＋）。

ａ２）Ｃ ＜ ０、Ａ ＞ ０ 且 Ｂ ＝０。 当 ｈ ＝
Ｈ　ｆ１，０（ ）时，Ｈ　ｆ，ｇ（ ）＝ｈ确定方程（５）的解

ｆ（ξ）＝± －
３Ａ
Ｃ槡 ｔａｎｈ Ａ

２槡（ξ－ξ０）（ ） （１１）

当ｈ∈ （０，Ｈ（ｆ１，０））时，可得方程（５）的周期解

ｆ（ξ）＝ｕ１ｓｎ －
Ｃ
６槡 ｕ２（ξ－ξ０），

ｕ１
ｕ２（ ） （１２）

其中：ｕ１ ∈ （０，ｆ＋），ｕ２＝ －ｕ２１－
２
Ｃ槡 。

ａ３）Ｃ ＜０、Ａ ＜０且Ｂ ＞０。 当ｈ＝０时，

Ｈ（ｆ，ｇ）＝ｈ对应系统（６）的一条同宿轨，这时方程
（５）的解为ｆｒ＋。 当ｈ∈ （Ｈ（ｆ２，０），０）时，可得方
程（５）的周期解

ｆ（ξ）＝
ｕ１（ｕ２－ｕ３）＋ｕ３（ｕ２－ｕ１）ｓｎ２ －２Ｃ

３（ｕ４－ｕ１）（ｕ２－ｕ３）槡 （ξ－ξ０），ｋ（ ）
ｕ２－ｕ３＋（ｕ２－ｕ１）ｓｎ２ －２Ｃ

３（ｕ４－ｕ１）（ｕ２－ｕ３）槡 （ξ－ξ０），ｋ（ ）
（１３）

其中：ｕ１ ∈ （０，ｆ２），ｋ＝
（ｕ２－ｕ１）（ｕ４－ｕ３）
（ｕ４－ｕ１）（ｕ２－ｕ３）槡 。

ａ４）Ｃ＜０、Ａ＜０且Ｂ＜０。Ｈ（ｆ，ｇ）＝０对应

系统（６）的一条同宿轨，可得方程（５）的解为ｆｒ－。
当ｈ∈ Ｈ　ｆ１，０（ ），０（ ）时，Ｈ　ｆ，ｇ（ ）＝ｈ确定方程
（５）的周期解
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ｆ（ξ）＝
ｕ１（ｕ１－ｕ３）＋ｕ３（ｕ１－ｕ２）ｓｎ２ －２Ｃ

３（ｕ４－ｕ２）（ｕ１－ｕ３）槡 （ξ－ξ０），ｋ（ ）
ｕ１－ｕ３＋（ｕ１－ｕ２）ｓｎ２ －２Ｃ

３（ｕ４－ｕ２）（ｕ１－ｕ３）槡 （ξ－ξ０），ｋ（ ）
（１４）

其中：ｕ１ ∈ （ｆ１，０），ｋ＝
（ｕ１－ｕ２）（ｕ４－ｕ３）
（ｕ４－ｕ２）（ｕ１－ｕ３）槡 。

ｂ）当Ｂ２＝
１６
３
ＡＣ且Ｃ＞０时，方程（５）有如下有

界解：

当ｈ＝Ｈ（ｆ３，０）时，Ｈ（ｆ，ｇ）＝ｈ确定方程（５）
的有界解

ｆ（ξ）＝
９６ＢＣ２＋ｆ３（４Ｃ２　ｆ３－ＢＣ）２ξ

２

（４Ｃ２　ｆ３－ＢＣ）２ξ
２＋３８４Ｃ３

（１５）

当ｈ ∈ （０，Ｈ（ｆ３，０））时，Ｈ（ｆ，ｇ）＝ｈ 确定方程
（５）的周期解为式（９），其中：ｕ１ ∈ （ｆ３，０），ｕ２ 满足
方程 （ｕ１＋ｕ２）（ｕ２１＋ｕ２２＋６　Ａ）＋２Ｂ（ｕ２１＋ｕ１ｕ２＋
ｕ２２）＝０。

ｃ）当Ｃ＞０、Ｂ＝０且Ａ＞０。 取ｈ∈（０，＋∞）
时，Ｈ（ｆ，ｇ）＝ｈ确定方程（５）的周期解

ｆ（ξ）＝ｕ１ｃｎ（ｐ３（ξ－ξ０），ｋ） （１６）

其中：ｕ１ ∈ （０，＋ ∞），ｐ３ ＝
Ｃｕ２１
３ ＋槡 Ａ，ｋ ＝

ｕ１

２　ｕ２１＋
３　Ａ
Ｃ（ ）槡

。

３　方程（１）的精确行波解

由于方程（５）的周期轨、同宿轨和异宿轨分别对
应于方程（１）的周期波解、孤波解和扭波解，且方程
（１）的解为ｕ（ｘ，ｔ）＝ｅｉφ（ａ＋ｂｆ（ξ）），根据以上分析
得到下面的结论：
定理２　对于任意的０≤φ＜２π、ξ＝ｘ－ｃｔ，方

程（１）具有如下形式的行波解

ｕ（ｘ，ｔ）＝ｅｉφ（ａ＋ｂｆ（ξ）） （１７）

　　ａ）Ｂ２ ＞
１６
３
ＡＣ。 当Ｃ＞０、Ａ＜０且Ｂ＜０时，

若ｆ（ξ）由式（８）给出，则式（１７）为孤波解；若ｆ（ξ）由
式（９）、（１０）给出，则式（１７）为周期波解。当Ｃ ＜０、

Ａ ＞０且Ｂ＝０时，若ｆ（ξ）由式（１１）给出，则式（１７）
为扭波解；若ｆ（ξ）由式（１２）给出，则式（１７）为周期
波解。当Ｃ＜０、Ａ＜０且Ｂ＞０时，若ｆ（ξ）由ｆｒ＋
给出，则式（１７）为孤波解；若ｆ（ξ）由式（１３）给出，
则式（１７）为周期波解。当Ｃ ＜０、Ａ ＜０且Ｂ ＜０
时，若ｆ（ξ）由ｆｒ－ 给出，则式（１７）为孤波解；若

ｆ（ξ）由式（１４）给出，则式（１７）为周期波解。

ｂ）Ｂ２＝
１６
３
ＡＣ且Ｃ＞０。 若ｕ１＝ｆ３且ｆ（ξ）由

式（１５）给出，则式（１７）为孤波解；若ｕ１∈（ｆ３，０）且

ｆ（ξ）由式（９）给出，则式（１７）为周期波解。

ｃ）当Ｃ＞０、Ｂ＝０且Ａ ＞０时，若ｆ（ξ）由式
（１６）给出，则式（１７）为周期波解。

４　结　语

众所周知，要给出非线性方程的解一般来说都
是非常困难的，本文利用Ｌｉｅ群分析法将复 ｍＫｄＶ
方程约化为二阶常微分方程，借助动力系统定性理
论和分支方法，通过研究该方程的分支和相图，得到
其在各种参数条件下的精确的有界行波解，进而得
到复ｍＫｄＶ方程的精确行波解，其中包括孤波解、
周期波解和扭波解。
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