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０　引　言

在本文中，ａｒｔｈｒ表示反双曲正切函数。对于正
实数ｘ 和ｙ，Γ －函数、Ｂ－ 函数以及ψ－函数分别定
义［１］为：

Γ（ｘ）＝∫
∞

０
ｔ　ｘ－１ｅ－ｔｄｔ，Ｂ（ｘ，ｙ）＝

Γ（ｘ）Γ（ｙ）
Γ（ｘ＋ｙ）

，

ψ（ｘ）＝
Γ′（ｘ）
Γ（ｘ）

．

　　令γ＝ｌｉｍ
ｎ→∞ ∑

ｎ

ｋ＝１

１
ｋ －ｌｏｇｎ［ ］＝０．５７７２１５６６…，是

Ｅｕｌｅｒ－Ｍａｓｃｈｅｒｏｎｉ常数，则

ψ（１）＝－γ （１）

ψ（１／２）＝－γ－ｌｏｇ４ （２）

　　 在 （０，∞）× （０，∞）上定义 Ｒａｍａｎｕｊａｎ 常
数［２－３］为：

Ｒ（ａ，ｂ）＝－ψ（ａ）－ψ（ｂ）－２γ （３）

　　当ｂ＝１－ａ时，式（３）记为



Ｒ（ａ）＝Ｒ（ａ，１－ａ）＝－ψ（ａ）－ψ（１－ａ）－２γ，

结合式（２）—（３）知Ｒ １
２
，１
２（ ）＝ｌｏｇ１６。

给定实数ａ，ｂ，ｃ（ｃ≠０，－１，－２，－３，…），高
斯超几何函数定义［４］为：

Ｆ（ａ，ｂ；ｃ；ｚ）＝２Ｆ１（ａ，ｂ；ｃ；ｚ）＝

∑
∞

ｎ＝０

（ａ，ｎ）（ｂ，ｎ）
（ｃ，ｎ）

ｚｎ

ｎ！
，ｚ ＜１ （４）

这里，当ｎ∈Ｎ时，（ａ，ｎ）＝ａ（ａ＋１）（ａ＋２）…（ａ＋
ｎ－１），且 （ａ，０）＝１。

当ａ∈（０，１），ｒ∈（０，１）记ｒ′＝ １－ｒ槡 ２，第一
类、第二类广义椭圆积分分别定义［５］为：

Ｋａ＝Ｋａ（ｒ）＝
π
２
Ｆ（ａ，１－ａ；１；ｒ２）

Ｋ′ａ＝Ｋａ′（ｒ）＝Ｋａ（ｒ′）
烅
烄

烆

（５）

Ｅａ＝Ｅａ（ｒ）＝
π
２
Ｆ（ａ－１，１－ａ；１；ｒ２）

Ｅａ′＝Ｅ′ａ（ｒ）＝Ｅａ（ｒ′）
烅
烄

烆

（６）

　　因广义椭圆积分关于参数ａ的对称性，本文只
考虑ａ∈ （０，１／２）的情形。特别地，当ａ＝１／２时，

Ｋ１／２（ｒ）＝Ｋ＝Ｋ（ｒ）与Ｅ１／２（ｒ）＝Ｅ＝Ｅ（ｒ）分别为
第一类和第二类完全椭圆积分。
广义Ｇｒｔｚｓｃｈ环函数μａ：（０，１）→ （０，∞）定

义［５］为：

μａ（ｒ）＝
π

２ｓｉｎ（ａπ）
Ｋ′ａ（ｒ）
Ｋａ（ｒ）

（７）

显然，当ａ＝１／２时，μ（ｒ）＝μ１／２（ｒ）表示平面拟共
形映射单调递减的 Ｇｒｔｚｓｃｈ极值环Ｂ２＼［０，ｒ］的
模，这里的Ｂ２表示平面单位圆盘，且μａ（０）＝∞，μａ
（１）＝０。 此外，函数

ｍａ（ｒ）＝
２

πｓｉｎ（ａπ）
ｒ′２　Ｋａ（ｒ）Ｋ′ａ（ｒ），

称ｍａ（ｒ）＋ｌｏｇｒ为广义 Ｈüｂｅｒ函数［５］。
符号差１／ａ的ｐ 次广义Ｒａｍａｎｕｊａｎ模方程定

义［５－６］为：

Ｆ（ａ，１－ａ；１；１－ｓ２）
Ｆ（ａ，１－ａ；１；ｓ２）

＝ｐ
Ｆ（ａ，１－ａ；１；１－ｒ２）
Ｆ（ａ，１－ａ；１；ｒ２）

（８）
利用式（５）及式（７），可将式（８）改写成

μａ（ｓ）＝ｐμａ（ｒ），ｐ＞０ （９）
式（９）的解可以表示为

ｓ＝φＫ（ａ，ｒ）＝μａ－
１（μａ（ｒ）／Ｋ），Ｋ＝１／ｐ（１０）

称式 （１０）中 的 函 数 φＫ（ａ，ｒ）为 广 义 Ｈｅｒｓｃｈ－
Ｐｆｌｕｇｅｒ偏差函数，φＫ（ａ，０）＝０，φＫ（ａ，１）＝１。 当
ａ＝１／２时，φＫ（ａ，ｒ）退化为 Ｈｅｒｓｃｈ－Ｐｆｌｕｇｅｒ偏差

函数φＫ（ｒ）。１９５２年，Ｈｅｒｓｃｈ等［７］获得从 ［０，１］
到［０，１］严格单调递增的函数φＫ（ｒ），并给出单位
圆盘到自身的Ｋ－拟共形映射的精确界。Ｑｉｕ等［８－９］

发现φＫ（ｒ）可表示Ｒａｍａｎｕｊａｎ模方程的解，从而开
创了拟共形映射理论与模方程等新领域的交叉研

究。随后，许多国内外学者对Ｒａｍａｎｕｊａｎ模方程和
广义 Ｈｅｒｓｃｈ－Ｐｆｌｕｇｅｒ偏差函数做了深入的研究（参
见文献［１０－１２］）。

在文献［６］定理４中，Ｗａｎｇ等［６］获得下列不
等式

φＫ（ａ，ｒ）≤ｒｅ
（１－１／Ｋ）ｒ′μａ（ｒ） （１１）

当且仅当Ｋ＝１或ｒ＝０或ｒ＝１时等号成立。

Ｑｉｕ等［８］证明：对ｒ∈ （０，１），Ｋ ∈ （１，∞），下
列不等式成立

φＫ（ｒ）＜ （１＋ｒ′）
２（１－１／Ｋ）／ｒ１／Ｋ （１２）

和

φ１／Ｋ（ｒ）＞ ［２（１＋ｒ′）］
１－Ｋｒ　Ｋ （１３）

本文主要利用单调性ｌ’Ｈｐｉｔａｌ法则等分析工具揭
示广义 Ｈｅｒｓｃｈ－Ｐｆｌｕｇｅｒ偏差函数、反双曲正切函数

ａｒｔｈｒ及初等函数组合的单调性和不等式。此外，通
过 Ｈüｂｅｒ函数的分析性质，获得 Ｈｅｒｓｃｈ－Ｐｆｌｕｇｅｒ偏
差函数的单调性，从而改进式（１１）—（１３）的已知
估计。

１　引　理

本文为了证明第三部分的主要结果，引入导数
公式（参见文献［５］中定理４．１（７）、（８））：

ｓ
ｒ＝

１
Ｋ
ｓｓ′２　Ｋａ （ｓ）２

ｒｒ′２　Ｋａ （ｒ）２
＝
ｓｓ′２　Ｋａ（ｓ）Ｋ′ａ（ｓ）
ｒｒ′２　Ｋａ（ｒ）Ｋ′ａ（ｒ）

（１４）

ｓ
Ｋ ＝

２
πｓｉｎ（πａ）Ｋ

ｓｓ′２　Ｋａ（ｓ）Ｋ′ａ（ｓ）＝

４ｓｓ′２　Ｋａ （ｓ）２

π２
μａ（ｒ）
Ｋ２

（１５）

其中：ｓ＝φＫ（ａ，ｒ），ｓ′＝φ１／Ｋ（ａ，ｒ′）。

引理１　［４，Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．２５］　对ｐ０ｉ，设ｉ和ＭＰａ是两
个实值函数，并都在ＰｗＤ 上连续，在ｍ 上可微且在

ρ上ｇ／ｍ
３，如果ｒｗ 在ｍ 上单调递增（递减），那么

函数

Ｆ（ｘ）＝
ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）
ｇ（ｘ）－ｇ（ａ）

和

Ｇ（ｘ）＝
ｆ（ｘ）－ｆ（ｂ）
ｇ（ｘ）－ｇ（ｂ）

也在ｍ 上单调递增（递减）。而且，若ｒｗｅ 的单调性
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是严格的，则ｍ 和ｋｗｅ 的单调性也是严格的。

引理２［５，Ｌｅｍｍａ　５．４（１）；Ｔｈｅｏｒｅｍ　５．５（３）］　对任意的ｒ ∈
（０，１）及ａ∈ （０，１／２），则

ａ）ｒ′Ｋａ（ｒ）从（０，１）到（０，π／２）上单调递减；

ｂ）ｍａ（ｒ）＋ｌｏｇｒ从（０，１）到（０，Ｒ（ａ）／２）上单
调递减。
引理３［１３］　当ｒ∈ （０，１）时，下列不等式成立：

μ（ｒ）－
１
２
ｌｏｇ
２（１＋ｒ′）（１＋槡ｒ′）

２

ｒ ＜０．

　　引理４　当ｒ∈（０，１）时，函数ｑ（ｒ）＝［ｌｏｇ（１＋
ｒ２）＋１］／ｒ在（０，１）上严格单调递减。
证明　易知，不等式ｌｏｇ（１＋ｒ）＞ｒ／（１＋ｒ）成

立。对ｑ（ｒ）求导，

ｒ２ｑ′（ｒ）＝
２ｒ２

１＋ｒ２
－ｌｏｇ（１＋ｒ２）－１

＜２ｌｏｇ（１＋ｒ２）－ｌｏｇ（１＋ｒ２）－１

＜ｌｏｇ（１＋ｒ２）－１＜０．
故结论得证。
引理 ５　 当ｒ ∈ （０，１）时，函数 Ｑ１（ｒ）＝
ｍ（ｒ）＋ｌｏｇｒ

（１＋ｒ′）ｌｏｇ（１＋ｒ′）
从（０，１）到（０，１）上严格单调

递减。特别地，对ｒ∈ （０，１），下列不等式成立：

ｍ（ｒ）＋ｌｏｇｒ＜ （１＋ｒ′）ｌｏｇ（１＋ｒ′）．
　　证明　令ｑ１（ｒ）＝ｍ（ｒ）＋ｌｏｇｒ，ｑ２（ｒ）＝（１＋
ｒ′）ｌｏｇ（１＋ｒ′），则Ｑ１（ｒ）＝ｑ１（ｒ）／ｑ２（ｒ），ｑ１（０）＝
ｑ２（０）＝０。 求导得：

ｑ′１（ｒ）
ｑ′２（ｒ）

＝
４
π
ｒ′１／２　Ｋ′（ｒ）Ｋ（ｒ）－Ｅ（ｒ）（ ）

ｒ２

ｒ′１／２

ｌｏｇ（１＋ｒ′）＋１
．

根据引理４、文献［１４，引理３．３］及引理１便得

Ｑ１（ｒ）的单调性。由引理２中ｂ）和式（３），不等式
显然成立。

２　主要结果及证明

利用上述引理，本节给出主要结果及证明。
定理１　对任意的ｘ ∈ （０，∞），ａ∈ （０，１／２］，

Ｋ ∈ （１，∞），则函数

Ｆ（ｘ）＝
ａｒｔｈφＫ（ａ，ｔｈｘ）
ａｒｔｈ［（ｔｈｘ）１／Ｋ］

从 （０，∞）到（１，ｅ（１－１／Ｋ）Ｒ（ａ）／２）上单调递减。特别地，

当ｘ ∈ （０，∞），Ｋ ∈ （１，∞），有下列双向不等式

ｒ１／Ｋ ≤φＫ（ａ，ｒ）≤ｔｈ　ｅ
（１－１／Ｋ）

Ｒ（ａ）
２ ａｒｔｈ（ｒ１／Ｋ）［ ］

（１６）

当且仅当Ｋ＝１或ｒ＝０或ｒ＝１时等号成立。

证明　令ｒ＝ｔｈｘ，ｔ＝ｒ１／Ｋ，则
ｄｒ
ｄｘ＝ｒ′

２，ｄｔ
ｄｒ＝

ｔ
ｒＫ
。

其次，令ｓ＝φＫ（ａ，ｒ），ｆ１（ｘ）＝ａｒｔｈｓ，ｆ２（ｘ）＝
ａｒｔｈｔ，则 ｆ（ｘ）＝ｆ１（ｘ）／ｆ２（ｘ），且 ｆ１（０）＝
ｆ２（０）＝０。
根据式（１４），求导得：

ｆ′１（ｘ）
ｆ′２（ｘ）

＝
ｓ
ｔ
ｔ′２

ｒ′２
Ｋａ （ｓ）２

Ｋａ （ｒ）２
＝
ｓ
ｔ
ｔ′
ｓ′

２（ ）２ ｓ′Ｋａ（ｓ）ｒ′Ｋａ（ｒ）（ ）２＝
ｓ
ｔ
ｔ′
ｓ′

２（ ）２　２（ ） ｓ′Ｋａ （ｓ）２

ｒ′Ｋａ （ｒ）２（ ）２　２（ ） Ｋａ（ｒ）
Ｋａ（ｓ）（ ）２＝ｆ３（ｘ）．

　　根据文献［５］中的引理６．２（１）、式（２）和定理

６．７，可知函数ｆ３（ｘ）是单调递减的。由引理１易
证ｆ（ｘ）函数的单调性。由ｌ’Ｈｐｉｔａｌ法则及文献
［５］中定理６．７可知极限值ｆ（０＋）＝ｅ（１－１／Ｋ）Ｒ（ａ）／２，

ｆ（∞）＝１。
显然，双向不等式（１６）成立。
定理２　对任意的ｒ∈ （０，１），ａ ∈ （０，１／２），

Ｋ ∈（１，∞），函数

Ｇ（Ｋ）＝
ｌｏｇφＫ（ａ，ｒ）－ｌｏｇｒ

１－１／Ｋ
关 于 Ｋ 在 （１，∞） 上 单 调 递 减，且 值 域 为

ｌｏｇ
１
ｒ
，ｍａ（ｒ）（ ）。 特别地，对ｒ ∈ （０，１），Ｋ ＞１

时，成立不等式

ｒ１／Ｋ ＜φＫ（ａ，ｒ）≤ｒｅ
（１－１／Ｋ）ｍａ（ｒ） （１７）

当且仅当Ｋ＝１或ｒ＝０或ｒ＝１时等号成立。
证 明 　 记 ｇ１（Ｋ）＝ｌｏｇφＫ（ａ，ｒ）－ｌｏｇｒ，

ｇ２（Ｋ）＝１－１／Ｋ，则Ｇ（Ｋ）＝ｇ１（Ｋ）／ｇ２（Ｋ），且

ｇ１（１）＝ｇ２（１）＝０。 由式（１５），求导知
ｇ′１（Ｋ）
ｇ′２（Ｋ）

＝
４
π２μ

ａ（ｒ）ｓ′Ｋａ（ｓ）（ ）２．

根据引理１、引理２中ａ）可知Ｇ（Ｋ）的单调性。根
据ｌ′Ｈｐｉｔａｌ法则、引理２中ａ），极限值分别为

ｌｉｍ
Ｋ→１
Ｇ（Ｋ）＝ｌｉｍ

ｒ→０＋

ｇ′１（Ｋ）
ｇ′２（Ｋ）

＝
４
π２μ

ａ（ｒ）

（ｒ′Ｋａ（ｒ））２＝ｍａ（ｒ）
和

ｌｉｍ
Ｋ→１
Ｇ（Ｋ）＝ｌｏｇ

１
ｒ．

显然，双向不等式（１７）成立。
定理２　中式（１７）的不等式上界改进了式（１１）

中不等式的上界，即ｍａ（ｒ）＜ｒ′μａ（ｒ）。 为说明这
个结论，令Ｓ１（ｒ）＝ｒ′μａ（ｒ），Ｔ１（ｒ）＝ｍａ（ｒ），由文
献［５］中引理５．４（１），可知
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Ｓ１（ｒ）－Ｔ１（ｒ）＝
πｒ′
２ｓｉｎπａ

Ｋ′ａ（ｒ）
Ｋａ（ｒ）

１－π
２

４
ｒ′Ｋａ （ｒ）２（ ）＞０．

　　定理３给出了Ｈｅｒｓｃｈ－Ｐｆｌｕｇｅｒ偏差函数的单调
性和精确不等式。

定理３　对任意的ｒ∈ （０，１），ａ ∈ （０，１／２），

Ｋ ∈（１，∞），定义如下函数

Ｈ（Ｋ）＝φＫ（ｒ）（１＋ｒ′）
（１＋ｒ′）／Ｋ／ｒ１／Ｋ，

Ｑ（Ｋ）＝φ１／Ｋ（ｒ）［２（１＋槡 ｒ′）（１　＋槡ｒ′）］
Ｋ／ｒ　Ｋ，

则Ｈ（Ｋ）和Ｑ（Ｋ）在（１，∞）上关于Ｋ 分别为严格
单调递减和严格单调递增，且值域分别为 （１，

（１＋ｒ′）１＋ｒ′），（２（１　＋槡 ｒ′）（１　＋ 槡ｒ′），∞）。 特别
地，当Ｋ ＞１时，不等式

φＫ（ｒ）＜ （１＋ｒ′）
（１＋ｒ′）（１－１／Ｋ）／ｒ１／Ｋ （１８）

和

φ１／Ｋ（ｒ）＞ ２（１　＋槡 ｒ′）（１　＋槡ｒ′）［ ］１－Ｋ／ｒ　Ｋ
（１９）

成立。

证明　令ｓ＝φＫ（ｒ），由式（１５）及引理２中ａ），

对Ｈ（Ｋ）对数求导得

Ｋ２Ｈ′（Ｋ）
Ｈ（Ｋ）＝－

４
π
ｓ′２　Ｋ （ｓ）２μ（ｒ）＋

ｌｏｇｒ－（１＋ｒ′）ｌｏｇ（１＋ｒ′）

≤
２
π
ｒ′２　Ｋ（ｒ）Ｋ′（ｒ）＋ｌｏｇｒ－（１＋ｒ′）ｌｏｇ（１＋ｒ′）

≤ｍ（ｒ）＋ｌｏｇｒ－（１＋ｒ′）ｌｏｇ（１＋ｒ′）

≤０．
结合引理５可知，函数 Ｈ（Ｋ）在（１，∞）上关于Ｋ
分别为严格单调递减。

其次，令ｕ＝φ１／Ｋ（ｒ），据引理２（ａ），对Ｑ（Ｋ）

对数求导得

Ｑ′（Ｋ）
Ｑ（Ｋ）＝

４
π
ｕ′２　Ｋ （ｕ）２μ（ｒ）＋ｌｏｇ

２（１＋ｒ′槡 ）（１　＋槡ｒ′）
ｒ ＞ｌｏｇ

２（１＋ｒ′槡 ）（１　＋槡ｒ′）
ｒ －μ（ｒ）＝Ｑ１（ｒ）．

通过引理３知Ｑ１（ｒ）＞０，故Ｑ（ｒ）的单调性可证。

此外，极限值和不等式显然。

易证明定理３中式（１８）不等式的上界改进了式
（１２）的不等式上界；易证明定理３中式（１９）不等式
的下界改进了式（１３）的不等式下界。

３　结　论

本文首先建立了Ｒａｍａｎｕｊａｎ模方程理论中广
义 Ｈｅｒｓｃｈ－Ｐｆｌｕｇｅｒ偏差函数、反双曲正切函数、初
等函数的精确不等式，进而改进已知上界。其次，获
得 Ｈｅｒｓｃｈ－Ｐｆｌｕｇｅｒ偏差函数的单调性和不等式，该
结果有助于 Ｒａｍａｎｕｊａｎ模方程理论和偏差函数的
研究。笔者在后续的研究中考虑如何将Ｒａｍａｎｕｊａｎ
模方程的解推广到更加广义的情形，甚至是零平衡
情形。
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