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8!引!言

模糊推理方法的鲁棒性是评价模糊推理误差大
小的因素&评价误差大小的指标至关重要%以两个
模糊集间的距离作为模糊集摄动程度的指标是运用
最多也是最早的&S-QQ4;)#*给出的模糊集近似相
等%H4,5)!*给出的模糊集极大扰动%Y),5等)B*给出
的模糊集相似度%都是以 1̂2P=;12:距离来定义模
糊集的摄动程度&>-4等)%*首先提出用 V4,Z)[;Z4
距离来研究模糊集的摄动程度&V),<2;等)F*提出

了一种称作,差异-的函数来度量模糊集之间的距
离%同时还通过一些自然公理给出了这一概念的定
义%并且研究了这一函数的基本性质&O-,5等)C*

比较和分析了由几种不同类型测度诱导的模糊集近
似相等的概念%并分析了这几个概念之间的关系%同
时还提出了平均逻辑相似度概念%进而研究了三@
推理方法的鲁棒性&

王国俊等)’*提出了适宜展开模糊推理的两类模
糊集度量空间%发现用a*Z-;42[47M蕴涵构造的逻
辑相似度形成的度量空间具有较好的性质&a4



等)E*提出了>I&度量的概念%分析了几个>I&度量
的性质和不等式关系%并且基于>I&度量概念构造
了差异测度%研究了由模糊连结词引起的摄动程度
和 X̂@方法的鲁棒性&

不同的学者选用不同的方法来评价模糊推理的
鲁棒性大小%评价标准不统一就无法进行合理比较%
有时甚至会导致评价结果的显著差异&因此%研究
评价模糊集摄动程度的指标%找出适合的统一标准
去衡量模糊集的摄动程度%对文献中提出的这些指
标进行统一%是有意义且必要的工作%然而目前尚无
相关研究&为了解决评价模糊集摄动程度不统一的
问题%本文提出衡量模糊集摄动程度的新指标%即广
义摄动度$基于广义摄动度这一指标研究了一些连
接词的摄动程度和]‘6推理方法的鲁棒性%以丰富
模糊推理鲁棒性研究的内容&

9!预备知识

单位区间)"%#*上的三角模"简称为<模#是单
调不减映射4!)"%#*!&)"%#*%且满足交换律(结合
律和边界条件4"#%C#gC%4C7)"%#*&对称地%
三角余模"简称为F模#是单调不减映射?!)"%#*!

&)"%#*且满足交换律(结合律和边界条件?""%C#
gC%4C7)"%#*&

若映射5!)"%#*!&)"%#*满足5""%"#g5""%##
g5"#%##g#%5"#%"#g"%且关于第一个变量不增(
关于第二个变量不减%则称5是)"%#*上的模糊蕴涵
算子%简称为模糊蕴涵或蕴涵%蕴涵也可以用&表示&

以下给出几个在文献中常见的<模和;模)$*!
-#0-N21算子!取小算子与取大算子&

4#"C%=#gK4,"C%=#%?#"C%=#gK-R"C%=#&
P#代数算子!代数积与代数和&
4!"C%=#gC=%?!"C%=#gCm=GC=&
7#有界算子!有界积与有界和&

4B"C%=#gK-R""%Cm=G##%?B"C%=#gK4,"#%Cm=#&
以下给出几个在文献中常见的蕴涵)$*!
-#V-KN-,4蕴涵!58"C%=#gK4,"C%=#$
P#0-N21蕴涵!56"C%=#gK-R"#GC%K4,"C%

=##$
7#‘.22,2蕴涵!5M"C%=#gK-R"#GC%=#$
N#a*Z-;42[47M蕴涵!5>"C%=#gK4,"#%#GC

m=#$
2#X24712,P-71蕴涵!55"C%=#g#GCmC=&
以下给出几个在文献中常见的算子)#"*!
-#边界差!"D#\"C#gK-R""%""C#G\

"C##$
P#对称差!"D!\"C#g3"%""C#G\"C#3$

7#6G差!"DB\"C#gK-R"K4,"""C#%#G
\"C##%K4,"#G""C#%\"C##$

N#极小极大线性和!

"D%\"C#g"K4,"""C#%\"C##m
"#G"#K-R"""C#%\"C##%"7)"%#*

假设A 是论域%0"A#是A 的模糊幂集%即A
的所有模糊子集构成的集合&下面给出定义在论域
A 上的幂集的距离定义&

如果映射3!0!"A#&+满足如下条件!
-#3""%\#$"%对于所有"%\70"A#$
P#3""%\#g"%当且仅当"g\$
7#3""%\#g3"\%"#%对于所有"%\70

"A#$
N#3""%\#m3"\%G#$3""%G#%对于所有

"%\%G70"A#&
则称3""%\#是0"A#上的距离%并且称"0"A#%
3#为距离空间&

下面介绍几个常用于鲁棒性研究的距离&
设Ag4C#%C!%1%C&5%"%\70"A#%

-#3s""%\#gK-R##(#&3""C(#G\"C(#3称为
"与\的模糊 1̂2P=;12:距离$

P#3#""%\#K
#
&.

&

(K#
[""C(#U\"C(#[称为

"与\的模糊Y-KK4,5距离$
7 # 3P " "% \ # g

#
&.

&

(K#
[""C(#U\"C(#[P" #

#
P
称为" 与\ 的模

糊V4,Z)[;Z4距离%其中P$#&
从这几个距离形式可知%3#是3P 中Pg#时的

特例%3s是3P 中P趋于s时的极限情形&
引理!)%*!如果V%*是定义在A 上的有界实

值函数%则下列式子成立!

-#3;*QC7AV"C#G;*QC7A*"C#3#;*QC#A3V"C#
G*"C#3$
P#34,/C7AV"C#G4,/C7A*"C#3#;*QC7A3V"C#G

*"C#3&
引理")%*!设)%/是非负实数%##P#s%则下

式成立!

"K-R")%/##P#)Pm/P%.4K
P&s
")Pm/P#

#
PgK-R")%/#&

引理#)%*!设")#%)!%)B%1%)&#%"/#%/!%/B%
1%/&#7+&%##P1s%则下式成立!
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&

JK#
[)JL/J[P" #

#
P # .

&

JK#
[)J[P" #

#
P L

.
&

JK#
[/J[P" #

#
P&

;!广义摄动度

为简便%下文假设论域为非空有限集合%设A
g4C#%C!%1%C&5%0"A#是A 的模糊幂集&

命题!!设"%\70"A#%)$"%)%/7+&如
果3是0"A#上的距离%令

+""%\#g )3""%\#
/m")G/#3""%\#

则+""%\#也是0"A#上的距离&
证明!要证明+""%\#是一个距离%而距离定

义中-#+7#明显成立%只需要证明3#%即!+""%G##
+""%\#m+"\%G#&由3是定义在0"A#上的一
个距离%有3""%G##3""%\#m3"\%G#&令IBg
3""%G#%I!g3"\%G#%I#g3""%\#%即I#mI!$IB&

令 + "I#g )I
/m")G/#I

%+W "I#g

)"/m")G/#I#G)I")G/#
"/m")G/#I#! g )/

"/m")G/#I#!""
%

则+"I#是关于I的增函数&
由I#mI!$IB得+"I#mI!#$+"IB#&从而有

+"I##g
)I#

/m")G/#I#g
I#

/
)m#G

/
)" #I#

%

+"I!#g
)I!

/m")G/#I!g
I!

/
)m#G

/
)" #I!

%

+ "I# m I! # g
)"I#mI!#

/m")G/#"I#mI!#

g
)"I#mI!#

/m")G/#"I#mI!#
&

令Hg/)
%H7""%#*则

+"I##g
I#

Hm"#GH#I#
%+"I!#g

I!
Hm"#GH#I!

%

+"I#mI!#g
I#mI!

Hm"#GH#"I#mI!#
%

+"I##$
I#

Hm"#GH#"I#mI!#
%

+"I!#$
I!

Hm"#GH#"I#mI!#
%

则+"I##m+"I!#$
I#mI!

Hm"#GH#"I#mI!#g+
"I#m

I!#$+"IB#&E
为了记述方便%本文将+""%\#和3""%\#分

别简记为+和3&
>*-,等)##*用逻辑相似度

+""%\#g 7

&

(g#
""""C(#&\"C(## 7"\"C(#&""C(###

构造了逻辑距离3""%\#g#G""%\#%基于逻辑
距离研究了一些蕴涵的摄动程度&王国俊等)’*用正
则相似度"或平均逻辑相似度#构造了距离&O-,5
等)C*将这个距离称为好的距离"当?2中的蕴涵取
5a时%好的距离是Y-KK4,5距离#%并且基于这个
距离%研究了三@方法的鲁棒性&笔者注意到%如果
命题#中令)g/%3""%\#就取逻辑距离)##*或好的
距离)C*%因此逻辑距离)#!*(好的距离)C*就是命题#
定义的距离的特例&a4等)E*提出了用于鲁棒性研
究的>IG距离%其实>I]距离就是命题#中当
3""%\#取好的距离的特殊情况&

定义!!设"%\70"A#&+ 由命题#定义%
如果有下式

+""%\#g )3""%\#
/m")G/#3""%\###

成立%则称"是\的广义摄动度%或\是"的广义
摄动度%简称为广义摄动度%简记为"F"##\&

当)g/时%+""%\#g3""%\#&若3""%\#
取的是 1̂2P=;12:距离3s%上述定义就是文献)#*
中所指的两个模糊集近似相等$若3取V4,Z)[;Z4
距离3P%上述定义就是文献)%*中定义BE#$若3取
好的距离%上述定义就是文献)E*中定义#B&

a4等)E*提出了>IG距离的概念%可以使好的
距离成为其特殊情况&但是%>I&距离不包含
V4,Z)[;Z4距离%而本文提出的距离+ 可以包含
V4,Z)[;Z4距离作为特例%而且也包含>I&距离"取
3为好的距离#作为特例&a4等)E*已经研究了基于
>I&距离的模糊集摄动程度&但尚未见到基于推广
的V4,Z)[;Z4距离为模糊集摄动程度的指标来研
究模糊集的摄动程度的文章&基于此%本文只讨论
当3取V4,Z)[;Z4距离时模糊集的广义摄动度&

模糊推理方法是由模糊连接词构成%下面基于
广义摄动度研究一些常见模糊连接词的摄动程度&

定理!!设"#%"!%\#%\!70"A#%3g3P&
如果+""#%"!####%+"\#%\!###!%则"#G\#
与"#G\!的广义摄动度为!+""#G\#%"!G\!#

#
)#

/m")G/##
%这里
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#g
/##

)G")G/###" #Pm /#!
)G")G/##!" #P" #

#
P
%

G74?%=5&
证明!为节省篇幅%只给出Gg?时的证明%另

一种情况类似可证&

由+""#%"!#g
)3""#%"!#

/m")G/#3""#%"!####
%得

3""#%"!##
/##

)G")G/###
&

同理+"\#%\!#g
)3"\#%\!#

/m")G/#3"\#%\!####
%

得3"\#%\!##
/#!

)G")G/##!
&

设"#g")#%)!%1)&#%"!g")W#%)W!%1%

)W&#%\#g"/#%/!%1%/&#%\!g"/W#%/W!%1%/W&#&
那么
3""#?\#%"!?\!#g

#
&
.
&

(K#
3"#"C(#?\#"C(#G"!"C(#?\!"C(#3P" #

#
P
&

.
&

(K#
["#"C(#?\#"C(#U"!"C(#?\!"C(#[P

K[K-R")#%/##UK-R")W#%/W##[PL1L
![K-R")&%/&#UK-R")W&%/W&#[P

#"K-R"[)#U)W#[%[/#U/W#[##PL1L
!"K-R"[)&U)W&[%[/&U/W&[##P

#[)#U)W#[PL[/#U/W#[PL1L[)&U)W&[PL

![/&U/W&[PK.
&

(K#
[)(U)W([PL.

&

(K#
[/(U/W([P&

从而有
3""#?\#%"!?\!##

!!
/##

)G")G/###" #Pm /#!
)G")G/##!" #P" #

#
P
&

令#g
/##

)G")G/###" #Pm /#!
)G")G/##!" #P" #

#
P
%设

+"I#g )I
/")G/#I

%由于+"I#是关于I的增函数%故

+""#?\#%"!?\!##
)#

/m")G/##
&E

类似可证定理!+定理%&
定理"!设"%"W%\%\W70"A#%其中"W是"

的补集%\W是\ 的补集%3g3P&则+""%\#g
+""W%\W#%如果+""%\###%则+""W%\W###&

定理#!设"#%"!%\#%\!70"A#%3g3P&
如果+""#%"!####%+"\#%\!###!%则"#G\#

与"!G\!的广义摄动度为!

+""#G\#%"!G\!##
)#

/m")G/##
%

其中!#g
/##

)G")G/###m
/#!

)G")G/##!
%G744!%

4B%D#%D!5&
定理$!设"#%"!%\#%\!70"A#%3g3P&

如果+""#%"!####%+"\#%\!###!%则"#G\#
与"!G\!的广义摄动度为!

+""#G\#%"!G\!##
)#

/m")G/##
%

其中!

#g!
/##

)G")G/###m
/#!

)G")G/##!" #%G74?!%D%5&
<!基于广义摄动度的J7M推理方法的鲁棒性

模糊控制中的模糊规则实质上是定义在乘积上
的二元模糊集%用于表示模糊关系&蕴涵在模糊推
理中处于重要地位%下面给出蕴涵的广义摄动度&

定理%!设"#%"!70"A#%\#%\!70"-#%
G#%G!70"Ai-#%3g3P%G#g5a""#%\##%G!g
5a""!%\!#&如果+""#%"!####%+"\#%\!##
#!%则

+"G#%G!##
)#

/m")G/##
%

其中!#g
/##

)G")G/###m
/#!

)G")G/##!
&

定理F(定理’的证明和定理C的证明类似%但
定理C的证明更为复杂&因此下面只给出定理C的
证明%略去定理F和定理’的证明&

定理&!设"#%"!70"A#%\#%\!70"-#%
G#%G!70"Ai-#%3g3P%G#g57""#%\##%G!g
57""!%\!#&如果+""#%"!####%+"\#%\!##
#!%则

+"G#%G!##
)#

/m")G/##
%

其中!

#g!
/##

)G")G/###m
/#!

)G")G/##!
%57745X%505&

证明!本文只给出蕴涵取5X"""C#%\"C##时
的情况%蕴涵取50"""C#%\"C##的情况类似可得&

设"#g")##%)#!%1%)#&#%"#g")!#%)!!%1%
)!&#%\#g"/##%/#!%1%/#H#%\#g"/!#%/!!%1%
/!H#&G#g5X""#%\##g"T(B#&iH%G!g5X""!%
\!#g"TW(B#&iH&
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由+""#%"!#K
)3""#%"!#

/L")U/#3""#%"!####
%

可得

3""#%"!#K
#
&.

&

(K#
[)#(U)!([P" #

#
P

#

/##
)U")U/###

% .
&

(K#
[ )#( U )!( [P

#&
/##

)U")U/###" #P&
同 理 可 得% .

H

BK#
[ /#B U /!B [P

#H
/#!

)U")U/##!" #P&
从而
[G(B UGW(B[K["#U)#( L)#(/#B#U"#U)!( L
)!(/!B#[K
[)!(U)#(L)#(/#BU)!(/!B[#[)!(U)#([L
![)#(/#BU)!(/!B[K[)!(U)#([L[)#(/#BU)!(/#BL
!)!(/#BU)!(/!B[
#[)!(U)#([L/#B[)#(U)!([L)!([/#BU/!B[
#![)!(U)#([L[/#BU/!B[$

3"G#%G!#K
#
&H.

&

(K#
.
H

BK#
[G(BUGW(B[P" #

#
P

#
#
&H.

&

(K#
.
H

BK#
"![)!(U)#([L[/#BU/!B[#P" #

#
P

#
#
&H.

&

(K#
.
H

BK#
!P)!(U)#([P" #

#
P

L

!
#
&H.

&

(K#
.
H

BK#
[/!BU/#B[P" #

#
P

K!
#
&.

&

(K#
[)!(U)#([P" #

#
P

L

!
#
H.

H

BK#
[/!BU/#B[P" #

#
P

#!
/##

)G")G/###m
/#!

)G")G/##!
&

令#g!
/##

)G")G/###m
/#!

)G")G/##!
%设+"I#g

)I
)G")G/#I

%由于+"I#是关于I的增函数&故

+"G#%G!##
)#

)G")G/##
&E

定理’!设"#%"!70"A#%\#%\!70"-#%
G#%G!70"Ai-#%3g3P%G#g57""#%\##%G!g
57""!%\!#&如果+""#%"!####%+"\#%\!##
#!%则!

+"G#%G!##
)#

/m")G/##
%

其中!#g
/##

)G")G/###" #Pm /#!
)G")G/##!" #P" #

#
P
%

57745V%5‘5&
模糊关系推理"IX@#中包括两种推理机制%一

种是常用的0-N21合成推理方法"̂X@#)#!*%另一种
是 S2<+=7M 提 出 的 ]-,N.2+&‘)1)*<6*PQ+)N*7<
"]‘6#推理方法)#B*&

模糊推理中最常见的单规则形式的IVS可以
描述为!

规则!如果C 是"%那么= 是\$输入!C 是
"2$输出!\2是@""%\%"2#&

根据上面推理形式%可以将模糊推理理解成模
糊输出关于模糊输入的映射@%模糊规则,如果C是
"%那么=是\-相当于一个推理机制内部的模糊关
系5""%\#&模糊推理输入"2时%"2与5""%\#
进行合成输出\2g@""%\%"2#& X̂@推理方法
和]‘6推理方法都是基于同样的思想&

针对 X̂@推理方法已经有大量研究%针对]‘6
推理方法的研究相对较少&下面讨论]‘6推理方
法基于广义摄动度的鲁棒性&

首先介绍]‘6推理方法&该方法用如下方式
确定\2!

\2g@""%\%"2#g"285""%\#%
5""%\#是一个模糊关系5!Ai-&)"%#*#%8表述
模糊合成算子&

在]‘6推理中%8取蕴涵算子%即
\2g@""%\%"2#g 7C7A4"2&5"""C#%

\"=##5%=7-&
对于单输入形式的]‘6推理有如下两种形式!

\2g 7C7A"2"C#&"""C#&\"C##%=7-$

\2g 7C7A"2"C#&"""C#H\"C##%=7-&
本文仅讨论]‘6推理的第一种形式%基于广义

摄动度讨论当推理中的蕴涵取同型蕴涵时的
鲁棒性&

定理(!设"#%"!%"2
#%"2

!70"A#%\#%\!7
0"-#%\2

#%\2
! 分别是]‘6推理方法的结果%推理

中蕴涵取5>&如果+""#%"!####%+"\#%\!##
#!%+""2

#%"2
!###B%则

+"\2
#%\2

!##
),

/m")G/#,
%

其 中!, g "!P& /#B
)G")G/##B" #P m !P&
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" /##
)G")G/###m

/#!
)G")G/##!#

P#
#
P&

证明!设"#g")##%)#!%1%)#&#%"!g")!#%
)!!%1%)!&#%\#g"/##%/#!%1%/#H#%\!g"/!#%/!!%
1%/!H#%"2

# g")#%)!%1%)&#%"2
! g")W#%)W!%1%

)W&#%G#g5>""#%\##g"T(B#&iH%G!g5>""!%
\!#g"TW(B#&iH&

由定理F可知%+"G#%G!##
)#

/m")G/##
%#g

/##
)G")G/###m

/#!
)G")G/##!

&令9如下!

9g3K4,"# 7 "#G)#mT#B#%1%# 7 "#G)&m
T&B##G
K4,"# 7 "#G)W#mTW#B#%1%# 7 "#G)W&m
TW&B##3P%
则
9#"K-R"# 7 "#G)#mT#B#G# 7 "#G)W#mTW#B#%1%

!# 7 "#G)&mT&B#G# 7 "#G)W&mTW&B###P

#"K-R"3)W#G)#mT#BGTW#B3%1%3)W&G)&mT&BGTW&B
3##P

#"K-R"3)W#G)#3m3T#BGTW#B3%1%3)W&G)&3m3T&BGTW&B
3##P

#K-R""K-R"!3)W#G)#3%!3T#BGTW#B3#%1%

!K-R"!3)W&G)&3%!3T&BGTW&B3##P#

#!P.
&

(K#
[)W(U)([PL!P.

&

(K#
[T&BUTW&B[P&

从而有

3P"\2
#%\2

!#K
#
H.

H

BK#
9

#

!P #H.
H

BK#
.
&

(K#
[)W#U)#[PL.

&

(K#
[T&BUTW&B[P" #

#!P.
&

(K#
[)W# U)#[P L!P&

#
&H.

&

(K#
.
H

BK#
[T&B U

TW&B[P

#!P&
/#B

)U")U/##B" #PL!P&#P&
令, K !P& /#B

)U")U/##B" #PL!P&#P" #
#
P
%由于

+"I#是关于I的增函数%因此

+"\2
#%\2

!##
),

/m")G/#,
&E

定理)!设"#%"!%"2
#%"2

!70"A#%\#%\!7
0"-#&\2

#%\2
! 分别是]‘6推理方法的结果%推

理中蕴涵取55&如果+""#%"!####%+"\#%\!#

##!%+""2
#%"2

!###B%则

+"\2
#%\2

!##
),

/m")G/#,
%

其 中! , g "%P& /#B
)G")G/##B" #P

m%P&"!#P /##
)G")G/###m

/#!
)G")G/##!##

#
P&

定理!*!设"#%"!%"2
#%"2

! 70"A#%\#%\!
70"-#&\2

#%\2
! 分别是]‘6推理方法的结果%

推理中蕴涵取56&如果+""#%"!####%+"\#%

\!###!%+""2
#%"2

!###B%则

+"\2
#%\2

!##
),

/m")G/#,
%

其 中! , g "!& /#B
)G")G/##B" #P

m&"!#P /##
)G")G/###m

/#!
)G")G/##!##

#
P&

定理!!!设"#%"!%"2
#%"2

! 70"A#%\#%\!
70"-#&\2

#%\2
! 分别是\M?推理方法的结果%

推理中蕴涵&如果+""#%"!####%+"\#%\!##
#!%+""2

#%"2
!###B%则

+"\2
#%\2

!##
),

/m")G/#,
%

其 中! , g "& /#B
)G")G/##B" #P

m&" /##
)G")G/####

P
m&" /#!
)G")G/##!##

#
P&

定理$+##的证明可由定理E类似可得%故不
再给出证明&

推论!!当+ 中)g/时%基于5a%5X%50%
5V%5‘蕴涵的]‘6推理方法的鲁棒性见表#&
表9!基于C个蕴涵的J7M推理方法鲁棒性
蕴涵 鲁棒性

5a ,g"!P&#PBm!P&"##m#!#P#
#
P

5X ,g"%P&#PBm%P&!
#
P##m#!" #P##P

50 ,g"!&#PBm&"!
#
P##m#!#P#

#
P

5V%5‘ ,g"&#PBm&#P#m&#P!#
#
P

B!结!语

在模糊推理方法鲁棒性的研究中%评价模糊集
摄动程度的指标是十分重要的&本文将评价模糊集
摄动程度指标进行统一%提出了广义摄动度这一概
念&基于V4,Z)[;Z4距离定义的广义摄动度%研究

"C! !!!!!!!!浙!江!理!工!大!学!学!报"自然科学版# !"#$年!第%#卷



了一些常用蕴涵和模糊连接词的摄动程度%并研究
了]‘6推理方法的鲁棒性&本文的工作不但统一
了用于评价模糊集摄动程度的指标%而且为实际应
用中选取不同的摄动程度指标提供了新的选择&后
续的工作之一是以广义摄动度为模糊集的摄动程度
指标来研究其它推理方法的鲁棒性&
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