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!!摘!要"针对一类二阶线性波动方程!首先根据时空紧算子构造了一类新的紧差分格式!证明了差分格式解的
存在性和唯一性(其次!利用I)*+42+分析法得到建立的紧差分格式的条件稳定性(再次!利用a-R定理和相容性条
件证明数值格式的收敛性!收敛阶在>s 范数下为,"2%L@%#’数值计算的结果验证了理论结果’
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8!引!言

本文研究经典波动方程解的高阶数值逼近问
题%其方程形式为!
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其中Y是正数&方程"##的初始条件为!
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边界条件为!
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其中!V"C%I#()"C#(3"C#(-"I#(’"I#为已知函
数%且)")#K-""#()"/#K’""#(3")#K-W""#(

3"/#K’W""#&本文假定方程"##+"B#的解满足
."C%I#7GC%%"))%/*# "%#

并且V"C%I#在解的#"邻域内关于第一(第二分量
有一阶连续导数%其中#"是一个正数&

对于二阶线性边值问题%常用的数值方法有打
靶法和有限差分法等&很多学者都在此领域进行了
深入广泛的研究&例如%孙志忠)#*以波动方程为模
型%对第一边值问题分别建立了时空方向均有二阶
精度的显格式和隐格式&随后%他又建立了时间二
阶空间四阶的紧致差分格式&刘相国等)!*利用有限
差分法求解波动方程边值问题%求得的数值解有较



高的精度和较快的运行速度$刘付军等)B*针对一类
二阶双曲型偏微分方程%利用有限差分法建立了两
种差分格式%并对其进行加权平均%得到具有三阶精
度的加权平均格式$]+4<<等)%*考虑变声速二阶波
动方程在空间和时间上的四阶精度紧差分格式%其
分析方法为能量分析法%与本文不同&

双曲型偏微分方程在实际问题中有着广泛的应
用%但一般情况下%直接分析和求解很困难%因此常
常通过对数值格式稳定性进行间接分析得到数值格
式的精度&本文利用时空紧算子%推导了一类新的
差分格式%利用对角占优矩阵性质)F*证明差分格式
解的存在唯一性$另外利用I)*+42+级数分析了该
格式的条件稳定性%并利用a-R&V4.5+-K定理以及
相容性条件得到了数值格式的收敛性%为数值求解
双曲型方程提供一种有效解法&

9!建立紧差分格式

有限差分法方法是定解问题求解的最广泛的数
值方法%其基本思想是对时空进行离散%用数值解代
替真解%忽略小量项得到的差分方程组%去近似代替
原方程和相应的定解条件%并把差分方程组的解作
为原定解问题的近似解&

用有限差分法建立紧差分格式的第一步%是将
求解区域"K4"C%I#[)#C#/%"#I#45进行
剖分&取正整数H 和&%并记C(K)L(@%"#(

#H%IJKJ2%"#J#&%其中!@K
/U)
H
%IK4’&%

分别称@和3为空间步长和时间步长&用两簇平行
直线

CKC(%!"#(#H
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将 " 分割成一系列的矩形网格&记 "@ K
C(["#(#H4 5%"2KIJ["#J#&4 5%"@2K
"@O"2%称"C(%IJ#为结点&

引进下列记号!
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定义网格函数1K41J(["#(#H%"#J#&5%其
中1J(K."C(%IJ#%"#(#H%"#J#&&定义VJ(

KV"C(%IJ#&
引理!)C*!如果*"C#7GC)C(U#%C(L#*则有
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其中%.(7"C(U#%C(#&

定义算子!
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第二步在节点"C(%IJ#考虑方程"##%则有!
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将算子"C"I作用方程"$#并利用引理#可得
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由初始条件"!#%有!
1"(K)"C(#%##(#HU# "#!#

根据带积分余项的8-=.)+展开式以及方程"!#%
可得!
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其中!Y"##( K
"U##B
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(#HU#&
注意到边界条件"B#%有!
1J"K-"IJ#%!1JHK’"IJ#%!"#J#&"#%#

在方程"#"#+"#%#%略去高阶小量项5J(和Y"##( 并用
.J( 代替1J(%可对方程"##+"B#建立如下差分格式!
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由5J( 的定义"###%容易得到数值格式"#F#+
"#E#的局部截断误差&

引理")’*!假设方程"%#成立%差分格式"#F#+
"#E#的局部截断误差满足
[5J([#G""2%L@%#%!##(#HU#%

##J#&U# "#$#
其中%G"是与@和3无关的常数&

;!差分格式解的存在性

定理!!差分格式"#F#+"#E#有唯一解&
证明!令
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则差分格式"#F#+"#E#可以写成如下矩阵形式!
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易知%矩阵"是严格对角占优的%故方程组"!##有
唯一解%由初值条件可以确定."(.#%依次类推%可
以唯一求解出时间上各层的数值解&定理证毕&

<!差分格式解的稳定性和收敛性

<O9!稳定性
考虑如下齐次线性方程组
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下I)*+42+级数!
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"HU##!-!2B5将方程"%!#("%%#+"%F#代入方程
"B$#%得

[4’"J#[#"槡!LG##)’L"4LG##/’%
!##’#HU#%!"#J#& "%C#

于是!
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将方程"%’#两边对’求和%得
ZJ !#%) !L!4!3 !L!G#!") !L 3 !#%

"#J#& "%E#
定理证毕&
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记9J(K1J(U.J(%!"#(#H%!"#J#&%则
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)>.*J(K"C",!I1J(#UY!"I",!C1J(#L
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>@.J(K"C,!I.J(UY!"I",!C.J(#K"C"IVJ( "F##
这里>@ 表示差分算子%5J( 表示局部截断误差%即

5J(K)>.*J(U>@.J( "F!#
记YJ(K"C"IV"C(%IJ#U"C"IVJ(K"&为了证明收
敛性%本文需要引进下面相容性的概念%有定义#&

定义!)E*!若当2%@&"%!J2KI""1I#4#
时%对于充分光滑的函数.有 5J &"%则称>@是
微分算子>的相容逼近&另外%若当2%@&"%J2K
I时%又有 YJ &"%则称差分方程"F##是微分方程
"%$#的相容逼近%或简称差分方程"F##是相容的&

由引理!可知差分格式"#F#+"#E#是相容的&
定理#"a-R定理)$*#!若差分格式是线性的

且相容的%则稳定性意味着收敛性%且若局部截断误
差满足[5J([K,"2-L@’#%则差分格式的收敛阶
满足

5J #G!"2-L@’# "FB#
其中%G!是与空间步长和时间步长无关的有界量&

结合定义#及其相容性%易知差分格式"#F#+
"#E#满足如下收敛性定理&

定理$)E*!在假设条件下%本文差分格式是收
敛的%且收敛阶满足

5J #G!"2%L@%# "F%#
其中%G!是与空间步长和时间步长无关的有界量&

B!数值算例与结果分析

定义最大模范数和收敛阶,Y3如下%

%s"@%2#K K-R
"#(#H%"#J#&

[."C(%IJ#U.J([

,Y3K.)5!
%s"@%2#
%s"@’!%2’!#" #’

(

)

"FF#

!!算例!!考虑边界条件齐次的初边值问题
"##+"B#%此问题的精确解为."C%I#K2UI;4,"C#%
其中边界条件和初始条件由精确解确定&

解!由于F!K-!2
!

@!K
H!

&!
%故稳定性条件为

H
& ##

&

表#为满足稳定性条件HK#"%&K#"时部分
节点的数值解%真实解以及相应数值解和真实解之
间的绝对误差&

表9!部分结点处的精确解&数值解以及
相应的绝对误差

结点坐标 数值解 真实解 [."C(%IJ#U.J([
"-’!%"A!# "AE#E’B% "AE#E’B# BAC#FEi#"GC

"-’!%"AB# "A’%"E!E "A’%"E#E #A"#%$i#"GF

"-’!%"A%# "AC’"BB$ "AC’"B!" #AECF"i#"GF

"-’!%"AF# "AC"CFF$ "AC"CFB# !AE""Bi#"GF

"-’!%"AC# "AF%EE%$ "AF%EE#! BA’"B$i#"GF

"-’!%"A’# "A%$CCB" "A%$CFEB %A%C%!i#"GF

"-’!%"AE# "A%%$B’C "A%%$B!$ %A$EC"i#"GF

!!表!为不同网格剖分下数值解和真实解误差的
最大范数和收敛阶%其中范数和收敛阶按方程"FF#
定义&

表;!数值解.在>s 范数下的误差及
其相应的收敛阶

网格剖分 5s"@%2# 收敛阶
!"’!" BA!$$Ci#"GC BA$E%F
%"’%" !A"E%Fi#"G’ BA$$#$
E"’E" #AB#"#i#"GE BA$$FC
#C"’#C" EA!#B#i#"G#" +

!!由表!可以看出当@缩小到原来的#’!%3缩小
到原来的#’!时%最大误差约缩小到原

来的#’#C%由此可知本文构造的差分格式全局
收敛阶为%阶&

图#描绘了%"i%"网格剖分下数值解(精确解
及其相应的误差曲面&

算例"!考虑边界条件非齐次的初边值问题
"##+"B#%此问题的精确解为."C%I#KI!7);"C#%
其中边界条件和初始条件由精确解确定&

解由于F!K0!2
!

@!K
H!

&!
%故稳定性条件为H

& ##
&

!!表B为满足稳定性条件HK#"%&K#"时部分
节点的数值解%真实解以及相应数值解和真实解之
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图#!HK%"%&K%"时%相应的数值解曲面(精确解曲面以及误差曲面

间的误差绝对值&
表<!部分结点处的精确解&数值解以及

相应的绝对误差
结点坐标 数值解 真实解 [."C(%IJ#U.J([
"!-’F%"A!# "A"#!BC# "A"#!BC# #A%BE"i#"GE

"!-’F%"AB# "A"!’E#! "A"!’E#! ’AE’"’i#"GE

"!-’F%"A%# "A"%$%%B "A"%$%%B !A%EB#i#"G’

"!-’F%"AF# "A"’’!FF "A"’’!F% FA$!E’i#"G’

"!-’F%"AC# "A###!%’ "A###!%C #A#%B"i#"GC

"!-’F%"A’# "A#F#%!" "A#F#%#E #AEC"$i#"GC

"!-’F%"AE# "A#$’’’% "A#$’’’# !ACEBFi#"GC

!!表%为不同网格剖分下数值解和真实解误差的
最大范数和收敛阶%其中范数和收敛阶按方程"FF#
定义&

表B!数值解.在>s 范数下的误差及
其相应的收敛阶

网格剖分 5s"@%2# 收敛阶
!"’!" FAB"’Bi#"G’ BA$$#F
%"’%" BABBC’i#"GE %A"""B
E"’E" !A"EF"i#"G$ BA$$$B
#C"’#C" #AB"BEi#"G#" +

!!由表%可以看出%本文构造的差分格式的全局
收敛阶为%阶%且当@缩小到原来的#’!%3缩小到
原来的#’!时%最大误差约缩小到原来的#’#C&由
此再次验证本文构造的差分格式全局收敛阶
为%阶&

图!描绘了%"i%"网格剖分下数值解(精确解
及其相应的误差曲面&

图!!HK%"%&K%"时%相应的数值解曲面%精确解曲面以及误差曲面

C!结!语

本文对经典的线性波动方程构造了时空四阶紧
差分格式%并证明了差分格式的收敛阶在无穷范数
意义下时间和空间方向上均为四阶精度&数值算例
表明%本文的算法对于高精度求解线性波动方程十
分有效&
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