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!!摘!要"为了使得非可加测度和积分理论有更广泛的适用性!结合实分析的方法!通过把取值为负的递减函数
转化为非负函数!证明了>2,,2P2+5利用分布函数引入的关于区间上单调递减函数的积分与a2P2;5*2积分恒等价(
研究了>2,,2P2+5积分的分析性质!给出了几类收敛定理如单调收敛定理&有界收敛定理&控制收敛定理等!从而为
该积分的研究提供更多的方法’
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8!引!言

众所周知%a2P2;5*2测度)#*是非负的(满足可
列可加性的一种集函数%因此基于a2P2;5*2测度的
a2P2;5*2积分)#*具有线性性质&a2P2;5*2积分无
论是在数学还是其他应用学科的研究中应用都非常
广泛&然而%实际问题中有大量问题不满足可加性%
因此各种非线性积分)!*应运而生&#$FB年%法国数

学家 1̂)L*2<利用容度概念引入了 1̂)L*2<积分&
在各种非线性积分中 1̂)L*2<积分处于重要地位%
广泛应用于数据分析(模式识别(经济数学(信息融
合等诸多领域)B&%*&

非可加测度)!*是容度的推广&自!"世纪’"年
代以来有关非可加测度积分的研究越来越受到人们
的关注)F&C*&>2,,2P2+5)!*利用分布函数引入了区间
上的单调递减函数的一种积分%并以此积分为基础



建立了系统的非可加测度和积分理论&近年来%关
于非可加测度和积分的研究内容已经非常丰
富)’&#F*&如巩增泰等)’*引入了区间值和模糊数值函
数关于非可加测度的 1̂)L*2<积分$作为 1̂)L*2<
积分的推广%‘.2K2,<等)$*利用两极容度给出了泛
积分的概念$徐鹤萍等)#"*将非负可测函数的泛积分
定义推广到一般实值可测函数%讨论了基于普通加
法和乘法的一般实值可测函数的泛积分等&关于基
于非可加测度的积分在信息融合(优化等问题中的
应用可参看文献)##&#F*等&

>2,,2P2+5)!*指出%有限区间上单调递减有界
函数的>2,,2P2+5积分和X42K-,,积分等价%而无
界区间上的积分或者有限区间上无界函数的积分与
广义X42K-,,积分等价&但他并未给出等价的详
细证明%只是讨论了>2,,2P2+5积分的相关性质%而
这些性质的证明过程比较繁琐&需要说明的是文献
)!*中没有给出>2,,2P2+5积分和a2P2;5*2积分的
关系&本文将证明单调递减函数的>2,,2P2+5积分
与a2P2;5*2积分恒等价%从而关于>2,,2P2+5积分
的结论可由a2P2;5*2积分的相应结论直接得到%证
明过程与直接讨论>2,,2P2+5积分的方法相比更为
简洁%为>2,,2P2+5积分的研究提供一种新的思路&

9!预备知识

本文中 a2P2;5*2积分简称为 > 积分%而
X42K-,,积分简称5积分%5U K+?4Us%Ls5
为广义实数集&

定义!)!*!设;K")%/#为一个有限区间%,为
整数集&V!;&5

U 为递减函数&函数3!,&;称为
一个;的重分%若3& #3&L#%&7,%且4,/

&7,
3& K

4,/;%;*Q
&7,
3&K;*Q;&定义V关于3的下和为!

?"V%3#K.
Ls

&KUs
V"3&#"3&U3&U##&

!!定义")!*!区间;K")%/#上单调递减函数

V"C#的>2,,2P2+5积分"以下简称为+积分#定义
如下!

"+#0
/

)
V"C#NCK;*Q

3
?"V%3#&

其中;*Q
3
?"V%3#表示对所有3对应的V"C#的下

和?"V%3#取上确界&
由定义可知%若?"V%3#对所有3都不存在"即

为‘s或无意义#%则"+#0
/

)
V"C#NC不存在$积分区

间;的端点值对积分值没有影响%即;K ")%/#’

")%/*’))%/#’))%/*对应的积分"+#0
/

)
V"C#NC值是

相等的&显然%当V1"时%积分值为负值&和>积
分一样%当函数V的+积分定义中的级数之和出现
sUs时%称V的积分无意义$而当V的+积分为
‘s时%称V的积分确定%但V为+不可积函数&

定理!)#*!设V为))%/*上的有界函数%若V
为))%/*上的5可积函数%则V也为))%/*上>可
积函数且

"5#0
/

)
V"C#NCK">#0))%/*

V"C#NC&

!!由文献)#*可知%对于无界函数的5积分"广义
5积分#定理#不再成立&如果函数不变号%则定理
#仍然成立&对于无界区间上的广义积分%情况
类似&

;!主要结论

引理!!设;K")%/#%V!;&5
U 为非负递减函

数%则!

"+#0
/

)
V"C#NCK">#0")%/#

V"C#NC&

!!证明!由+积分的定义可知%对任意;的重分3%

有?"V%3##"+#0
/

)
V"C#NC&设3&K43&(5Ls(KUs为重

分列%且3&L#为3&的加细%即3&的分点全部是3&L#的

分点%*3& K ;*Q
Ls

(KUs
"3&( U3&(U##&"&记V3&"C#K

.
Ls

JKUs
1"3&JU#%3&J*"C#V"3&J#为3&所对应的函数列&显然

V3& 关于&为递增函数列%故V3& 为可测函数列&且对
任意&%C 7 ")%/#%V3&"C##V"C#%由*3& &"%

3&#3&L#和V为单调递减函数可知%在函数V的连续
点.4K
&&s
V3&"C#KV"C#&即在;上V3& 是关于&递增

的递减函数列且在;上几乎处处收敛到V&
因此由>积分的单调收敛定理可得

.4K
&&s
?"V%3&#K.4K

&&s
">#0")%/#

V3&"C#NC

K">#0")%/#
V"C#NC&

由文献)!*中非负可测函数的>积分定义和+积分

的定义可知 "+#0
/

)
V"C#NC # ">#0")%/#

V"C#NC&

而V3& 为单调递增函数列%从而!

.4K
&&s
?"V%3&#K;*Q

3&
?"V%3&##"+#0

/

)
V"C#NC#

">#0")%/#
V"C#NCK.4K

&&s
?"V%3&#&
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这就证明了

"+#0
/

)
V"C#NCK">#0")%/#

V"C#NC&

!!证毕&

引理"!设;K")%/#%V!;&5
U 为取值非正的

递减函数且V是+可积函数%则!

"+#0
/

)
V"C#NCK">#0")%/#

V"C#NC&

!!证明!V是+可积函数%因此由V的递减性可
知%对任意C7")%/#%V"C#7+%即V为实值函数&
在 ")%/#中任取一个序列 4/&5%使得/& 1/&L#且
4/&5收敛于/&对任意C7")%/&#%"$V"C#$
V"/&#"Us%因此在")%/&#上V为有界递减函数%
故V在")%/&#上5可积%从而也>可积&由于在")%

/&#上V为有界函数%因此由+积分和5积分定义
可知!

"+#0
/&

)
V"C#NCK"5#0

/&

)
V"C#NC&

从而!

"+#0
/&

)
V"C#NCK"5#0

/&

)
V"C#NC

K">#0))%/&*
V"C#NC

KU">#0))%/&*
"UV"C##NC

KU">#0))%/&*
VU "C#NC&

其中 VU "C#为 V"C#的负部%即 VU "C#K
UV"C#&取/"K)%则由4/&5的定义可知!

">#0")%/#
V"C#NCKU">#0")%/#

VU "C#NC

KU.
Ls

&K"
">#0"/&%/&L##

VU"C#NC&

下面证明U">#0")%/#
VU"C#NCK"+#0

/

)
V"C#NC&

对 任 意 ; 的 重 分 3% 令 V3"C#K

.
Ls

&KUs
1"3&U#%3&*"C#.V"3&#%则在 ")%/#上[V3"C#

[$[V"C#[&而由 .
Ls

&KUs
V"3&#"3&U3&U##收敛可知

该级数的两个余项"两个方向#都收敛于"&即V3 在

")%/#上+可积%且积分为 .
Ls

&KUs
V"3&#"3&U3&U##&

由V3"C#为")%/#上的分段常值递减函数可
知%V3"C#在")%/#上>可积且

"+#0
/

)
V3"C#NCK">#0")%/#

V3"C#NC&

从而!

U"+#0
/

)
V"C#NCK U;*Q

3
?"V%3#K U;*Q

3
?"V3%3#

KU;*Q
3
">#0")%/#

V3"C#NC

K4,/
3
">#0")%/#

"UV3"C##NC&

!!类似于引理#%设3&K 43&(5Ls(KUs 为重分列%且

3&为3&L#的加细%*3&K ;*Q
Ls

(KUs
"3&(U3&(U##&"%&&

s&则非负函数列4UV3&"C#5s&K#单调递减地几乎
处处收敛到VU"C#&由UV3&"C#$VU"C#$"可
知%UV3#"C#是4UV3&"C#5s&K#的一个控制函数&因
此%由控制收敛定理可得!

4,/
3
">#0")%/#

"UV3"C##NCK.4K
&&Ls
">#0")%/#

"UV3&"C##NC

K ">#0")%/#
VU"C#NC

KU">#0")%/#
V"C#NC&

即

U">#0")%/#
VU "C#NCK"+#0

/

)
V"C#NC&

!!证毕&
在引理!的证明中%因为函数V是非正函数%

而4V3&5s&K#是非正递增函数列%因此证明过程中将

V3& 转化为非负递减函数列 4UV3&5s&K#进行讨论%
进而利用控制收敛定理可得引理!的结论成立&

引理#!设;K")%/#%V!;&5
U 为取值非正的

递减 函 数%若 V 为; 上 + 不 可 积 函 数%即

"+#0
/

)
V"C#NCKUs%则V 也不是;上> 可积

函数&
证 明 ! 因 为 V 为 非 正 函 数%因 此 由

"+#0
/

)
V"C#NCKUs%以及对任意T7 ")%/#%

"+#0
/

)
V"C#NCK"+#0

T

)
V"C#NCL"+#0

/

T
V"C#NC

可知!

"+#0
/

T
V"C#NCKUs "##

从而!

">#0)T%/*
V"C#NCKU">#0)T%/*

VU "C#NC "!#

式"##即对)T%/#任意划分43&5%3&13&L#%&7,%

.
Ls

&KUs
V"3&#"3&U3&U##KUs "B#

也就是!
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.
Ls

&KUs
VU "3&#"3&U3&U##KLs "%#

因此要完成证明只须证式"!#的值为Ls&
用反证法&若式"!#的值有限%设其值为H&

对任意区间)T%/*的划分!TKT"1T#111T&1
T&L#111/%由>积分的可数可加性知

">#0)T%/*
VU "C#NCK.

s

&K"
">#0)T&%T&L#*

VU "C#NC&

故HK.
s

&K"
">#0)T&%T&L#*

VU "C#NC&

对任意&%因为VU "C#为)T&%T&L#*上单调函
数%故由文献)#*定理FAFAF后注可知%VU"C#也在
)T&%T&L#*上广义X42K-,,可积%且

">#0)T&%T&L#*
VU "C#NCK"5#0

T&L#

T&
VU "C#NC"F#

用H& 表示上述积分值&从而对任意#""%存在
)T&%T&L#*的划分)3"&%1%3J&& *使得!

.
J&

(K#
VU "3(&#"3(&U3(U#& #1H&L#!&

"C#

因此43(&[(K"%1%J&$&K"%#%!%15K43"%3#%
3!%15构成"T%/#一个划分&

由式"C#知!

[.
s

&K#
V"3&#"3&L#U3&#[K.

s

&K#
VU"3&#"3&L#U3&#1

.
s

&K#
H&L.

s

&K#

#
!& KHL#

"’#

矛盾于V在"T%/#上不是+可积的&从而

">#0)T%/*
V"C#NCK"+#0

/

T
V"C#NCKUs&

证毕&
下面给出本文的主要结论%即对于单调递减函

数而言%+积分与>积分恒等价!
定理"!设;K")%/#%V!;&5

U 为任意一个;
上递减函数%则!

"+#0
/

)
V"C#NCK">#0")%/#

V"C#NC&

!!证明!令TK;*Q4C[C7 ")%/#且V"C#$
"5%则T7))%/*且在")%T#上V"C#$"$在"T%/#
上V"C#1"&由文献)!*知!

"+#0
/

)
V"C#NCK "+#0

T

)
V"C#NCL"+#0

/

T
V"C#NC&

!!-#在")%T#上因为V"C#$"%从而由引理#可

得"+#0
T

)
V"C#NCK">#0")%T#

V"C#NC&

P#在"T%/#上因为V"C#1"%因此%无论V"C#
在"T%/#上是否+ 可积%由引理!和引理B可知

"+#0
/

T
V"C#NCK">#0"T%/#

V"C#NC&

从而!

"+#0
/

)
V"C#NCK "+#0

T

)
V"C#NCL"+#0

/

T
V"C#NC

K">#0")%T#
V"C#NCL">#0"T%/#

V"C#NC

K ">#0")%/#
V"C#NC&

!!证毕&

<!区间上单调递减函数的积分的性质

本文证明了对于单调递减函数而言%+ 积分与
>积分恒等价&因此关于+积分的研究可归结为>
积分的研究&下面基于两个积分的等价性讨论+
积分的基本性质及收敛定理&

定理#!设V%*为区间;K")%/#上单调递减
的+可积函数&-%’为正数%下述结论成立!

-#"线性性#"+#0
/

)
"-V"C#L’*"C##NC K

-"+#0
/

)
V"C#NCL’"+#0

/

)
*"C#NC&

P#若*"C#在;上+ 可积%而"#V"C##
*"C#%则V"C#也在;上+可积&

7#在 区 间 ; 上 若 V"C## *"C#%则

"+#0
/

)
V"C#NC#"+#0

/

)
*"C#NC&

特别地%若区间;K")%/#为有限区间%且H#
V"C##8%则!

H"/U)##"+#0
/

)
V"C#NC#8"/U)#&

!!N#"可加性)!*#"+#0
/

)
V"C#NCK"+#0

T

)
V"C#NCL

"+#0
/

T
V"C#NC%!)#T#/&

!!定理B中性质-#+7#是文献)!*未给出的性
质%可直接利用>积分的相应性质得到&而性质N#
在文献)!*中的证明是利用+积分的定义直接证明
的%过程比较繁琐&下面利用+积分与>积分的等
价性给出定理BN#的一个简单证明&

证明!由定理!可得!

"+#0
/

)
V"C#NCK">#0")%/#

V"C#NC

K">#0")%T#?"T%/#
V"C#NC

K ">#0")%T#
V"C#NCL">#0"T%/#

V"C#NC

K"+#0
T

)
V"C#NCL"+#0

/

T
V"C#NC&

!!证毕&
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利用+积分与>积分的等价性%可极大地简化
文献)!*中如下命题的证明&

命题!)!*!"单调收敛定理#!设;K ")%/#%V&!

;&5
U 为区间;上递减函数序列且"#V&"C##

V&L#"C#%则.4K
&&Ls
"+#0

/

)
V&"C#NCK"+#0

/

)
.4K
&&Ls
V&"C#NC&

证明!由定理!知

.4K
&&Ls

"+#0
/

)
V&"C#NCK.4K

&&Ls
">#0")%/#

V&"C#NC&

V&"C#为区间;上的单调递减函数序列%因此有

V&"C##V&L#"C#& 利用>积分中的单调收敛定
理可得!

.4K
&&Ls

"+#0
/

)
V&"C#NCK .4K

&&Ls
">#0")%/#

V&"C#NCK

">#0")%/#
.4K
&&Ls
V&"C#NCK "+#0

/

)
.4K
&&Ls
V&"C#NC&

证毕&
在文献)!*中研究非可加函数的积分时%积分的

收敛性质起到重要作用%故在本节最后讨论非负单
调函数积分的收敛性质&

命题"!"有界收敛定理#!设;K")%/#为有
限区间%V&4 5s&K#为;上单调递减函数列%且对任意
C7;%[V&"C#[#8%8 ""&若.4K

&&s
V&"C#K

V"C#在;上几乎处处成立%则.4K
&&s
"+#0

/

)
V&"C#NCK

"+#0
/

)
V"C#NC&

命题#!"I-<)*引理#!若 4V&5s&K# 为;K
")%/#上非负单调递减函数列%且.4K

&&s
V&"C#K

V"C#在;上几乎处处成立%则 "+#0
/

)
V"C#NC #

.4K
&&s
4,/"+#0

/

)
V&"C#NC&

推论!!设4V&5s&K#为;K")%/#上非负单调递
减函数列%且V&"C##V"C#及V"C#K.4K

&&s
V&"C#

在 ; 上 几 乎 处 处 成 立%则 "+#0
/

)
V"C#NC K

.4K
&&s
"+#0

/

)
V&"C#NC&

证明!因为V&"C##V"C#在;上几乎处处成

立%所以由定理B中性质7#可得"+#0
/

)
V&"C#NC#

"+#0
/

)
V"C#NC对所有&成立%故.4K

&&s
;*Q"+#0

/

)
V&"C#NC

#"+#0
/

)
V"C#NC& 再结合命题B即知结论成立&

证毕&

定理%"控制收敛定理#!设*为区间;K")%
/#上可积函数%4V&5s&K#为;上单调递减函数列使
得[V&"C#[#*"C#%V"C#K.4K

&&s
V&"C#在;上几

乎处处成立%则

.4K
&&s
"+#0

/

)
V&"C#NCK"+#0

/

)
V"C#NC&

B!结!论

单调函数的>2,,2P2+5积分是非可加测度和积
分理论的基础&本文主要通过将取值为负的单调函
数转化为非负函数%再利用a2P2;5*2积分的收敛性
质证明了>2,,2P2+5积分与a2P2;5*2积分恒等价&
利用a2P2;5*2积分%可以较容易地得到>2,,2P2+5
积分的基本性质如积分的线性性(单调性以及各种
收敛定理等%从而丰富了>2,,2P2+5积分的研究方
法&基于本文证明的两种积分的等价关系%后续将
探索模糊值函数关于模糊测度的模糊积分收敛定理
及其他性质&
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