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基于分布式自适应方法的多智能体系统的包容控制

郑梦娜,高金凤
(浙江理工大学机械与自动控制学院,杭州３１００１８)

　　摘　要:研究一般线性多智能体系统在有向固定拓扑结构下的包容控制问题,提出一种新的完全分布式的自适

应控制协议.利用矩阵理论将原系统转换成误差系统,再利用 Lyapunov方法分析误差系统的稳定性问题,得到了

多智能体系统包容控制问题可解的充分条件.该协议的参数设计不依赖任何全局信息,仅利用自身和邻居智能体

的相对状态信息,有效地驱使所有跟随者的状态渐近收敛到领导者相应状态所形成的凸包内.仿真实例验证了理

论结果的有效性.
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０　引　言

近年来,由于多智能体系统在编队控制[１]、传感

器网络[２]等方面得到广泛应用,其协同控制问题已经

引起越来越多的关注.一致性是多智能体系统协同

控制的前提和基础.许多学者已经研究了在固定拓

扑、切换拓扑等约束条件下,以单积分、双积分或高阶

动力学方程为模型的多智能体系统的一致性问题[３Ｇ５].
多智能体系统的一致性问题主要分为无领导者

一致性问题[６Ｇ７]、只有一个领导者的领导Ｇ跟随一致

性问题[８Ｇ９]和有多个领导者的包容控制问题.包容

控制,就是要求所有跟随者的状态收敛到领导者所

形成的凸包内.Li等[１０]研究了连续和离散多智能

体系统,基于相对输出信息,提出了分布式观测器类

型的包容控制协议,从而使得跟随者最终收敛到领

导者所形成的凸包中.Wang等[１１]针对一般线性多

智能体系统的包容控制问题,在系统状态信息不可

得的情况下,设计了基于输出反馈的控制协议.Liu
等[１２]研究了有限网络资源下一阶和二阶多智能体

系统的包容控制问题,提出了一种事件触发协议,在
达到包容控制目标的同时,通过减少通信次数以节

约网络资源.Hu等[１３]针对非线性多智能体系统,
对有向拓扑网络下的系统包容控制问题进行了分

析.Zheng等[１４]研究了一阶和二阶异构多智能体

系统,分别提出了线性控制协议和非线性控制协议,
得到了包容控制的必要充分条件.

在以上研究[１０Ｇ１４]中,控制器的参数设计需要知

道全局信息,例如通信拓扑的 Laplacian矩阵的最

小非零特征值.因此,这些控制器不能以完全分布

式的方式实现.为了克服这种局限性,分布式自适

应控制方法被应用于解决多智能体系统的一致性问

题.Xie等[１５]研究了单积分多智能体系统的一致性

问题,分别设计了基于边的和基于节点的两种自适应

一致性协议,系统利用局部信息即可达到一致性.Li
等[１６]将这两种协议用于解决一般线性多智能体系统

在固定拓扑结构下的一致性问题,随后又提出了切换

拓扑网络下的自适应一致性协议.Li等[１７]针对线性

和Lischitz非线性两种情况,分别提出了分布式自适

应协议和Lischitz分布式自适应协议.然而,这些文

献[１５Ｇ１７]都是针对无领导者或一个领导者的情况.
本文研究了多个领导者情况下多智能体系统的

包容控制问题.在有向固定网络下,基于邻居智能



体的相对状态,采用分布式自适应方法给出了系统

的包容控制协议;利用矩阵理论和 Lyapunov方法

分析系统在该协议下达到包容控制的充分条件.该

协议给每个智能体分配了一个时变耦合权重使得参

数设计不依赖于任何的全局信息,在反馈控制下控

制器以完全分布式的方式使跟随者的状态渐近收敛

到领导者所形成的凸包内.

１　预备知识及问题描述

１．１　图论

多智能体之间的交互拓扑结构通常用一个有向

图G＝ (V,E)表示,其中V ＝ {１,􀆺,N}表示节点

集合,E ⊆V×V 表示边集合[１８].一条从节点i到节

点j的有向边表示为(i,j)∈E,节点i称为父节点,
节点j称为子节点.当(i,j)∈E时,则节点i是节点

j的邻节点,用Ni ＝ {j∈V|(j,i)∈E}表示节点

i的邻居集.邻接矩阵A ＝ [aij]∈ RN×N 定义为:

aii ＝０,aij ＝１⇔(j,i)∈ε,否则aij ＝０.图G 的

Laplacian矩 阵 L ＝ [lij]∈ RN×N 定 义 为:lii ＝

∑j≠iaij,且lij ＝－aij,i≠j.容易验证０是L的一个

特征值,其对应的特征向量是１N ＝(１,􀆺,１)T.有向

图中的一条路径是指从节点i到节点k 有序边序列

(i,i＋１),(i＋１,i＋２),􀆺,(k－１,k)∈E.若有向

图G 中存在一个根节点(没有父节点)可以到达其

他所有节点,则称图G 含有一棵有向生成树.

１．２　 问题描述

考虑如下的线性多智能体系统:

ẋi ＝Axi＋Bui,i＝１,􀆺,N (１)
其中:xi∈Rn 和ui∈Rp 分别为智能体i的状态和控

制输入.A和B 为维数适当的常数矩阵.
本文考虑多个领导者的情况.假设有 M(M ＜

N)个跟随者和N－M 个领导者.不失一般性,假设

跟随者智能体为１,􀆺,M,领导者智能体为M＋１,􀆺,

N.领导者集和跟随者集分别定义为􀭺R ＝ {M ＋１,
􀆺,N}和F＝ {１,􀆺,M}.

对于每个领导者,假设其控制输入ui ＝０,则领

导者的动力学方程为:

ẋi ＝Axi,i∈􀭺R (２)
由于领导者没有邻居,图G的Laplacian矩阵可

以分解为:

L＝
L１ L２

０(N－M)×M ０(N－M)×(N－M)

é

ë
êê

ù

û
úú (３)

其中:L１ ∈RM×M,L２ ∈RM×(N－M).

假设１　 至少有一个领导者智能体是全局可达的.
引理１[１９]　 在假设１下,L１ 的所有特征值的实

部均为正,－L－１
１ L２ 的每个元素非负,且 －L－１

１ L２ 的

每行元素的和都等于１.而且,存在一个对角矩阵Ξ
＝diag{q１,􀆺,qM}(qi ＞０,i＝１,􀆺,M)使得ΞL１＋
LT

１Ξ是正定矩阵.
引理２[２０](Yong􀆳sInequality)　 若a,b,p 和q

均是非负实数,且p和q满足１
p＋１

q ＝１,则有ab≤

ap

p ＋bq

q
.

定义１　X是实向量空间中的一个集合,X的凸

包Co(X)定义为Co X( )＝ {∑
k

i＝１
aixi|xi ∈X,ai ∈

R,ai ≥０,∑
k

i＝１
ai ＝１,k＝１,２,􀆺} .

定义２[２１]　 对于任意的初始条件xi ０( ),i∈F,
如果存在控制协议ui 使得所有跟随者的状态渐近

收敛到由领导者状态构成的凸包内,则称系统(１)
解决了包容控制问题.

２　 主要结果

定义相对状态信息

zi ＝ ∑
j∈F∪􀭺R

aij xi－xj( ),i∈F.

本文设计的分布式控制协议为:

ui ＝ciρi(zT
iP－１zi)Kzi

c　􀅰i ＝zT
iΓzi,i∈F{ (４)

其中:ci t( )为智能体i的时变耦合权重,且ci ０( )＞１,

Γ∈Rn×n 和K ∈Rp×n 为需要设计的反馈增益,ρi(s)
是满足ρi(s)≥１,s＞０条件的单调递增函数.P＞０
是下列线性矩阵不等式(LMI)的解:

AP＋PAT －２BBT ＜０ (５)
下面给出控制协议(４)解决系统包容控制问题

的充分条件.
定理１　 假设(A,B)能控,有向通信拓扑G 满

足 假 设 １.在 式 (４)中,令 K ＝－BTP－１,Γ ＝
P－１BBTP－１ 和ρi zT

iP－１zi( )＝ １＋zT
iP－１zi( )γ,γ是一

个大于１的任意常数,则在分布式自适应协议(４)的

作用下,系统(１)可解决包容控制问题,即
lim
t→∞

xf t( )－ϖt( )( )＝０,

其中:

ϖ(t)＝ (－L－１
１ L２ ⊗eAt)

xM＋１ ０( )

⋮

xN(０)

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

.

８４４ 　　　　　　　　　　　　　　浙　江　理　工　大　学　学　报 ２０１８年　第３９卷



而且,当t→ ∞ 时,有ρi zT
iP－１zi( )→１,ci(t)会

收敛到某个稳定值.
证明 　 将式(２)代入到入式(１)中,可得

ẋi ＝Axi＋ciρi(zT
iP－１zi)BKzi,i∈F

ẋi ＝Axi,i∈􀭺R{ (６)

记xf ＝ [xT
１,􀆺,xT

M]T,xl ＝ [xT
M＋１,􀆺,xT

N]T,式
(６)可以写成下列紧凑的形式

ẋf ＝ In ⊗A( )xf ＋ cρ ⊗BK( )z,i∈F
ẋl ＝ In ⊗A( )xl,i∈􀭺R{ (７)

其中:c＝ diag(c１,􀆺,cM),ρ ＝ diag(ρ１(zT
１P－１z１),

􀆺,ρM(zT
MP－１zM)).

由z的定义可知

z＝ (L１ ⊗I２n)xf ＋(L２ ⊗I２n)xl (８)
其中:z＝ zT

１,􀆺,zT
M[ ]T.

对式(８)求导得

ż＝ L１ ⊗I２n( )̇xf ＋ L２ ⊗I２n( )̇xl

＝ In ⊗A＋L１cρ ⊗BK( )z (９)
且

ċ＝zT IM ⊗Γ( )z (１０)
构造如下的Lyapunov函数:

V t( )＝ ∑
M

i＝１
ciqi∫

zT
iP－１zi

０
ρi s( )ds＋

γ－１( )λ０

８γ ∑
M

i＝１
ci－α( )２ (１１)

其中:λ０ ＝λmin ΞL１＋LT
１Ξ( ).

对式(１１)进行求导,得到

V
􀅰

t( )＝２∑
M

i＝１
ciqiρi zT

iP－１zi( )zT
iP－１̇zi＋

∑
M

i＝１
ċiqi∫

zT
iP－１zi

０
ρi s( )ds＋

γ－１( )λ０

４γ ∑
M

i＝１
ci－α( )̇ci (１２)

为了简便,将ρi zT
iP－１zi( )简写为ρi,运用式(１０)得

２∑
M

i＝１
ciqiρizT

iP－１̇zi ＝zT [cρΞ 􀱋 P－１A＋ATP
－１

( )－

cρ ΞL１＋LT
１Ξ( )cρ 􀱋P－１BBTP－１ ]z≤

zT [cρΞ 􀱋 P－１A＋ATP
－１

( )－

λ０c２ρ２ 􀱋P－１BBTP－１ ]z (１３)

因为ρi s( )＝ １＋s( )γ 且γ＞１,可知ρi(s)是单

调递增且满足ρi s( ) ≥１,∀s＞０.根据积分中值定

理及引理２可得

∑
M

i＝１
ċiqi∫

zT
iP－１zi

０
ρi s( )ds≤ ∑

M

i＝１
ċiqiρizT

iP－１zi ≤

∑
M

i＝１

γ－１
２γ

q
２γ

γ－１
i

λ
γ＋１
γ－１
０

＋γ＋１
２γρ

２γ
γ＋１
i zT

iP－１zi( )
２γ

γ＋１λ０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ċi ≤

∑
M

i＝１

γ－１
２γ

q
２γ

γ－１
i

λ
γ＋１
γ－１
０

＋γ＋１
２γρ

２γ
γ＋１
i １＋zT

iP－１zi( )
２γ

γ＋１λ０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ċi ＝

∑
M

i＝１

γ－１
２γ

q
２γ

γ－１
i

λ
γ＋１
γ－１
０

＋γ＋１
２γρ２

iλ０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
zT

iP－１BBTP－１zi (１４)

将式(１３)—(１４)代入式(１２),有

V
􀅰

t( )≤ ∑
M

i＝１
zT

i [ciρiqi P－１A＋ATP－１( )－

λ０ c２
iρ２

i －γ＋１
２γρ２

i － γ－１( )ci

４γ
æ

è
ç

ö

ø
÷P－１BBTP－１－

γ－１( )λ０α
４γ －γ－１

２γ
q

２γ
γ－１
i

λ
γ＋１
γ－１
０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷P－１BBTP－１ ]zi (１５)

因为ρi s( )≥１且ci s( )≥１,∀s＞０,则有

c２
iρ２

i － γ＋１( )ρ２
i

２γ － γ－１( )ci

４γ ≥c２
iρ２

i －γ＋１
２γc２

iρ２
i －

γ－１
４γc２

iρ２
i ＝γ－１

４γc２
iρ２

i (１６)

选取

α＞ ４γ􀭵α
γ－１＋２ max

i＝１,􀆺,M

qi

λ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２γ
γ－１

(１７)

即

γ－１( )λ０α
４γ －γ－１

２γ
q

２γ
γ－１
i

λ
γ＋１
γ－１
０

＞􀭵αλ０ (１８)

其中:􀭵α＞０.
于是有

γ－１
４γc２

iρ２
iλ０＋􀭵αλ０ ≥ciρiλ０

γ－１( )􀭵α
γ

(１９)

将式(１６)—(１９)代入式(１５)中,可得

V
􀅰

t( )≤ ∑
M

i＝１
zT

i [ciρiqi P－１A＋ATP－１( )－

ciρiλ０
γ－１( )􀭵α

γ P－１BBTP－１ ]zi.

令 ẑi ＝ ciρiqizi,选 取 足 够 大 的 􀭵α 使 得

min
i＝１,􀆺,M

λ０/qi( ) γ－１( )􀭵α/γ( ) ＞２,可以得到

V
􀅰

t( )≤ ∑
M

i＝１
ẑT

iP－１ PA＋ATP－２BBT( )P－１̂zi ＜０

(２０)

因为V
􀅰

t( )＜０,且V(t)有界,则ci(t)也有界.
由式(１０)可知ci(t)是单调递增的,所以ci(t)会收

敛到某个有限数值.若V t( ) ＝０,则表明ẑi(t)＝０
和zi(t)＝０.因此,根据 LaSalle􀆳s不变原理,由式

(２０)可得zi →０,t→ ∞.
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在假设１下,由引理１可知,L１ 的特征值均有正

实 部. 从 式 (８) 可 得, lim
t→∞

zt( ) ＝ ０ 即

lim
t→∞

xf t( )－ L－１
１ L２ ⊗I２n( )xl t( )( ) ＝ ０. 因 为

xi t( )＝eAtxi ０( ),i∈􀭺R,则lim
t→∞

xf t( )－ϖt( )( )＝０.

其中:

ϖ(t)＝ －L－１
１ L２ ⊗eAt( )

xM＋１ ０( )

⋮

xN ０( )

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

.

证毕.

３　 仿真实验

本节用一个仿真示例来验证理论结果的有效

性.在这个例子中,假设多智能体系统包含３个领导

者和４个跟随者,其系统矩阵为:

A＝
０ １
－１ １

é

ë
êê

ù

û
úú,B＝

０
１

é

ë
êê

ù

û
úú.

通信拓扑如图１所示.其中节点５,６,７表示领

导者,其他节点均表示跟随者.

图１　 通信拓扑

显然,假设１满足.相应地,式(３)中,

L１ ＝

２ ０ －１ ０
－１ １ ０ ０
０ －１ ２ ０
－１ ０ －１ ３

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

.

利用 Matlab的LMI工具箱解LMI(５)得到反

馈增益矩阵

K＝ －０．３１２７ －１．４３３０[ ].
令γ＝３/２,ci t( )和ρi zT

iP－１zi( )的变化分别如图

２和图３所示.从图２中可以看出,ci t( )≥１,i＝１,􀆺,

４且渐近趋于某个定值,图３表明ρi zT
iP－１zi( ),i＝１,

􀆺,４渐近趋于１.

图２　 耦合权重轨迹

图３　 函数ρi t( ) 轨迹

智能体的状态轨迹如图４和图５所示.显然,所
有跟随者智能体的状态均渐近收敛到领导者智能体

状态构成的凸包内.

图４　 所有智能体的状态xi１ 轨迹

图５　 所有智能体的状态xi２ 轨迹

相对状态信息z的轨迹如图６和图７所示.从图

中可以看出,z渐近趋于０,说明在控制器(４)的作用

下,系统(１)可解包容控制问题.

图６　 包含误差zi１ 轨迹

４　结　论

本文研究了一般线性多智能体系统在有向拓扑

结构下的包容控制问题,给出了一种基于分布式自适
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图７　 包含误差zi２ 轨迹

应方法的包容控制协议.假设每个跟随者智能体只

与其邻居智能体进行信息通讯,并且至少存在一个领

导者智能体是全局可达的,通过Lyapunov方法分析

并证明了在该控制协议下所有跟随者智能体的状态

都能收敛到由领导者状态所形成的凸包内.后期准备

研究事件触发机制下多智能体系统的包容控制问题.
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ContainmentcontrolofmultiＧagentsystembased
ondistributedadaptivemethod
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Abstract:ThecontainmentcontrolproblemforgenerallinearmultiＧagentsystemsunderdirectedfixed
topologieswasstudied,andanoveltotallydistributedadaptivecontrolprotocolwasproposed．Byusing
matrixtheory,theoriginalsystem waschangedintotheerrorsystem．Then,Lyapunovtechniquewas
usedtoanalyzethestabilityoferrorsystem,andthesufficientconditionsguaranteeingcontainmentcontrol
ofmultiＧagentsystemsweregained．Theparameterdesignofthisprotocolwasindependentofanyglobal
information．Itonlyutilizedrelativestateinformationofitselfandneighboringagentstoeffectivelydrive
thestatesofallfollowerstoasymptoticallyconvergetotheconvexhullformedbycorrespondingstatesof
theleaders．Thesimulationexampleverifiestheeffectivenessofthetheoreticalresult．

Keywords:multiＧagentsystem;directedtopologies;distributedcontrol;containmentcontrol;

adaptivecontrol
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