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反初等矩阵的一些性质及应用

郭传好,刘贝贝
(浙江理工大学经济管理学院,杭州３１００１８)

　　摘　要:在初等矩阵性质综合研究的基础上,定义了一类反初等矩阵,并研究了其相关性质及应用.首先基于

FlipＧ矩阵的定义,给出了一类新的矩阵Ｇ反初等矩阵的定义及其表述形式;然后研究并给出其相关基本性质以及与初

等矩阵的关系;最后给出反初等矩阵在计算方面的一些应用.相关研究成果对进一步研究次对称矩阵的相关理论

具有潜在的重要意义.
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０　引　言

矩阵这一概念最初由１９世纪的英国数学家

Cayley提出[１].经过几个世纪的发展,其现在不仅

是高等代数学中的常见工具,相关理论结果也被广

泛应用于应用数学、物理学、计算机科学等众多学科

中.矩阵是将重要的信息数据存储在一个数据表

中,把复杂和抽象的问题进行简化,通过代数的方法

对其进行研究,从而得到一些重要的结论,实际的很

多应用中都渗透着相关矩阵理论.麻曰亮等[２]利用

阈值函数收缩 Gram 矩阵非对角线上较大值,设计

了一个新优化算法,通过平均化 Gram 矩阵特征值

来降低测量矩阵的整体相关系数,该算法在保证整

体相关系数最低的同时,又使最大值相关系数显著

降低.程昀等[３]针对传统 DEA 模型无法有效评价

矩阵型网络系统效率的问题,构建了矩阵型网络决

策单元的生产可能集,建立了矩阵型网络 DEA 模

型,实验结果表明矩阵型网络 DEA 模型能精确地

计算出各个子过程的效率,并辨识出具体需要改进

的子过程.Cheng[４]为了处理多维数据和使用线性

方法来解决非线性的问题,定义了一个新的矩阵乘

积Ｇ半张量积,并给出了该乘积的性质描述和应用.

次对角线矩阵是矩阵中的重要一类分支,其相

关理论[５Ｇ６]也非常重要,如表示具有反对称性质的图

像数据等.袁晖坪等[７]研究了反对称矩阵的性质,
给出了反对称矩阵相关秩分解和广义逆计算的快速

方法.李珍珠[８]研究了线性流形上的广义次对称矩

阵的逆特征值问题,同时给出了左右逆特征值的最

佳近似解的求解方法.胡丽莹等[９]基于共轭梯度法

的思想,研究了一类矩阵方差的最小二乘反对称次

对称解,并给出了求解最佳近似解的方法.陈特清

等[１０]给出了实次对称矩阵和次对称变换的若干性

质,并把二者统一起来.
初等矩阵是矩阵理论中一个重要且最基本的概

念,它在求矩阵的秩、逆矩阵的计算以及线性方程组

的求解等方面都起着重要的作用,众多高等代数学

相关教材[１,１１]都对初等矩阵的性质做了相关的介

绍.本文首先对初等矩阵的相关性质做一简单综

述;然后,鉴于对称矩阵与反对称矩阵间的某种潜在

联系,在FlipＧ矩阵[１２Ｇ１４]的基础上,定义一种新的矩

阵,即反初等矩阵;其次,给出了反初等矩阵的相关

性质以及与初等矩阵的关系;最后,给出了反初等矩

阵在矩阵行列式计算方面的一些初等应用.该研究

可进一步丰富矩阵理论的相关内容,为次对称矩阵



性质及其相关理论研究提供参考.

１　初等矩阵定义及性质

假定全文所出现的矩阵都是n×n阶方阵,E 表

示单位矩阵.对于任给的矩阵A和B,A∗ 表示A的

伴随矩阵,R(A)表示A 的秩,A∽B 表示A 相似于

B.下面给出初等矩阵的定义及其性质.
定义１[１１]　由单位矩阵E 经过一次初等变换

而得到的矩阵称为初等矩阵.初等矩阵有下面三种

基本形式:

a)E(i,j),即将E 中的第i,j两行(列)交换所

得到的矩阵;

b)E(i(k)),即将E 中的第i行(列)乘以非零

常数k所得到的矩阵;

c)E(i,j(k)),即将E中的第i行加上第j行的

k倍(第j列加上第i列的k倍)所得到的矩阵.
根据初等矩阵的定义,易得初等矩阵的一些基

本性质:
性质１　a)ET(i,j)＝E(i,j),ET(i(k))＝E(i

(k)),ET(i,j(k))＝E(j,i(k));

b) E(i,j)＝－１,E(i(k)) ＝ k ,E(i,j
(k))＝１．

由性质１可知:i)初等矩阵的转置也是初等矩

阵,且都是同一类型的初等矩阵;ii)初等矩阵都是

可逆的.
根据逆矩阵的定义和性质１,可得初等矩阵的

逆矩阵,分别为:

E－１(i,j)＝E(i,j),　E－１(i(k))＝Ei １
k

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷,

E－１(i,j(k))＝E(i,j(－k)) (１)
性质２　a)En(i,j)＝E,n为偶数;En(i,j)＝

E(i,j),n为奇数;b)En(i(k))＝E(i(kn));c)En(i,

j(k))＝E(i,j(nk))．
性质２的结论由定义１立得,其中En(i(k)),

En(i,j(k))均是初等矩阵,与初等变换次数n无关.
性质３　E∗ (i,j(k))是初等矩阵,E∗ (i,j)和

E∗ (i(k))不是初等矩阵.
证明:根据伴随矩阵的公式A∗ ＝ A A－１,由

性质１b)和式(１)可得:

E∗(i,j)＝－E(i,j),E∗(i(k))＝ kEi １
k

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷,

E∗ (i,j(k))＝E(i,j(－k))．
结合定义１,性质３表明E∗ (i,j(k))是初等矩

阵,E∗ (i,j)和E∗ (i(k))不是初等矩阵,但分别与

其对应的逆矩阵仅相差一个常数倍－１和 k .

２　反初等矩阵定义及性质

为了引入反初等矩阵的定义,首先定义反单位

矩阵为下面的FlipＧ矩阵

Qn:＝
１

⋰
１

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(２)

为了简化下文中表达式的记号,Qn 简记为Q.
下面性质４给出了矩阵Q的一些基本性质.

性质４　a)Q２＝E,QT＝Q,Q ＝(－１)n(n－１)
２ ;

b)Qn＝E,n为偶数;Qn＝Q,n为奇数;c)Q 是对合

矩阵,Q的特征根是１或－１,且

Q~
Er ０
０ －En－r

é

ë
êê

ù

û
úú,R(E－Q)＋R(E＋Q)＝n,

Fn＝W１ ⊕W２,
其中:W１＝{(E－Q)x∶x∈Fn},W２＝{(E＋Q)x∶x
∈Fn}．

引理１　性质４中的三条性质相互等价,即a)

⇔b)⇔c).
证明:本文仅证明a)⇒c),其余等价性显然成

立.由性质４a)可得,Q２＝E,则x２－１是Q 的零化

多项式且无重根,从而Q 相似于对角阵.设λ是Q
的任意一个特征根,则λ２＝１,即λ＝１或λ＝－１,从
而存在可逆的矩阵T,使得

T－１QT＝
Er ０
０ －En－r

é

ë
êê

ù

û
úú (３)

由式(３)可得

T－１(E－Q)T＝
０ ０
０ ２En－r

é

ë
êê

ù

û
úú;

T－１(E＋Q)T＝
２Er ０
０ ０

é

ë
êê

ù

û
úú．

所以

R(E－Q)＋R(E＋Q)＝n (４)
由W１ 和W２ 的定义立得Fn＝W１＋W２,再利用

式(４)得

Fn＝W１ ⊕W２．
下面的性质给出了矩阵Q 左乘或右乘一个矩

阵时,被乘矩阵的变化情况,矩阵的变化结果可通过

Q的表达式(２)得到.
性质５　设A＝(aij),B＝(bij),则:

a)若QA＝B,则bij＝an－i＋１,j;b)若AQ＝B,则

bij＝ai,n－j＋１．

３６３第３期 郭传好等:反初等矩阵的一些性质及应用



性质５的结论表明:Q左乘矩阵A 时,相当于将

矩阵A垂直翻转１８０°;而当右乘矩阵A 时,相当于

将矩阵A水平翻转１８０°.
基于矩阵Q 的表达式(２),类似于初等矩阵的

定义,下面给出反初等矩阵的定义.
定义２　由Q经过一次初等变换而得到的矩阵

称为反初等矩阵,其具有下面三种形式:

a)将Q中的第i,j两行(第n－i＋１,n－j＋１
两列)互换得到的矩阵,记为

Q(i,j)∶＝

１
⋰

１ 􀆺 ０
⋮ ⋰ ⋮

０ 􀆺 １
⋰

１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

．

b)将Q中的第i行(第n－i＋１列)乘以非零的

常数k得到的矩阵,记为

Q(i(k))∶＝

１
⋰

k
⋰

１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

．

c)将Q中的第i行加上第j行的k倍(第n－j＋
１列加上第n－i＋１列的k倍)而得到的矩阵,记为

Q(i,j(k))∶＝

１
⋰

k １
⋰

１
⋰

１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

．

基于上述反初等矩阵的定义和性质４,类似于

初等矩阵的性质,本文可得反初等矩阵的相关性质

及其与初等矩阵的关系如下.
性质６　a) Q(i,j) ＝－ Q ,Q(i(k)) ＝

k Q ,Q(i,j(k))＝ Q ;

b)Q(i,j)＝E(i,j)Q＝QE(n－i＋１,n－j＋１),

Q(i(k))＝E(i(k))Q＝QE((n－i＋１)(k)),Q(i,

j(k))＝E(i,j(k))Q＝QE(n－i＋１,(n－j＋１)(k));

c)E(i,j)Q(i,j)＝Q,E(i(k))Q(i(k))＝
Q(i(k２)),E(i,j(k))Q(i,j(k))＝Q(i,j(２k))．

性质７　a)Q(i,j)A 相当于先将A 垂直翻转

１８０°(记为A′),再交换A′的第i,j两行;AQ(i,j)相

当于先将A水平翻转１８０°(记为A″),再交换A″的第

n－i＋１,n－j＋１两列.

b)Q(i(k))A 相当于先将A 垂直翻转１８０°(记
为A′),再将A′的第i乘以非零常数k;AQ(i(k))相
当于先将A 水平翻转１８０°(记为A″),再将A″的第

n－i＋１乘以非零的常数k.

c)Q(i,j(k))A 相当于先将A 垂直翻转１８０°
(记为A′),再把A′的第i 行加上第j 行的k 倍;

AQ(i,j(k))相当于先将A水平翻转１８０°(记为A″),
再把A″的第n－i＋１列的k倍加到第n－j＋１列上.

上述性质的证明可结合性质５和反初等矩阵的相

关定义,经过简单分析得到.为了进一步说明反初等

矩阵的相关性质,下面的几个性质将分别从转置、逆矩

阵和伴随矩阵等方面给出反初等矩阵的相关性质介绍.
性质８　反初等矩阵的转置是同一类型的反初

等矩阵,且有

QT(i,j)＝Q(n－i＋１,n－j＋１),

QT(i(k))＝Q((n－i＋１)(k)),

QT(i,j(k))＝Q(n－j＋１,(n－i＋１)(k))．
证明:由性质４a)、６b),分别可得

QT(i,j)＝(E(i,j)Q)T＝QE(i,j)＝Q(n－i＋１,

n－j＋１),

QT(i(k))＝ (E(i(k))Q)T ＝QE(i(k))＝
Q((n－i＋１)(k)),

QT(i,j(k))＝(E(i,j(k))Q)T＝QET(i,j(k))

＝QE(j,i(k))＝Q(n－j＋１,(n－i＋１)(k))．
再由反初等矩阵的定义２可知反初等矩阵的转

置与原矩阵是同一类型的反初等矩阵.
性质９　反初等矩阵均可逆,且有

Q－１(i,j)＝Q(n－i＋１,n－j＋１),

Q－１(i(k))＝Q((n－i＋１)(１/k)),

Q－１(i,j(k))＝Q(n－i＋１,(n－j＋１)(－k))．
证明:根据逆矩阵的定义,由性质６、８,依次可得

Q(i,j)Q(n－i＋１,n－j＋１)＝QE(n－i＋１,

n－j＋１)Q(n－i＋１,n－j＋１)＝Q２＝E,

Q(i(k))Q((n－i＋１)(１/k))＝Q(i(k))E((n－i＋１)
(１/k))Q＝QE((n－i＋１)(k))E((n－i＋１)(１/k))

Q＝Q２＝E,

Q(i,j(k))Q(n－i＋１,(n－j＋１)(－k))＝
QE(n－i＋１,(n－j＋１)(k))Q(n－i＋１,(n－j＋１)(－k))

＝QE(n－i＋１,(n－j＋１)(k))E(n－i＋１,(n－j＋１)
(－k))Q＝Q２＝E．

值得注意的是,再结合性质８易知QT(i,j)＝
Q－１(i,j),QT(i(k))＝Q－１(i)(k)),即反初等矩阵的
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前两类矩阵的转置与逆矩阵相同.根据性质６a),
性质９立得下面反初等伴随矩阵的性质.

性质１０　a)Q∗(i,j)＝－ QQ(n－i＋１,n－j＋１);

b)Q∗ (i(k))＝ k QQ((n－i＋１)(１/k));

c)Q∗(i,j(k))＝ QQ(n－i＋１,(n－j＋１)(－k))．

３　计算应用

本文给出FlipＧ矩阵和反初等矩阵在一些特殊

矩阵行列式计算方面的应用.

例１　称具有如下形式的矩阵为三对角形矩阵

Dn∶＝

a b
c a b

⋱ ⋱ ⋱
⋱ ⋱ ⋱

c a b
c a

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

,

其对应的行列式称为三对角形行列式.对于三对角

形行列式的计算已有公式

Dn ＝

(n＋１)(a/２)n,　　　　　　　　　　　　　　　a２－４bc＝０

(a＋ a２－４bc)(n＋１)－(a－ a２－４bc)(n＋１)

２(n＋１) a２－４bc
,　　　a２－４bc≠０

ì

î

í

ïï

ïï
(５)

但是对于形如

Mn∶＝

b a
b a c

⋰ ⋰ ⋰
⋰ ⋰ ⋰

b a c
a c

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

,

Nn∶＝

c a
c a b

⋰ ⋰ ⋰
⋰ ⋰ ⋰

c a b
a b

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

的矩阵行列式的计算,可利用 FlipＧ矩阵Q 可以得

到一定的简化.因 Mn＝DnQn,Nn＝QnDn.由性质

４a)可得 Mn ＝ Nn ＝ Dn (－１)n(n－１)
２

,再由

式(５)可得矩阵Mn,Nn 行列式的值.
例２　在计算类似 Vandermonde矩阵行列式

的时候,应用反初等矩阵也可以起到一定的简化作

用.例如计算下面矩阵的行列式的值:

A＝

an－１
１ an－１

２ 􀆺 an－１
n

􀆺 􀆺 􀆺 􀆺

a１ a２ 􀆺 an

∑
n

i≠１
ai ∑

n

i≠２
ai 􀆺 ∑

n

i≠n
ai

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

．

利用反初等矩阵的定义可得

Q(１,２(１))A＝

∑
n

i＝１
ai ∑

n

i＝１
ai 􀆺 ∑

n

i＝１
ai

a１ a２ 􀆺 an

􀆺 􀆺 􀆺 􀆺

an－１
１ an－１

２ 􀆺 an－１
n

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

(６)

式(６)右端矩阵即为Vandermonde矩阵.在式(６)的

两边同时取行列式可得

Q(１,２(１))A ＝
æ

è
çç∑

n

i＝１
ai

ö

ø
÷÷ ∏
１≤j≺i≤n

(ai－aj).

再由性质６a),４a)可得 Q(１,２(１))＝ Q ＝
(－１)n(n－１)

２ .所以

A ＝ (－１)n(n－１)
２

æ

è
çç∑

n

i＝１
αi

ö

ø
÷÷ ∏
１≤j＜i≤n

(αi－αj).

４　结　论

对称矩阵与反对称矩阵都具有丰富的理论知识

和应用背景,但对两者之间关系的研究甚少.本文

在FlipＧ矩阵的基础上,定义了一种新的矩阵,即反

初等矩阵.研究了反初等矩阵的相关性质,及其与

初等矩阵的关系.同时也给出了反初等矩阵在矩阵

行列式计算等方面的一些初等应用.该研究成果对

进一步研究对称矩阵与反对称矩阵的相关理论性质

及其应用具有潜在的重要价值.

参考文献:
[１]JohnsonL W,RiessRD,ArnoldTD．Introductionto

LinearAlgebra[M]．Boston:Addison WesleyLongman,

２００１:３２Ｇ４５．
[２]麻曰亮,裴立业,江桦．改进的压缩感知测量矩阵优化方

法[J]．信号处理,２０１７,３３(２):１９２Ｇ１９７．
[３]程昀,杨印生．矩阵型网络 DEA模型及其实证检验[J]．

中国管理科学,２０１３,２１(５):１０３Ｇ１０９．
[４]ChengDZ．SemiＧtensorproductof matricesandits

applicationto Morgen􀆳sproblem[J]．ScienceinChina
(SeriesF),２００１,４４(３):１９５Ｇ２１２．

[５]袁晖坪．关于复次亚正定矩阵的研究[J]．数学杂志,

５６３第３期 郭传好等:反初等矩阵的一些性质及应用



２００２,２２(４):４８１Ｇ４８６．
[６]秦兆华．关于次对称阵与反次对称阵[J]．西南师范学院

学报(自然科学版),１９８５(１):１００Ｇ１１０．
[７]袁晖坪,王行荣,李庆玉．行(列)反对称矩阵的满秩分解

和广义逆[J]．数学杂志,２００９,２９(４):５１３Ｇ５１８．
[８]李珍珠．线性流形上广义次对称矩阵的左右逆特征值问

题[J]．数学的实践与认识,２０１１,４１(１１):１５７Ｇ１６１．
[９]胡丽莹,郭躬德,马昌凤．一类矩阵方程的最小二乘反对

称次对称解及其最佳逼近[J]．福建师范大学学报(自然

科学版),２０１４,３０(３):１２Ｇ１８．

[１０]陈特清,徐金平,谢溪庄．实次对称矩阵的推广与次对

称变换[J]．内江师范学院学报,２０１２,２７(１０):１Ｇ３．
[１１]北京大学数学力学系．高等代数[M]．北京:高等教育

出版社,１９７８:５６Ｇ１００．
[１２]李改,李磊．基于矩阵分解的协同过滤算法[J]．计算机

工程与应用,２０１１,４７(３０):４Ｇ７．
[１３]秦建国,史成唐．中心自共轭矩阵的一些性质[J]．郑州

轻工业学院学报(自然科学版),２０１０,２５(１):１１７Ｇ１１９．
[１４]袁晖坪．次亚正定矩阵[J]．数学杂志,２００１,２１(１):２９Ｇ

３２．

SomepropertiesandapplicationsaboutantiＧelementarymatrix
GUOChuanhao,LIUBeibei

(SchoolofEconomicsandManagement,ZhejiangSciＧTechUniversity,Hangzhou３１００１８,China)

Abstract:Basedoncomprehensiveresearchesonthepropertiesofelementarymatrix,akindofantiＧ
elementarymatrixesisgivenandtherelevantpropertiesadapplicationsarestudiedinthispaper．Firstly,

thedefinitionandtheexpressionofanewkindofmatrixesantiＧelementarymatrixaregivenaccordingto
thedefinitionofFlipmatrix．Secondly,itsbasicpropertiesandtherelationshipwithelementarymatrixare
studiedandgiven．Finally,someapplicationsaboutantiＧelementary matrixaregiven．Therelevant
researchresultshavepotentialimportantsignificanceforfurtherstudyingtherelevanttheoriesofsubＧ
symmetricmatrix．

Keywords:FlipＧmatrix;antiＧelementarymatrix;threediagonalmatrix;Vandermondematrix
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