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带有预算的单商品在线定价问题研究

韩曙光,朱　晨
(浙江理工大学理学院,杭州３１００１８)

　　摘　要:为了确定卖方的最优收入与用户预算之间的关系,研究了带有预算的单商品在线定价问题,目标函数

为在不超过用户预算的情况下,最大化卖方收入.每个用户按照一定的序列到达,且只有用户到达时卖方才能知道

当前用户的出价和预算,卖方不能提前知道所有用户中的最大出价.在最大出价不确定的情况下主要考虑用户的

预算与卖方拥有商品数量等因素.针对这个问题,根据用户出价的不同,采用分层的思想和方法给出了一个在线算

法,并用流动的社会福利这一新概念代替社会福利来证明算法的竞争比.通过竞争比的分析可以得出,用户预算的

大小对卖方最优收入有着不容忽视的影响.
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０　引　言

随着企业商品销售信息化的发展,各种新颖的

销售模式层出不穷,这对企业通过商品销售实现收

益最大化的目标提出了挑战.衡量一个企业创造价

值的标准是商品销售额的增加.从而企业收益最大

化是市场经济发展的一个主要目标.商品销售不仅

是市场经济中最基础的一环,而且是企业实现收益

最大化的关键因素,更是通过市场竞争来实现资源

配置的一种机制.商品销售过程涉及到商品的供

求、竞争、定价等因素,尤其是定价因素的应用场景

非常广泛.因此商品定价问题在经济学中具有非常

重要的地位,近些年来许多学者研究了该问题,着重

研究了定价问题中用户的行为模式[１Ｇ５].商品定价

问题模型在优化领域中可分为两类,即具有完整市

场信息的模型和具有不完整市场信息的模型,前者

主要刻画分析不同的用户行为模式,后者主要考虑

在未来信息缺失的情况下设计优化算法等.
离线定价问题可以看作组合拍卖问题[２,４,６Ｇ７],

并且组合拍卖问题的研究方向有两个:一是组合拍

卖的用户行为是无嫉妒型的,即给了一个定价,在这

个价格下没有任何一个用户愿意和其他用户交换商

品;二是这个组合拍卖是激励相容,即每个理性的投

标者对于拍卖品的出标都是真实的[２Ｇ４].
在线模型同样可以看作在线拍卖问题,它有两

个主要的研究方向:一个是价格优化,另一个是交易

量优化.价格优化是指每个买家用户到达时,卖方

指定一个销售价格,当且仅当销售价格不高于买家

的期望价格时,买家购买商品.Bulm等[８]发现一个

非常有意义的在线定价模型:卖方首先公布商品的

价格,买家一个个到达,并且选取在其期望价格范围

内的商品(或商品组合).他们证明了在无限供应模

型下存在着对数级别的算法.Babaioff等[９]研究了

如何将m 个商品出售给n 个单位需求的用户,卖家

不知道每个用户的期望价格,但知道用户期望价格

分布.针对这个模型,他们给出了一个根据剩余用

户以及剩余商品数量来动态定价的策略.交易量优

化指商品价格完全由市场而非卖方决定,当每个买

家用户到达时,卖方可以依据商品当前市场价格来

决定出售的数量.对于交易量优化一个经典的研究



模型被称为 OneＧwaytrading[１０].OneＧwaytrading
随后被演化为在线搜索最大值问题,ElＧYaniv等[１１]

给出了一个竞争比为O( M/m)在线算法,其中:M
为用户期望价格上界,m 为下界.Zhang等[１２Ｇ１４]将

其一般化,研究了每一步可以分配多个商品情形.

Zhang等[１４]研究一定数量的可分商品在线定价问

题并给出了竞争比为O(logh)的算法,h是用户最高

期望单价的上界,并进一步推广到有k个种类商品,
设计出一个竞争比为O(logk＋logh)的在线算法.

然而不论离线还是在线情形,目标是最优化卖方

的收入,必定会有一个限制性因素———用户的预

算[１５Ｇ１８].Dobzinski等[１９]对带有预算的商品拍卖问题

提出了一个新的性能标准———流动福利,即知道所有

信息的卖方能够从一个特例中抽取到的最大收入,同
时也给出了一个竞争比为２的近似算法.Lu等[１６]研

究了在简单拍卖环境中,可以对多个带有预算的代理

中分配一个单位的可分商品定价问题,并在预算可知

的特殊情形下,设计了一个竞争比约为１．６１８的近似算

法.这些都是带有预算的商品定价(拍卖)离线问题.
但对于带有预算的商品在线定价(拍卖)问题研

究是很少,最新的是 Eden等[２０]研究带有预算的商

品在线定价问题,这里的用户是带有一个到达时间

和一个离开时间.本文受文献[２０]的启发,从在线

的角度来研究带预算的商品定价问题,与文献[２０]
不同之处在于本文的用户到达是overlist,是在文献

[１４]的基础上对用户多加一个限制性因素—预算,
使其更具有一般性,更符合实际生活.本文对该情

形利用价格分层的方法给出了近似算法,和预算的

分类讨论来分析竞争比以及算法竞争比的大小.

１　符号定义

本文引入以下符号.

m:卖方拥有的商品数量;

Vi(x):用户Ui 对x 个商品愿意支付的单价,
即用户对x个商品的出价;

hi:用户Ui 对x商品的最高出价,hi＝maxVi(x);

h:所有用户对商品的最高出价,h＝max
i
hi;

Lj:２j２价格层的价格,j＝０,１,􀆺;

Qi :２i２价格层的商品数量;

xi:２i２价格层能够使用的商品数量;

B:用户购买商品的预算;

ALG:表示通过定价算法卖方得到的总收入;

OPT:表示离线最优时卖方得到的总收入;

OPT１:表示买家的定价不超过２k２
时,在离线最

优情形卖方得到的收入;

OPT２:表示买家的定价超过２k２
时,在离线最优

情形卖方得到的收入.

２　问题描述

本文研究带有预算的单类商品在线定价问题,
目标是使卖家收入最大化.现有m 个可分商品,用
户按照序列{U１,U２,􀆺}一个接一个的到达.卖家

在用户到达之时要给出单价和分配给这个用户的

商品数量,并且每个用户Ui 都有一个一致的预算

B 和他们各自的出价Vi(　).例如Vi(x)是用户

Ui 对商品数量x愿意付的单价,不失一般性假设

Vi(x)≥１.一般来说,一个用户买的商品越多,他希

望支付的单价就越低,因此Vi(　)是一个关于商品

数量非增的函数.让hi 是所有的中Vi(x)最大的

一个,即hi＝maxVi(x).只有当用户Ui 到达的时

候hi 才能被卖家知道,但是h不能提前被知道的.
并且当用户Ui 到达时,假设卖家设置了单价和指派

了mi mi≤B
pi

æ

è
ç

ö

ø
÷个商品给他.若pi＞Vi(mi)则用户

将不能接受这个定价,因此将没有商品卖给这个用

户.若pi≤Vi(mi)则用户将接受这个定价,并要支

付pimi 给卖家.如果存在m′＞mi 且pi≤Vi(mi),
则用户需求称为部分满足,否则称为全部满足.

３　定价算法

算法A１:定价

a)yj 表示买家Ui 在出价为２j２ 时愿意购买的

商品最大数量且满足yj≤m.

b)如果存在２j２yj≤B,记k＝argmax
j

(２j２yj≤B).

c)如果xk≠０,这里xk 表示２k２
价格层可用的

最大商品数量,然后设置单价pi＝２k２.

d)给买家Ui 分配的商品数量mi＝min{xk,yk},

e)修改可用商品的数量.

f)另外当xk＝０时,记k′＝argmax
j＞k

(２j２yj≤B),

g)设置单价pi＝２k′２,

h)给买家Ui 分配的商品数量mi＝min{xk′,yk′},

i)修改可用商品的数量,

j)算法结束.
算法A２:修改商品数量

当pi＝２k２
和mi＝min{xk,yk}时,

a)如果mi＝xk 时,
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b)当０＜j≤k时xj＝０,

c)如果mi＝yk 时,记l＝argmax
j＞k

(xk－xj≤yk),

d)对于j＝l＋１到k时,

e)xj＝xk－yk,

f)算法结束.

４　算法分析

采用分层的思想根据用户的出价将价格进行分

层处理:如果２j２ ≤p＜２(j＋１)２ 则p∈Lj,j＝０,１,􀆺.

Lj 中价格对应商品数量 Qj ,当j≥０,有 Qj ＝

２－j－１m.在定价算法中如果在２i２ 的价格层中所有

商品都分配给了某些买家,卖家能够用低层中剩余

商品数量去满足出价为２i２ 的买家.当使用低层的

剩余商品数量时必须按照严格递减的顺序即首先使

用的是Qi－１层,然后是Qi－２层,􀆺􀆺,等.

引理１　a)在Qi 价格层的商品的价格至少为２i２.

b)用户的出价不少于２(i＋１)２ 的能用的商品数

量至少是２－i－１m.
证明:

a)因为高价格层可以使用低价格层的商品,Qi

价格层的商品价格为２i２.所以大于Qi 的价格层要

使用Qi 层的商品,这时 Qi 层的商品价格是大于

２i２,故a)得证.

b)当出价等于２i２时能够使用的最大商品数量

是xi＝(１－２－i－１)m,而商品的总量是m,所以当用

户的出价不少于２(i＋１)２ 的能用的商品数量至少是

m－xi＝２－i－１m,故b)得证.
从上面的算法中可知如果xi＝０则称价格层

２i２是满状态.用算法处理好这个用户后,记k＝
max{j xj＝０}.即所有的２０２

到２k２
是满状态的但

值２j２(j＞k)不是满状态的,即当j＞k＋１,xj＞０.

５　主要结果

定理　定价算法的竞争比是

２h
２
logh , 当B≤m 时

maxO(Bh
１
logh),O(h

３
logh){ }, 当B＞m 时{ .

该定理将通过引理２－５证明.

引理２　若B≤m,则OPT
ALG≤２h

２
logh .

证明:
因为B≤m,依据算法只有在价格层２０２

的商品

数量才有可能用完,其余价格层商品的数量随着价

格层的增加,每个价格层剩余的数量也就越多.因

此当前价格层的商品数量足够满足顾客的最大所

需.假设用最优离线算法用户Ui 被设置单价p′＞

２０２,用定价算法设置的单价为２p２
＞２０２.让２l２ ≤p′

＜２(l＋１)２,通过算法的描述有２p２

yp≥２l２yl;其中yp

和yl 是用户Ui 在单价２p２
和２l２的情况下分别愿意

购买商品的最大数量.由于价格层２p２
不是满状态.

这表明yp 是对这个用户分配商品的所有数量,因此

用定价算法对用户Ui 卖方所得收入是２p２

yp.因为

单价是商品数量的非增函数.因此知道用户Ui 在

单价为p′时愿意购买商品数量最多为yl.故用离

线最优算法对用户Ui 卖方所得收入是p′yl.又因

为h≥２l２,所以l≤ logh.故

OPT
ALG＝p′yl

２p２

yp

≤２(l＋１)２yl

２p２

yp

≤２(l＋１)２yl

２l２yl

＝２２l＋１≤２２ logh＋１≤２􀅰２
logh ２

logh

＝２h
２
logh ,

综上所述引理２得证.

引理３　若B＞m,则OPT１

ALG ≤O(Bh
１
logh ) .

证明:
假设当B ＞m 时,第i个用户在离线最优的情

况下卖家所得的收入是piai,其中pi 是卖家对第个

用户设置的单价,ai 是卖家对第i个用户分配商品

的数量.因此到第k＋１个用户时离线情况的总收入

是􀰐
k

i＝０
piai.由于卖方所拥有的商品数量为m.而所

有用户的需求的花费都不会超过其预算B.因此

OPT１ ＝ 􀰐
k

i＝０
piai ≤ 􀰐

k

i＝０
Viai

＝ 􀰐
k

i＝０
２i２ai ≤２k２

m ＜２k２
B (１)

而此时在线情况由于价格层从２０２
到２k２

是满状

态的.从引理１易知用户单价不超过卖家获得的总

收入至少为

ALG ≥ 􀰐
k

i＝０
２i２􀅰２－i－１m ＝m􀰐

k

i＝０
２i２－i－１ ＞２k２－k－１m

(２)

又因为h≥２k２,所以k≤ logh.由式(１)和式(２)得
OPT１

ALG ＜ ２k２
B

２k２－k－１m
＝２k＋１B

m ≤２logh＋１B
m

＝２􀅰２
logh １

loghB
m ＝２

mh
１
loghB＝O(Bh

１
logh ) .
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故引理３得证.
引理４　对于每个２p２

≤２k２
的价格层,用在线定

价算法在这里最多有一个用户被分配的数量为xp

＜yp.
证明:
从定价算法中可知当买家设置单价为２p２,这个

价格层中保留的商品数量是大于０.如果xp＜yp,
卖家将分配所有保留商品xp 给这个用户,从而xp

＝０.因此再有单价为２p２
的用户到达时,卖家将不

会分配商品给这些用户.从而引理４得证.

引理５　若B＞m,则OPT２

ALG ≤O(h
３
logh ) .

证明:证明此引理考虑以下两种情形:

a)用最优离线算法,用户Ui 被设置单价p′＞

２k２,定价算法设置的单价为２p２
＞２k２,让２l２ ≤p′＜

Vi＜２(l＋１)２.通过算法的描述,有２l２yl≤２p２

yp≤B;

其中yp 和yl 是Ui 在单价２p２
和２l２ 的情况下分别

愿意购买商品的最大数量.由于价格层２p２
不是满

状态,这意味着yp 是对此用户分配商品的所有数

量,因此定价算法对于用户Ui,卖家所得收入是

２p２

yp.由于对于任何用户,商品的单价是关于购买

商品的数量的非增函数.因此用户Ui 在单价p′时

愿意购买的商品数量最多为yl.而此时卖家离线

最优收入最多为 min{Viyl,B}即OPT≤B.又因为

h≥２l２,所以l≤ logh.故

OPT
ALG≤ B

２p２

yp

≤Viyl

２p２

yp

＜２(l＋１)２yl

２p２

yp

≤２(l＋１)２yl

２l２yl

＝２２l＋１≤２２ logh＋１≤２h２ １
logh ＝O(h

２
logh ) .

b)若离线最优时,用户Ui 被设置单价p′＞

２k２,而使用本文的定价算法设置的单价为２p２
≤２k２,

让２l２≤p′＜Vi＜２(l＋１)２ 假设离线最优算法分配了

m′的商品给Ui,与a)分析一样,有m′＜yl.Ui 离线

最优收入为p′m′≤min{Vim′,B}≤２(l＋１)２yl,其中B

≤２(l＋１)２yl,用反证法证明.若B＞２(l＋１)２yl,则B
p′＞

B
２(l＋１)２ ＞yl,此时离线情况下能分配给用户Ui 商品

数量大于yl,与已知矛盾.从定价算法中知２l２yl≤

２p２

yp≤B.如果用户Ui 所得商品数量为yp,则算

法竞争比与情形a)一样.否则,当xp＜yp 时,通过

定价算法用户Ui 获得商品数量是xp,在此情形中,
定价算法仅能够分配数量的商品xp 给用户,在这步

之后价格层２p２
就是满的.而在价格层２p２

商品数量

最多是２－p－１m,因此

２p２􀅰２－p－１m≥２p２􀅰２－p－１yp≥２l２􀅰２－p－１yl＝

２(l＋１)２􀅰２－２l－１􀅰２－p－１yl≥p′m′􀅰２－２l－１􀅰２－p－１.

显然,这个用户在价格层为２p２
的离线最优收入与定

价算法的总收入的竞争比最多为

２２l＋p＋２≤２３l＋２≤４􀅰h３ １
logh ＝O(h

３
logh ) .

再由引理４可以知,在每个价格层为２p２
≤２k２

商品

最多被计算２次.一次是用户需求是全部满足,一
次是用户需求是部分满足.故将OPT２ 更细致的分

成两个部分OPT２１和OPT２２.OPT２１为通过此算法

用户需求全部满足时,卖家所获得离线最优收入,

OPT２２为通过此算法用户需求部分满足,卖家所获

得离线最优收入.

综上所述,有OPT２１≤O(h
２
logh )ALG 和OPT２２

≤O(h
３
logh )ALG.因此,

OPT２＝OPT２１＋OPT２２≤O(h
３
logh )ALG,

从而引理５成立.
因为 当 B＞m 时 把 OPT 划 分 为 OPT１ 和

OPT２ 两种情况,所以在取竞争比时应当选两者中

较大的情形,再根据引理２可知定理得证.

６　结　论

本文主要研究带有预算的单类商品在线定价问

题,针对用户的预算情况进行讨论,并设计在线算法

和分析了算法竞争比:当B≤m,竞争比是２h
２
logh ;当

B＞m,竞争比是 max{O(Bh
１
logh ) ,O(h

３
logh ) } .后续

研究将单类商品推广到多种类商品,考虑卖方最优收

入目标,设计相应的在线算法,并分析算法的竞争比.
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Onlinepricingproblemofonekindofitemswithbudget
HANShuguang,ZHUChen

(SchoolofSciences,ZhejiangSciＧTechUniversity,Hangzhou３１００１８,China)

Abstract:Inordertodeterminetherelationshipbetweentheseller􀆳soptimalrevenueandtheuser􀆳s
budget,anonlinepricingproblemofonekindofitemswithbudgetisstudied．Thegoalistomaximizethe
seller􀆳srevenuewithoutexceedingtheuser􀆳sbudget．Eachuserarrivesaccordingtocertainsequence．
Besides,onlywhentheuserarrivescanthesellerknowtheofferandbudgetofcurrentuser．Theseller
cannotknowthemaximumofferamongallusers．Withuncertainmaximumoffer,theuser􀆳sbudgetand
thenumberofcommoditiesownedbytheselleraremainlyconsidered．Forthisproblem,thepaperusesa
layeringmethodtogiveanonlinealgorithm,andthenewconceptofflowingsocialwelfareisappliedto
replacesocialwelfaretoprovethecompetitiveratioofthealgorithm．Theconclusionisthatthebudget
havesignificantinfluenceontheseller􀆳srevenue．

Keywords:onlinepricing;budget;revenue;algorithm;competitiveratio
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