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基于直曲线判断的曲线拟合研究
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(１．浙江理工大学机械与自动控制学院,杭州３１００１８;２．杭州琦星机器人科技有限公司,杭州３１００１２)

　　摘　要:针对数控加工中任意形状的轮廓拟合速度慢、精度低等问题,提出一种基于直曲线判断的非均匀有理

B样条曲线自适应逼近方法.该方法首先得到直线和曲线的过渡点,并按离散点顺序判断出直线或曲线.若是直

线,采用最小二乘法拟合该直线;若是曲线,采用曲率与斜率相结合的方法求出曲率极大值点,作为关键点插值非均

匀有理B样条曲线,利用德布尔递推公式反求出控制点,生成初始插值曲线.然后求出所有原始离散点与初始插值

曲线上对应点的误差,若最大误差不满足给定要求,则在最大误差处自适应增加一个关键点形成新的插值曲线,反

复迭代直到最大误差满足给定误差条件.相比传统算法,该方法能够更好地凸显整体轮廓的主要特征.实验证明

该方法不仅可以得到最少的控制点数目,还具有速度快、逼近精度高等特点.
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０　引　言

在数控加工中,非均匀有理B样条(nonＧuniform
rationalBＧspline,NURBS)曲 线 拟 合 应 用 非 常 广

泛[１Ｇ３].在满足精度的前提下,NURBS逼近曲线能

够大幅度提高加工速度,提升加工效率.最早研究

有理B样条方法的主要有美国的皮格尔和蒂勒,他
们的研究使非均匀有理 B样条曲线成为了全球化

技术,并一度成为当时最流行的曲线拟合方法.法

林等[４]的研究使 NURBS样条曲线的理论更加牢

固.在利用B样条曲线拟合离散数据点的领域,有
大量学者提出不同的方法,如黄丽琴等[５]提出的基

于切矢控制的B样条曲线逼近的PIA算法、段振云

等[６]提出的一种改进 B样条曲线插值法.传统的

非均匀 有 理 B 样 条 曲 线 逼 近 有 两 种 方 法[７Ｇ８]:

a)从最少的或较少数量的控制点开始,构造一条逼

近于所给数据点的曲线,然后检查曲线与给定数据

点的偏差,如果每点处的偏差都小于给定误差则返

回,否则继续迭代直到满足条件为止;b)从最多控

制点开始或足以使第一次逼近的结果精度满足给定

误差的控制点数开始,构造一条逼近于所给数据点

的曲线,然后检查曲线与给定数据点的偏差,如果不

再满足给定精度,返回上一次的曲线,否则减少控制

点个数继续迭代.韩江等[９]提出的基于轮廓关键点

的曲线拟合算法和江本赤等[１０]提出的面向密集数

据点的曲线逼近算法,都是基于上述传统的曲线拟

合方法.但是这两种传统方法在大量原始离散数据

点的情况下,需要进行多次迭代拟合,耗费时间较

长,这一状况往往难以使人满意.
本文提出了一种基于直曲线判断的三次非均匀

有理B样条曲线(NURBS)拟合的算法.首先,观
察所有的离散样本点并进行分析,通过斜率比较法

寻找到直线和曲线的过渡点;对直线区域内的所有

离散样本点进行最小二乘拟合,对曲线区域内的离

散样本点通过斜率与局部曲率极大值共同比较法,
得到拟合曲线最重要的关键点序号并进行插值.然

后,根据误差条件计算出误差最大处的离散样本点

并重新组合成关键点进行曲线插值,重复步骤,在误



差最大处逐个增加新的关键点并重新进行插值计

算,直到满足误差;最后得到拟合曲线.

１　非均匀有理B样条曲线

K 次非均匀有理B样条(NURBS)曲线可以表

示为一分段有理多项式矢函数,具有如下形式:
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其中wi(i＝０,１,􀆺,n)为权或者权因子,di(i＝０,

１,􀆺,n)为控制顶点,Ni,k(u)是由节点矢量U ＝
[u０,u１,􀆺,un＋k＋１]计算确定的K次规范B样条基函

数,通常取两端节点的重复度为K＋１,即u０ ＝u１ ＝
􀆺 ＝uk,un＋１ ＝un＋２ ＝ 􀆺 ＝un＋k＋１.在这里采用三次

非均匀有理B 样条曲线进行轮廓拟合,即K ＝３.

２　 非均匀有理B样条曲线逼近

２．１　 选取轮廓中直线和曲线的过渡点

直线和曲线过渡点的选取对整个曲线的逼近精

度至关重要.不合适的选取不仅会增加迭代计算的

次数,增大工作量和耗时时间,而且还会直接影响到

整条曲线逼近的初始精度.
本文采取斜率比较法求得过渡点.在计算机图

形学中,任意一条直线都是由无数个点集构成,但是

这些点并不是完全共线的,而是存在着一定的梯度.
因此只要判断出哪些点构成了一条直线,那么剩下

的点分别都构成了曲线.
首先根据离散点Pi(i＝１,２,􀆺,n)相邻两点求

取每一点的斜率k＝yi＋１－yi

xi＋１－xi
,然后将相邻第一个

点的斜率与第二个点的斜率相减,如果斜率差的绝

对值小于等于m 或大于等于n,再将第一个点的斜

率与第三个点的斜率相减进行比较,如果满足要求

则继续比较后一个点.如果至少有连续的r个点满

足要求,就判定这是一条直线,并计算出直线的两个

端点.准确地判断出直线后,剩下的离散数据点则分

段构成了样条曲线.一般情况下,m＝０．２５,n＝１×

１０１０,r＝１２~１４.直线和曲线的过渡点示意图如图

１所示.

图１　 直线和曲线的过渡点示意图

图１中的数据是由实体剪裁,通过相机拍摄后

经过 Matlab处理获取的实体轮廓离散数据点,该处

理方法旨在模拟数控零件的轮廓.从图１可以看出,
本文算法准确地判断了直线和曲线以及直线与直线

之间的过渡点,为后续分段拟合作铺垫.

２．２　 曲线的关键点的选择

根据斜率比较法求得的所有直线的两个端点,
按所有离散点的顺序进行整体轮廓的拟合.

首先判断区域内的离散点集是否是直线.如果

是直线,采用最小二乘法对直线上的所有点进行拟

合,使其均方误差达到最小.如果是曲线,首先计算

出曲线上的关键点序号和对应的坐标.这些关键

点选择正确与否,不仅会影响到这部分曲线拟合

的迭代次数,而且会直接影响到初次拟合曲线的

精度.通过关键点的正确选取,可以大大提高曲线

的拟合速度和精度.一般情况下,可以通过求取离

散点的局部曲率极大值来获得关键点,但这种传

统方式计算的关键点会有所偏差,因此本文采用

曲率极大值和斜率相结合的方法来获得所需的关

键点.
本文采用近似求解法,通过３个相邻的离散点

pi－１,pi,pi＋１ 的曲率半径来计算每一点的曲率近似

值,首末两个端点的曲率设定为零.

ki ＝ １
ρi

＝ ２|pipi＋１×pipi－１|
|pipi＋１||pipi－１||pipi＋１－pipi－１|

＝２sin＜pipi＋１,pipi－１ ＞
|pi－１pi＋１|

(３)

若点i上ki ＞ki＋１,ki ＞ki＋２ 且ki ＞ki－１,ki ＞
ki－２,则将该点视为初定曲率极大值点.根据初定曲

率极大值点,计算出该点和周围４点的斜率,通过比

较５点的斜率,将斜率最小的一点视为所需的关键

点.当某个离散点处在曲率极大值处,且该点的斜率

大于某个阈值t,则直接把该离散点作为初始关键

点,不需要比较该点与周围４点的斜率.一般t＝５.
离散点的曲率变化如图２所示,传统算法曲率极大
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值求得关键点和本文算法曲率极大值和斜率结合求

得关键点示意如图３和图４所示.

图２　 离散点的曲率示意图

图３　 曲率极大值求得关键点示意图

图４　 曲率极大值与斜率结合求得关键点示意图

比较图３和图４可以发现,除了首末端点外,另
外５个局部曲率极大值点中的２个都被改善了,总
体上的初始逼近精度得到了有效地提高.

２．３　 反算控制点

反算控制点一般分为２个步骤.首先确定节点

矢量,最常用的参数化方法有３种,包括均匀参数化

法、向心参数化法和弦长参数化法.均匀参数化法和

向心参数化法都不能很好地反映数据点的折拐情

况[１１].本文采用弦长参数化法,这是目前最常用的

方法.弦长参数化法计算公式:

u０ ＝０
ui ＝ui－１＋|ΔPi－１|i＝１,２,􀆺,n{ (４)

式中:向前差分矢量:ΔPi＋１,弦长矢量:ΔPi ＝ ΔPi＋１

＋ΔPi,即两个关键点之间的距离.然后计算控制点.
确定节点矢量后,通过式(５)反算出控制点,其中首

末端点即为首末控制顶点.

１
a２ b２ c２

􀅰 􀅰 􀅰
􀅰 􀅰 􀅰

􀅰 􀅰 􀅰
an bn cn

１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

d１

d２

􀅰
􀅰
􀅰
dn

dn＋１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

＝

e１

e２

􀅰
􀅰
􀅰
en

en＋１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

(５)
式中:di 为各自对应的控制顶点.取Δi ＝ui＋１ －ui,

i＝０,１,􀆺,n,则:ai ＝
(Δi＋２)２

Δi＋Δi＋１＋Δi＋２
,

bi ＝ Δi＋２(Δi＋Δi＋１)
Δi＋Δi＋１＋Δi＋２

＋Δi＋１(Δi＋２＋Δi＋３)
Δi＋Δi＋１＋Δi＋２

,

ci ＝
(Δi＋１)２

Δi＋１＋Δi＋２＋Δi＋３
,ei ＝ (Δi＋１＋Δi＋２)pi－１．

２．４　 算法逼近偏差的计算

将所有的原始离散点Pi(i＝０,１,􀆺,n)都弦长

参数化,并将初始插值曲线上与原始离散点Pi 对应

的点设定为Ci(i＝０,１,􀆺,n),本文将Di＝|Ci－Pi|
视为初始逼近曲线的偏差.如果Di 大于用户给定的

误差E,找出逼近偏差Di 中的最大值,并在误差最

大处增加一个关键点.通过只增加一个关键点,不仅

能有效改善局部偏差,而且不会影响全局的逼近效

果,从而可以使控制点数量达到最少.
重复上述的步骤反复迭代,直到逼近偏差Di 的

最大值小于或等于给定误差E.初始逼近曲线误差

示意图和改进后逼近曲线示意图如图５和图６所示.

图５　 初始逼近曲线误差示意图

图６　 改进后逼近曲线示意图
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３　 算法应用举例

３．１　 应用举例１
图７中的数据点集共包含１８６个原始离散点,

如果以每一个离散点为插值点,则会产生１８８个控

制点,虽然能达到很高的逼近精度,但计算复杂度同

时也大幅度增加,计算耗费时间也相当长.因此采用

本文算法先进行直线和曲线过渡点的计算,并采用

局部曲率极大值和斜率相结合的方法选取包含轮廓

主特征的关键点进行插值,该算法在满足精度的条

件下,使控制点的数量达到了最少,并有效地提高了

计算速度.实验参数取值为m＝０．２５,n＝１×１０１０,

r＝１２,t＝５.仿真结果如图８— 图１０所示,分析结

果如表１所示.图８为利用斜率比较法准确地判断

得到直线和曲线的过渡点示意图,图９为利用曲率

极大值和斜率结合得到整体轮廓的初始逼近曲线示

意图,图１０为在最大误差处自适应增加一个新的关

键点并重新插值,反复迭代直到满足精度的逼近曲

线示意图.

图７　 原始离散点示意图

图８　 直曲线过渡点示意图

图９　 初始逼近曲线示意图

图１０　 改进后的逼近曲线示意图

表１　 本文算法和传统算法参数比较结果

原始离散

点个数

逼近

精度

本文算法

分段关键点数 分段迭代次数 算法时间/s

传统算法

关键点数 迭代次数 算法时间/s

１８６ １８．００ １０,５ １,１ ０．０４６９４１ ８２ １ ０．１５２９４０
１８６ ４．００ １１,８ ２,４ ０．０９８６４１ ８３ ２ ０．２６２１１４
１８６ １．００ １９,１２ １０,８ ０．３５６７０１ ９１ １０ １．２６６０５２
１８６ ０．５０ ３３,３２ ２４,２８ １．５４７８８６ １１２ ３１ ４．２９３８３３
１８６ ０．３０ ３５,４２ ２６,３８ ２．１８８０５６ １３６ ５６ ８．７００９０３
１８６ ０．１０ ４３,５２ ３４,４８ ３．３３０１６２ １６６ ８５ １５．０１２４９８
１８６ ０．０８ ４５,４３ ３６,４９ ３．６０５６２６ １７０ ９０ １６．３３３７４５

３．２　 应用举例２
图１１中的数据点集共包含１６５个原始离散点.

实验参数取值为m＝０．２５,n＝１×１０１０,r＝１２,t＝
５.仿真结果如图１２－ 图１４所示,分析结果如表２
所示.图１２为利用斜率比较法准确地判断得到直

线和曲线的过渡点示意图,图１３为利用曲率极大

值和斜率结合得到整体轮廓的初始逼近曲线示意

图,图１４为在最大误差处自适应增加一个新的关

键点并重新插值,反复迭代直到满足精度的逼近

曲线示意图.
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图１１　原始离散点示意图

图１２　直曲线过渡点示意图

图１３　初始逼近曲线示意图

图１４　改进后的逼近曲线示意图

表２　本文算法和传统算法参数比较结果

原始离散

点个数

逼近

精度

本文算法

分段关键点数 分段迭代次数 算法时间/s

传统算法

关键点数 迭代次数 算法时间/s

１６５ ２４．０ ６,８ １,１ ０．０４１４７２ ６４ １ ０．２３１１９４
１６５ ９．０ ６,１０ １,３ ０．０６７４２９ ６６ ３ ０．３３２９３４
１６５ ５．０ ８,１２ ３,５ ０．１３０６８３ ６８ ５ ０．５２２３１２
１６５ １．０ １５,２３ １０,１６ ０．５３５４２９ ８５ ２２ ２．４６９１３７
１６５ ０．７ ２３,３４ １８,２７ １．２１４２０５ ９４ ３１ ３．６５５８５６
１６５ ０．４ ２４,４１ １９,３４ １．６４５５９５ １２１ ５８ ７．８７８０６３
１６５ ０．１ ２８,５１ ２３,４４ ２．４５３５２７ １４８ ８５ １３．３５８３３１

　　由表１和表２分析可得,在相同的逼近精度条

件下,本文算法采取分段拟合的思想,相比于传统算

法,在计算效率和计算时间方面得到了有效地提高.

４　结　语

非均匀有理B样条(NURBS)曲线的形状可以

由少数的关键点大致描述.因此对于任意形状的样

条曲线,本文算法在准确判断出直线和曲线的过渡点

的前提下,对直线采取最小二乘法进行直线拟合,对
曲线寻找出最合适的若干个关键点后进行曲线逼近,
并不断增加关键点、提高轮廓的逼近精度.本文采取

了多组数据进行了仿真实验,验证了该算法的有效性

和可靠性.本算法为后续的数控加工提供了可靠的

理论依据,并为后期的加工优化奠定了良好的基础.
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ResearchonCurveFittingBasedonStraightCurveJudgment
YANGLiangliang１,HUXinjie１,WANGXiufeng２

(１．FacultyofMechanicalEngineering& Automation,ZhejiangSciＧTechUniversity,

Hangzhou３１００１８,China;

２．HangzhouQixinRobotScience& TechnologyCo．,Ltd,Hangzhou３１００１２,China)

Abstract:AimingattheproblemofslowspeedandlowprecisionofarbitraryshapeinNCmaching,a
nonＧuniformrationalBＧsplinecurveadaptiveapproximationmethodbasedonstraightcurvejudgementis
proposed．Themethodfirstobtainsthetransitionpointofthestraightlineandthecurve,andinaccordance
withtheorderofdiscretepointstodeterminethestraightlineorcurve．Inthecaseofastraightline,the
straightlineisfittedbytheleastsquaresmethod．Ifthecurve,usingthecombinationofcurvatureand
slopemethodtofindthecurvatureofthemaximumpoint,asakeypointinterpolationnonＧuniformrational
BＧsplinecurve．UsingtheDeBoerrecursionformulatofindoutthecontrolpoints,generatingtheinitial
interpolationcurve．Andthenfindouterrorbetweenalltheoriginaldiscretepointsandthecorresponding
pointsontheinitialinterpolationcurve．Ifthemaximumerrordoesnotmeetthegivenrequirement,then
themaximumerrorintheadaptiveincreaseofakeytoformanewinterpolationcurve．Repeatlyiterate
untilthemaximumerrorsatisfiesthegivenerrorconditions．Comparewiththetraditionalalgorithm,the
methodcanmeetthespecifiedaccuracyrequirementsfaster．Experimentsshowthatthemethodcannot
onlygettheminimumnumberofcontrolpoints,butalsohasthecharacteristicsoffastspeedandhigh
precision．

Keywords:nonＧuniformrationalBＧspline;curveapproximation;straightlineorcurve;adaptive
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