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变插值周期五次多项式机器人关节空间规划

涂　孔,张　华
(浙江理工大学机械与自动控制学院,杭州３１００１８)

　　摘　要:为了控制机器人平稳、精确地到达示教点,对机器人关节空间五次多项式插值函数进行了研究,提出了

变插值周期的插值方法.将该插值算法应用于四自由度工业机器人,建立了基于 DＧH (DenavitＧHartenberg)坐标系

的正逆运动学方程,并在运动控制系统中实现算法.通过示教得到始末点位姿,调用算法程序控制机器人到达示教

终点.采集各轴编码器反馈脉冲值并计算得到各轴频率和加速度曲线,使用加速度传感器和百分表分别测试末端

执行器运动速度和机器人的重复定位精度.试验结果表明:各轴频率和加速度曲线符合五次多项式函数速度、加速

度曲线变化趋势,末端执行器速度变化连续,机器人运行平稳,重复定位精度为０．０１mm.
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０　引　言

人工作业常会出现产品质量不稳定、效率低等问

题.随着劳动力成本的增加,机器人代替人工作业已

成为将来的发展趋势.轨迹规划[１]是机器人运动控

制的重要内容,合理的规划方法可以使机器人快速、
准确、平稳地到达目标点.轨迹规划可在关节空间或

笛卡尔空间中进行.在关节空间中规划时,无需进行

大量反解计算,插值速度快,精度能够满足一般作业

要求[２Ｇ３].故研究关节空间轨迹规划具有重要意义.
机器人在启动和停止时不能产生冲击,在运动

过程中需保持平稳.王霆等[４]采用抛物线拟合的线

性插值函数对关节空间进行规划,这种方法虽然速

度曲线连续,但是因加速度存在突变,容易造成机器

振动.基于多项式插值的曲线比基于线性插值的曲

线更加平滑,没有突变.[５]常用的多项式插值曲线有

三次、五次曲线.三次多项式插值加速度曲线不平

滑[６],五次多项式插值函数可实现平滑的加速度曲

线,能够保证机器人运动的平稳性和精度[７Ｇ９].虽然

多项式插值的次数越大插值函数曲线越平滑,但是

约束条件和计算量也越大,对处理器性能要求也越

高.[１０]并且在用多项式拟合曲线时,多项式次数越

高,拟合多项式在插值区间端点处越容易产生震荡,
即龙格现象[１１].本文综合考虑机器人运动的平稳

性及约束条件和对处理器的要求,将五次多项式插

值函数作为研究对象.为实现关节空间五次多项式

轨迹规划,通过改变插值周期的方法对多项式函数

进行插值.该方法易于理解,便于实现,可以控制机

器人平稳、精确地运动.本文将该算法应用在四自

由度工业机器人上,以验证该算法实现效果.

１　五次多项式插值算法及实现

１．１　五次多项式系数求解

五次多项式插值通式为:

θ(t)＝a０＋a１t＋a２t２＋a３t３＋a４t４＋a５t５ (１)
其中:t为时间,s;θ(t)为t时刻对应的关节角,(°);

a０,a１,􀆺,a５ 为系数.为了求取多项式的系数,必须

满足如下约束条件:
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其中:θ０ 为起始点关节角度,(°);θf 为终止点关节角

度,(°);̇θ０ 为起始点关节角速度,(°/s);̇θf 为终止点

关节角速度,(°/s);̈θ０ 为 起 始 点 关 节 角 加 速 度,
(°/s２);̈θf 为终止点关节角加速度,(°/s２).对方程组

(２)求解可得多项式系数:
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１．２　 插值算法实现

伺服电机旋转的角度由控制器发出的脉冲个数

决定,电机转速由发出的脉冲频率决定.故需将示教

位姿经运动学反解得到的关节角换算成对应的脉冲

值,关节角随时间的变化转化为脉冲值随时间的变

化,通过控制脉冲发出的个数和频率来控制机器人

运动到达示教点.所以式(１)可转化为:
P(t)＝a０＋a１t＋a２t２＋a３t３＋a４t４＋a５t５ (４)

其中:P(t)为t时刻对应的脉冲值.将方程离散化,
在各插值点处的脉冲值为:

P(i)＝a０＋a１(iΔt)＋a２(iΔt)２＋a３(iΔt)３＋
a４(iΔt)４＋a５(iΔt)５ (５)

其中:i为插值次数.Δt为插值周期,s.各插值点处

的理论频率为:

f(i)＝ (P(i)－P(i－１))/Δt (６)
脉冲输出形式采用PWM波输出,PWM是占空比可

调的矩形波,非常适合电机的控制.控制系统的主控

芯片为STM３２F４０７.该芯片有丰富的定时器资源,
大部分定时器都含有PWM 输出通道,只需配置相

关寄存器就可以输出PWM波,通过调整PWM波产

生的周期可以调整脉冲输出频率.PWM 波输出的

实际脉冲频率值f由式(７)计算:

f＝ fCLK

ARR＋１
(７)

其中:fCLK 为时钟源频率,Hz;ARR为控制脉冲周期

的寄存器值.
由式(７)可知,当fCLK 一定时,将式 (６)计算出

的理论频率f (i)代入式(７)可得 ARR 的值,将

ARR 的值加载到定时器上即可输出对应的脉冲频

率.但由于ARR 寄存器是整型类型,故实际输出的

脉冲频率会大于或等于理论脉冲频率,且理论频率

越大,产生的误差越大.若每隔固定插补周期去改变

输出脉冲频率,这就使单个插值周期内产生的脉冲数

和目标脉冲数不等,从而造成脉冲个数输出的误差.
本文采用变插值周期的插值方法来保证单个插

值周期输出的脉冲个数,即当到达各插值点脉冲值

时计算下一个插值点所需频率值,通过控制插值点

处脉冲值来调整插值周期.为了便于计算,式(５)以

Δt代入计算,使插值点脉冲值始终落在曲线上,不
会出现累计误差,实际插值时间是一个变化的接近

Δt的数.
采用变插值周期的方法,不仅适用于五次多项

式插值函数,也适用于任意已知解析式的简单插值

函数.该方法控制简单,易于实现.

２　 插值算法应用

２．１　 四自由度机器人运动学方程

机器人运动学方程的求解是轨迹规划和控制的

基础.本文研究的四自由度工业机器人有４个关节,
分别为上下轴移动关节、摆臂轴转动关节、伸缩轴移

动关节和校正轴转动关节.该机器人是一个圆柱坐

标型机器人,４个关节均由伺服电机驱动.
运用DＧH参数法构建机器人的坐标系如图１所

示.图中d１ 为上下轴关节变化量,mm;θ１ 为摆臂轴

关节变化量,(°);d２ 为伸缩轴关节变化量,mm;θ２ 为

校正轴关节变化量,(°);L１ ＝４００mm;L２ ＝８００
mm;L３ ＝１５０mm.

图１　 四自由度工业机器人 DＧH 坐标系
在图１坐标系下,机器人末端执行器中心在基

坐标系０中的位姿矩阵为:
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其中:Ai 为连杆i相对于连杆i－１的齐次变换矩

阵;４HT为末端执行器中心相对坐标系４的齐次变换

矩阵;(nx,ny,nz)、(ox,oy,oz)、(ax,ay,az)分别

为末端执行器中心在基坐标系中法线矢量n、方向

矢量o和接近矢量a的３个分量;(px,py,pz)为末

端执行器中心位置矢量p的分量[１２].
四自由度机器人的DＧH 参数见表１.

表１　 四自由度工业机器人DＧH参数

连杆i
αi－１

/(°)
ai－１

/mm

θi

/(°)
di

/mm
关节变量范围

１ ０ ０ ０ d１ －３０~３００mm
２ ０ ０ θ１(－９０) L１ －１７０°~１７０°
３ －９０ ０ ０ d２ －５~４５０mm
４ ９０ ０ θ２(９０) L２ －１８０°~１８０°

末端 ０ L３ ０ ０ －

由DＧH 参数可得相邻两连杆的相对位姿矩阵

分别为:
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由式(８)－(１３)可得机器人末端执行器正运动学方

程为:
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由正运动学方程(１４)可解得逆运动学方程为:
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本文用向量F(d１,θ１,d２,θ２)表示由逆运动学方程

计算得到的解.

２．２　 插值流程图

实现四自由度机器人位姿控制的五次多项式插

值流程如图２所示.

图２　 五次多项式插值流程
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３　 试 　 验

３．１　 试验平台简介

为验证插值算法实现的效果,搭建了如图３所

示的测试平台.由示教器示教得到起点、终点位

姿.分两部分测试.第一部分由百分表测试重复定

位精度,同时,在控制系统中编写程序采集各轴控

制电机编码器反馈的脉冲值,并计算得到脉冲频

率和加速度值.第二部分由加速度传感器采集末

端执行器的速度,经数据采集仪处理后在电脑上

实时显示.

１．四自由度工业机器人;２．加速度传感器;３．百分表;

４．示教器;５．数据采集仪;６．电脑

图３　 试验平台

３．２　 试验数据和分析

由示教器示教得到起点位置矢量p１(９４８．４９６２,

－１９３．６９４５,４２０),法线矢量n１(０．９３９７,－０．３４２０,

０),终点位置矢量p２(１１９４．６９８２,２３７．１０６６,４２０),法

线矢量n２(０．９３９７,０．３４２０,０).设定起点到终点运行

时间为１s,起点和终点速度、加速度为零.
由示教起点和示教终点的位姿经逆运动学计算

后可得起点解向量F１(２０,－１０,２０,－１０),终点解

向量F２(２０,１０,２７０,１０).由解向量可知上下轴关节

参数没有变化.
每隔１０ms采集伸缩、摆臂、校正轴编码器反馈

的脉冲数,并计算各轴脉冲频率和加速度值,其曲线

如图４所示.由图４可以看出,所实现的机器人各轴

频率和加速度曲线符合五次多项式理论函数速度和

加速度曲线的变化趋势.频率变化曲线平滑,加速度

变化曲线没有突变但存在较小的波动.伸缩轴频率

和加速度曲线较其他轴变化幅度大,这和示教起点

到终点伸缩轴关节参数变化较大相符.图４中各轴

运行时间为１s,起点和终点处速度为零,可达到同

时启停.

图４　 伸缩、摆臂、校正轴的频率、加速度变化曲线

加速度传感器测得末端执行器x、y、z方向速度

变化如图５所示.由图５可以看出,末端执行器速度

曲线总体平滑,z方向速度在０mm/s附近波动.产
生波动的原因由机器人杆件弹性变形及测量误差等

因素造成.试验过程中,机器人能够平稳地运行.

图５　 末端执行器x、y、z方向速度曲线

机器人在示教起点和示教终点之间往复运动

２０次,百分表测得重复定位精度为 ±０．０１mm,且
试验数据无累计误差,可满足一般工业要求.

４　结　论

本文给出了关节空间五次多项式插值详细的实

现过程,并提出了一种变周期插值方法,该方法易于

实现,控制简单,无累计误差,适用于任意已知解析

式的简单插值函数.本文推导了一种四自由度工业

机器人的运动学方程,为具有相似结构的机器人提

供了参考.将该算法应用于四自由度工业机器人

上,试验表明,机器人运动平稳,重复定位精度为±
０．０１mm.同时也验证了五次多项式插值算法可平

稳地控制机器人运动.
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RobotJointSpacePlanningBasedonQuintic
PolynomialofVariableInterpolationCycle

TUKong,ZHANGHua
(FacultyofMechanicalEngineering& Automation,ZhejiangSciＧTechUniversity,Hangzhou３１００１８,China)

Abstract:Inordertocontrolrobottoreachtheteachingpointsmoothlyandaccurately,thequintic
polynomialinterpolatingfunctionofrobotjointspacewasstudied,andthispaperproposedaninterpolation
methodofvariableinterpolationcycle．Thisinterpolationalgorithmwasappliedtoa４ＧDOF(４degreesof
freedom)industrialrobot,andthedirectandtheinversekinematicsequationswereestablishedbasedonDＧ
H (DenavitＧHartenberg)coordinatesystem．Theinterpolationalgorithm wasimplementedinthemotion
controlsystem．Theposesofstartingpointandterminationpointwereobtainedbyteaching,thenthe
algorithmprogramwascalledtocontroltherobottoreachtheterminalpointofteaching．Theencoder
feedbackpulsevaluesofeachaxiswerecollectedtodrawthejointfrequencyandaccelerationcurve．The
accelerationsensoranddialindicatorwereusedtotestthevelocityofterminalmanipulatorandrepeated
positioningaccuracyoftherobot．Theexperimentresultsshowedthatthejointfrequencyandacceleration
curveconformtothechangetrendofquinticpolynomialvelocityandaccelerationcurve;thevelocity
changeofterminalmanipulatoriscontinuous,andtherobotmovessmoothly;therepeatedpositioning
accuracyis０．０１mm．

Keywords:quinticpolynomial;variableinterpolationcycle;DＧH coordinatesystem;kinematics
equation
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